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I. 


De  formala  integrali  J 


i  I 


djp 


VW^^+aa*  +  iy:r  +  E' 


Aiictore 

D*^.  Christiano  Fr.  Lindman^ 
Lect.   Strengn. 


<  > 

Multis  lo<*is.  dem0fi9tratuin  e«t«  omnia  integpaliiP»  ^ae  formiiU 


/ 


f{x)dx 


{f(x)=:  funr- 

VA'o^  +  ß'x*  +  C'x*  +  lyx  +  E'  *    tiooi  rolionaii) 

continentor,  ponendo  j?  =  |    -^  mutari  posae  in  alia»  ubi  imparea 

dignitalea  ▼Ariabilis  y  snb  «igno  radieaK  aon  reperiantar ,  et  deinde 
in  functionea  ellipticaa.  Quae  quam  ita  aint,  nihil  alind,  sl  est 
J'=rO,  opo«  MStL  Tidetur,  nisi  Mt  una  radiz  aeqnationi«. 

A'a^+B'x^+C'x^+D'xi:E'=0 

infioito  aeqoalis  constituatur  et  ratio  babeatur  mntationum,  qnaa 
.haec  res  Jormulis  reductionuin  alTert.  Quae  qiiiden)  .ratio  ^Aet^ 
Simplex  atque  idonea  videtur,  ut  in  ea  forsitan  quac^enila  sit  caossä, 
cor  meotio  casus  allati  (^'==0)  nusquam  fere  sit  facta*).  Hie 
tarnen  casus,   nieo  quidem  judicio,  diguus  est,  de  quo  singnlatim 


*)  In  tabalit  tategrallom  a  Gel«  Mindiog  editi»  (Berol.  1849) 
mentio  hnjo»  rei  facta  eit«  sed  regula  data  iBtordam  fallit,  quia  tatia 
limitaiii  Don  «st  habita. 

Theil  XXVn,  1 
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inqairatar,  qoia  ratio  illa  et  interduro  in  errorem  potest  indocere 
oeque  facillima  via  ad  optatum  exitum  videtur  esse.  Itaqoe  mihi 
propositum  est  acrutari  integrale 


/ 


dx 


yfB'x^  +  C'ä*  +  />'« + E' ' 


obl  B^  DOD  est  nihilo  aeqnalis.  Quta  igitur  B'  est  qaantitas  qoae- 
daiDy  valorem  ejus  absolutum  disjungere  hujusque  radicem  qua« 
dratam  ante  signum  radicale  ut  factorem  licet  collocare.  Sequitar» 
ut  col^fBciens  ipsius  o?'  semper  :s±l  haberi  possit. 

S.  2. 

St  a,  /},  y  sunt  radices  aeqaationis^  quae»  qnantitate  sab  signo 
radicali  =0  posita»  oritur«  haee  qaantitas  matatur  in 

aut  in 

(a— ar)(j5— ar)(y— ar), 

prent  signnm  ipsias  x^  est  -f-  aut  «— .  Necesse  est,  eas  qnanti- 
tatesy  qoae  per  jRet  Ri  resp.  designentor,  positivas  e^k^^t  si  inte* 
grale  poterit  esse  reale.  Quo  pacto  si'nt  positivae,  postea  ezqui- 
retar.    Nune  eas  positivas  facio  et  primum  de  integral! 

dx 
VB 

a 

disserere  adgredior. 

Pdsito  «oa^^,  evadit  dxx^%7'^*.^ ei limiles a, 6 ttafts- 

,      a— ü      b — p      -,,  »        ,     , 
ennt  resp.  ib    -"^^'^a      ■ ,•    ot  fcico  ipsias  arm 

qnantitatem  v.    ™  snbstituimns  et  brevitatis  canssa  ponimus 

ff-|.j34-y=i4,    a|5  +  «y  +  /Jy  =  B,    aßy^C, 
qnantitas  R  mntatar  in 


=/' 


/* * 3 

Nomerator  et  denominator  hujus  fractionier  per  1  +y  maltiplicandl 
sant,  at  denominator  fiat  quadratuni  et  extra  «ignum  radicale  ponl 
possit    Qao  facto  numerator  eradtt: 

+  (ßP9(p + ?)  -  Ap  +  9)*  -  i^PV + 3Ä(;>  +  9)  -  eOj^« 

Jam  quantitntea  peiq  sie  elit^endae  sunt,  tit  üo($fBc1eiit#ft  impa* 
rfoni  dlgnifalum  rariabilis  y  nihilo  fiant  aeqnafes,  ob  eamqae  eatnh 
saiti  vaiore«  harnni  quantitatam  ex  aeqnation'ibvs 

p»  +  3/>«y— 2^P7  — 2i<p2+3J»p+  «y— iCasft. 
?'  + 3py*  -  2ilp9  -  2^9« + Sß^  +  Äp  -  4  C=:  0 

quaerendi  sunt.  Qaae  quia  aeqnationes  tertii  svnt  gradns,  ^thnU 
natio  molestiam  haud  parvam  afferret»  si  bis  aeqiiationlbns  ipsis 
otereoMir.    Ae^nationtbus  vero  addendis  subtraheodiague  prodeuot 

(p  +  7)»-2J(p+9)>+4J5(p  +  9)-8C~0. 
(p-*)t(P+«)H2p9-2J(p  +  9)+2Äl-0, 

Posteriori  aeqaationi  satisfit^  si  uterlibet  Factor  ponitur  nlbilo^ 
aequalis.  Quuiii  vero  manifesto  fieri  non  possit,  ut  in  valore  ipsius 
X  qaantitas  p  =  9  sit,  hae  quanfitates  ex  aequationibus 

(p  +  9)»-.2^(p+flr)+4Ä(p+i^)^8CÄe, 
(p  +  7)«  +  2p9r-2^(p  +  9)  +  2Ä=0 
invP8ti|randae  snnt.    Prior  aequatio  cum  aequatione 

0?»— /Ia:«  +  Äx-C=0 
comparata  iUico  suppeditat 

pfj=2a.    p  +  9=:2/J,    p+f/=2y. 
Qoi  Talores  in  posteriore  aequatione  snbsUtuti  dabuot  resp. 

pg^aß+ay-^ßy,    p-^^qzziuß^ßy^ay,    pt-qss^tty+ßy—aß, 
aide   deniqae  reperiuntnr 
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P 
9 

P 
9 


j=a±\^(«-/J)(«-y). 


$.  3. 

Jam  quaerendum  est,  utruni  omne«  valores  sint  idonei,  an 
auos»  an  duo.  Primum  patet,  eju«modi  taotuni  yalores  adhiberi 
posse«  qui  quantitates  p  et  q  reddant  reales.  Aequaiio  vero  tertii 
grados  aut  unam  habet  radicem  realem  aut  tres.  Si  onines  radices 
aeqoationis  12  =  0  sunt  reales,  nihil  prorsus  impedit,  quoinious 
a>/3>y  ponatur.  Qua  re  posita,  et  prinius  et  tertius  valor  quan- 
titatum  p  et  ^  est  realis.  Respectu  igitur  ejus  rei  uterque  valor 
est  idoneus,  sed  exquirendum  est,  num  uterque  iotegrali  ipsi 
coDTeniat.  8i  superiorem  valorem  qnantitati  q  tribuerimus,  infe«* 
riorem  quantitati  p,  primum  systema  in  numeratore,  de  quo  supra 
(§.  2.)  dictum  est,  dabit 

codfficientem   ipsius  iy*=— 2(a  —  /5)(a— y)(2« — /5  — y), 

atque  ideo  polynomium 

Ä  = 


Tertimn  systema  eodem  modo  dabit 

eo«fficientem   ipain»  y*=2(«— y)(/J— y)(«  +  /J— 2y), 

j»-  Ag* +Bg—C=-  («-y)  (ß—y)  [  V^^—  V?=y  1« 
atqne  ideo  poIyDomium 

(2z^^[_^V'i^+^Fr)H2(«+/i-2y)j^-(V^-V^)y]. 


/* dz 


5 


Valoribua  quaatitatain  p  et  q  sobstitutis»  primum  systema  dabit 


et  tcrtium 


Sobatitntionibus  rite  factia  et  radice  quadrata  termioi  coDstantia 
diajuDcta,  ioveniroua 

e  primo  syatemate: 

, a         /"« ^ 


,     i/"l__2(2«-£-2^  • 


ubi  eat 


V(a-y)(«-/J;+«-6* 
V(a-y)(a-/S)+«-a' 


et  e  tertio  systemate; 


J  = 


V^T^+y/'ß—r 


^J"' 


dy 


nbi  est 


'     V'(«-y)(/J-y)+y-6 
__  V^(« — y)  (/?  -  y^—  y-f  g 

^*     \^(«-y)(/»-y)+y-o 


Fac3e  deinde  hiTeniaiitar  fonnolae 
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J  = 


^wy-^^'i^J       V"(|-^(i— A«^)' 


Vl?^  +  V/S— 7  ./        V  (««-!)(] 


^         V(2/«-l)(l-A,V)' 


(2) 


$.4. 

Qiioniani  igitur  duo  valorea  int^gralU  J  ii^veoti  sunt«  ijlecec- 
nendum  est,  nuin  ambo  adhiberi  possint,  id  quod  Geri  non  potelst, 
nisi  oranea  Falores  ipsias  y  intra  liinites  (incliis.)  quantitatem  sub 
signo  radicali  positivam  red^ant  Quod  ad  forroolaiii  (1)  attinet» 
neminem  fugit,    factorora  posteriorem  positiyum  esse  non  posse, 

nisi  ff^  major  est  quaQr  t^*    Ea  condition»  prior /qiio^ae  fa^tor  est 

positivus.  Sift  Autem-  ^  non  est  unitate  minor,  uterque  Factor 
negativus  evadit  (A'^>1)  atque  ideo  productura  positivum.  Eodem 
modo  invenitnr,  quantitatem  y^  in  formula  (2)  neque  «initate  mino* 

rem  nee  quantitate   j-^  majorem  (ifc|^<l)esse  oportere. 
Jam  ad  functionem 

Ä  =  (*-«)(a:-/J)(ar-7) 

redeamus.  Patet  eam  esse  ^0  ab  js:rsy  ad  x^^ß  et  ab  x=a 
usque   ad  a?=cx>.     SubBfituti#  igitur  ß  et  y  resp.  pro  6  et  a  in 

limitibus  formulae  (1),  invenitar  &  =  xi  ^'^^k'  ^"'^  ^^^^  ^ 
miuuitur,  decrescente  6>  et  g  major  fit,  erescente  a,  sequitur,  ut 
fbrmufa  (1)  somper  nti  liceat,   qauni  est  b'Tß,   aZ^y. 

InquTMtio  fonnulae  (l)  paullo  molestior  fit,  quum  6  et  a  inter 
iimites  a  et  90  cadiint.  Quia  enim  6  et  a  tum  ejusmodi  ralores 
accipere  possunt,  ut  denominatores  limitum  G  et  g  nihilo  fiant 
aequales,  intervalliun,  de  quo  agitur,  \b  duas  partes  dividendum 
est.  Quod  ubi  raciendun»  sit»  boe  modo  potest  dijudicari.  Uterque 
llmes  functione 

continetor,  ubi  est  z  variabMis.  Varisbili  a  =  oo  facta,  evadit 
f1(oo)=:  — 1  et  praeterea  per.^i#*fif,  fifnctionero  illam  negativam 
et  respectu  valoris  absoluti   unitate  majorem  permanere,    quum  x 

minuitar.     Sl   i    usque    ad    V(a  —  ß)(a  —  y)  +  «    fuerit    roinuta. 


/* (*r 7 

F(V(a— iJ){a— y)  +  «)  =  —ob  evadet.  Posifa  porro  «  =  ä,  fit 
^a)=r]  et  crescit,  crescente  z.    Si  z  perp«tuo  crescit  osqoe  ad 

V(a-./J)(a— y)  +  a,  fit  F(V^(a— /J)(a— y)  +  «)=oo.  Intra  lioiitea 
igitar  ita  constitatoa  variabüis  y  nvlloni  nanciscitar  valoreni»  qai 
quaDtitatem   sab   signo  radicaii  negativaai   reddat«      Itaqae   for- 

nala  (1)  uti  licet  ab  a^a  ad  6^  V(ar-p)(«— »)  4^  «  «t  ab 
a^V(a— /3)(a— y)+«  ad  6^od. 

Qaod  si  est  0>  V («—/?)(«—/)  +  «> ä,  alfer  Ihiies  est  po- 
sitivus, alter  negativus  inferque  eos  valor  V*(« — ß)(cc — y)  +  a 
quantitatis  z  cadif ,  qai  F(z)  iofioito  aequalis  reddit  Attamen  qoura 
iimites  idem  Signum  noo  habent,  variabilem  sie  varitintem  facere 
soleot,  ut  per  0,  non  per  infinitum  transeat.  Hoc  igitur  casu  for« 
rottia(l)  rejicienda  est  aut  integrale  ita  disjungendum»  ut  ea  quan* 
titas  inter  a  et  6,  quae  F(z)=:od  reddit ,  fiat  limes  intermedias. 
Quo  facto  invenitur 

•  «  1^(«-/J)(a-y)+a 

qoM  iotegralia  singulati»  tractMida  sunt    Vah>iabUi  m^m^^^^ 

In  utroque  facta,  iidem  quantitatum  p  et  9  valores  atqae  antea' 
prodeuot    Nihil  alitid  mutatof«  nisi  Iimites»  quamobrem  invenimos 


J  = 


+    I  ^  r  1»    .i.Mr.l.    »Ilttttfcrl 


Ut  Iimites  fiant  finiti,   in  priore  ititegraii  yt=  -z»    in    posteriore 
yr= — j  facienda  est,   uode  prodit 


ii 


V^^y+Vd^k/     ^r  ■   ■  ■ — p- 


1 
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Ex  his  coliigitar,  primum  systema  Talonim   quantitatom  p  et 

9  semper.adhib^ripossef  dummodo  iDemioerimos»  formalani  (3), 
npD  (1),  utendam  esae«  quum  aliqnis  quaDtitatis  z  valor  inter  a  et 
b  functioDem 

V(«— /5)(a— y)  +  «— z 

iDfinitam  reddKt  Uixerit  fortasse  quispiam^  formulam  (3)  moleatam 
esse,  quippe  quae  duo  integralia.pro  uno  suppeditet,  et  expe- 
riendam  esse,  num  tertio  systemate  valoruni  quantitatuiD  p  et  y 
propoaituni  facili.us  consequi  liceat.  Quod  quidein  faciendum  est 
et  roox  fiet;  sed  non  est  obliviscendum»  ei,  qui  ratione  Cel^  Le- 
gen dre*)  uti  volety  duo  quoque  integralia  quaerenda  esse,  disi 
alter  limes  est  =0. 


§.5. 
Ad  formiiiaiii  (4!)  jam  traiiseamus.    FuDctio 

ambo  llmttea  eomplectitur.     Variabili  2  s=  y»   deinde .  z  es  /}  factn,, 
prodit 

Quia  «>/J>y  coDStituimus^  babemas  «-y>/J— y,  («— y)05— y)>(/J— y)*, 

V  (a — y)  0?  —  y)  +  y  >  /5,  unde  colligitur,  denomiDatorem  ipsius 
g>(z)  nihilo  aequalem  fieri  non  posse,  si  z  quemlibet  intra  y  et  ß 
valofem  bkbet.    Positä  porro  z  =  a>  tum  z  =  od,  evadit 

üenominator  ipsias  ip(z)  nihilo  aequi^lis  non  fit,  si  quilibet  valor 
intra  limites  a  et  00   datur«    Nam  si  id.  fieri  posset,  valor  quidaui 

quantitatis  z  reperiri  deberet,  qui  quanätatem  V  (a'r7)iß — jÖ  +  T 
nihilo  aequalem  redderet;    sed- qi:^  est  a^ß^y,  mänifesto  est 

«-y>/J-y,    («-y)*>(a-^y)(i3-y),    «>  \^(a-y)(/J-7) +y. 


*)  Vide  ▼.  gr,  Gran^rt^  ^uppldmente  zu  Klugel'«  mathem. 
WörCerbuehe,   pag.  l&O.  teqq. 


/* (kr  .  9 

Qoia  igitnr  miDimos  etiam  valor  ipsiu«  i  iotra  limltea  a  et  Qo  major 

est  qaantitate  V"(« — y)  (ß-^y)  +y,  formola  (2)  aemper  et  sine  ex- 
ceptioDe  adhiberi  poteat. 

In  caaa  specialis  a  quo  formula  (3)  origiDem  traxit,  oemo  non 
Tidet,  formula  (2)  uti  licere,  qua  tarnen  valor  integralis  proxime 
▼erua  non  faciliua  quam  uau  formniae  (3)  invenitur,  niai  alter 
limea  formulae  (2)  sit  =0.  Quia  vero  e  Yaloriliua  ipsius  (p(z) 
nuper  allatia  iotelligitur,  id  iiuniquam  eveaire  poaae,  formula  (2) 
respectu  bujus  rei  formulae  (3)  non  praestat. 

{.  6. 
Ad  alteram  integrale 


VRi 


tranaeamus.  Primum  patet,  quantitatem  J2|  poaitivam  e9M^  opor- 
tere,  qood  evenire  non  potest,  nisi  x  intra  limitea  —  x  et  y  ant 
iotra  ß  et  a  cadit.      Detnde  facile  intelligitur,   valorea  quaotitatum 

p  et  q  eoadero  atque  antea  fieri.  Substituendo  |  ,^  pro  x  idem 
polynominm  Invenitur,  praeterquani  quod  aigna  annt  mutata. 

Itaqne  reperitnr 

primo  aystemate: 

tertio  systeroate: 

u\A  Gf  ff,  ^i  G%»  g\,  kl  idem  atque  antea  «iguificant.  Ueinde 
facile  iMÜMi^imua  formulas 


'»-  y/'iJLy^y/a-ßJ 


dt/ 


ßj    vT*v-i)a-»')' 


(4) 


I  •! 


2  r^'  dy 
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Formnla  (4)  uti  licet 

ab  flö"~®  ail6lSy,    h.e.  a^^-I  ad  C^— 1 


et 


«        \ 


aba^/JadÄ^a,    h.  e.  a  ^^J  ad  G^l 


atque  ideo  semper 

Fornala  (5)  adhihefi  potast 


ab  11^—00  ad  6^y,  h.  e.  a  ^j  _— 1  ad  Gi_l 


et 


ab  a^V(a— y)(/J-y)  +  y  ad  6^«,  h.  e.  a  .^i^— »  ad  Gi^-J 


et 


ab  i^/J  ad  6^V(«i-y)(jS-y)+y,  b.  e.  a^i^^  ad  Gj  ^  •. 

Qnod  ai  ««t  6  >  V(a— y)OJ— j^+y  >  a,    forroala  (5)  ita  ae 

habet,  ut  antea  fornmla  (1).    Eodem  modo  reperitur  formolae  (3) 

similia  formola 

1 

_  2 r   /*F du 


8.7. 

Poatquani  vidimüsy  quomodo  iotegralia  J  et  Jy  ad  forinam 
prap<yiititani  po5RKiiit  rediTci,  qniun  omnearadicefiaaqitalionum  U^=Af 
Ri=:0  sunt  realea,  reliquum  est,  ut  in  haee integralia  inqulvaiiitia, 
quum  una  tantum  radix  barum  aeqintionuni  est  realia.  Faciamas 
azü  radici  reali,  ß^zf-^-hi,  y^^f^hi.  Primo  aspectv  apparet, 
qaantitates  p  et  9  in  primo  tantum  systemate  e^se  reales.  Supe- 
riore  valore  qaantitati  q,  inferiore  quantitati  p  dato  soiMtitatoqae 

^ll'^  P*o  ox,  eaedem  formulae  tnveniaotor,   quae^aupra  n^  (1) 


/ 


dx  11 

VB'x^  +  C'x^  +  D'x  +  E'  * 


^  (4)  fioftatae  sunt,  $A  in  bis  (mnitttr  ß=f+ki,  ys^f^hi.  Hoc 
cEflni  est 

Ä=:(ar-a)i(j:-/)«  +  A«l, 

Ä,=(a--Ä)t(a:-/)«  +  A«l, 

atqoe  ideo  posterior  Factor  positivus ,  quicanique  valor  realis  varia- 
bili  X  datur.  »Sequitur^  ut  a  et  6  in  illo  casn  non  minores  quan* 
titate  a,  in  hoc  non  majores  eadem  quantitate  esse  debeant,  si 
integrale   erit  reale. 


§.8. 

Ex  antecedentibus  colligitary  redoctionem  integraiiam  J  et 
Jj,  si  habentur  casus  speciales  integralis 

dx 

yrA'x^+Bx^+  Cor«  f  Ä'¥+F * 

aliquantam  molestiae  afferre  et  diligentem  inquisitionem  postulare. 
Qoando  omnes  radices  aequationuni  RzizO  et  i?|  ==0  sunt  reales, 
formulae  sane  (2)  et  (4),  quibns  semper  uti  licet,  semel  eligi 
possunt;  quod  si  una  tantnm  radix  aequationis  /2  =  0  est  realis, 
necetise  est  forAiularo  (1)  ^dbibere.  Seqoitur,  ut  irett  sem^^ Toi^ 
mabe  uteadae  sint,  ulsi  quis  radices  a^quatiosum  Rz^O  et 
/?!  =  0  segregare  Tolet«  quod  tarnen  deductionem  singularum  for- 
mulanim  exiget.  Quae  quum  ila  sint,  operae  pretium  est  conarl, 
uam  alia  ratio  integralia  J  et  Ji  reducendi,  ita  ut  quantitas  sub 
signo  radicaii  sibi  induat  formam  Dif^  +  Ey^+F,   reperiri  possit. 

Si  Signa»  quibds  antea  trsi  sumus»  retinuerimus,  facile  inve- 
niemus,  polynominm  ß,  qiram  omnes  radices  tx,  ß,  f  aeqtiationi« 
R=iO  sunt  reales  et  o>/9>y,  positivam  esse  quatititatem,  si 
▼ariabili  x  omnes  Talores  intra  )^  et  jS  et  intra  a  et  oo  tribuuntnr. 
Sin  autem  aequatio  R=0  unam  tantuni  babet  radicem  realem, 
qaae  sit  y,  polynomium  R  est  positivum,  dummodo  valor  ipsius 
xr  non  minor  sit  quam  y.  Quia  igitur  x  numquam  est  minor  quam 
y,  possumus  &cere  x  —  y^=^y^y    quo  facto  invenimps 

VA-y  dy 


-/ 


^_      V(»«+y-«)(a"+y-|S) 

Ya-y 

quod  integrale  formdm  optat^m  babet  et  sine  ullo  negotio  ^A  fancti- 
oo^m  ellt|>ticain  ^^rfuiae  ^peciei  potest  reduci. 


11  Zehfuss:    KMge  Punkte  über  die  Bestimmung  der  Constanien, 

Qaod  ad  integrale  «/|  attinet,  facile  intelligitur,  variabilein  x 
neque  fierl  posse  majorem  maxima  radice  reali  aequationis  R^  =20, 
si  quando  omnes  j^unt  reales,  neqae  majorem  radice  reali,  b\  nna 
tantum  est  realis.  Sit  o  radiz  maxinta  realis  Tel  sola  radiz  reaÜs, 
si  una  tantum  datur;    faeere  licet  a—orss^^,   unde  invenitur 


r,=2/ 


1^«- ^ (8j 


^(y«  +  |S-«)(y«  +  y-a)' 
de  quo  eadem  dici  possuut  ac  de  formula  (7). 


IL 

Einige  Punkte  über  die  Bestimmung  der  Constanten, 
welche  bei  Integration  der  endlichen  Differenzenglei- 

cbungen  eingehen. 

Von 

Herrn  Dr.   G.  Zehfuss^ 

proTitoriscbem  Lehrer  der  höheren  Mathematik  uad  höheren  Mechanik 
an  der  höheren  Gewerbschnle  zu   Darmetadt« 


Fflr  die  Theorie  der  endlichen  Differenzengleichungen  ist  die 
Eioftthrong  des  in  einem  Bruche  t-  enthaltenen  Bruchtheiles,  ab" 

gesehen  von  den  in  j  enthaltenen  Ganzen  ^  von  grossem  Nutzen* 

Wir  wollen  ihn  in  diesem  Aufsatze  durch  /^(t)  o^w  ft^^^b  kür- 


mtieke  M  InUffr.  der  enäüeken  IHirtremengMch.  eiugehm.      Vi 

Eer  darch  ^-r  bezeichnen.     Die  Zahl  r-^^irl  ^ird  also  allemal 
eine  ganze  sein.    Die  Function  /^(t*)  hat  z.  B.  die  Eigenschaften 

<Ö=<^-f*)=<^)= '=■'«>"•••- 

Um  eine  endliche  Differenzengleichung  itter  Ordnung  aufzu- 
lösen,  kann  man  sich  der  Formel 

X — a  (o:— a)(d?— II— A)  ^^ 

y*=y«  +  — /f-  ^ya  + jf^^j ^y«  +  ... 


jr—  a 


bedienen»  welche  aber  nur  wahr  ist,  wenn  §  eine  ganze  Zahl 
oder  yx  eine  ganze  rationale  Function  von  x  vorstellt.    Um  jener 

Anforderung  zu  genOgen,  reicht  es  hin»  azizh^i-rA  zu  setzen; 
80  wird  man  die  Itir  alle  Fälle  geltende  Formel  haben: 

(1) 

*• = »v£+(Ä-^*;%i[+^ — -\7i — ^^»^1+  ••' 

welche  wir  nun  zur  Coostruction  des  Ausdruckes  y»  benutzen. 
Man  kann  nerolich  aus  der  vorgelegten  Differenzengleichung  nter 
Ordnung  durch  successives  Differenziren  Gleichungen  ableiten,  in 
welchen  A^^'^yxy  ^*+^«,  ^'*+'*y*....  vorkommen.    In  diesen,  wie 

auch  in  der  Urgleichung,  setzen  wir  nun  k^-r  ffir  x^  und  erhal- 
ten dann  eben  so  viele  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Wertbe 
^y    xf   ^*^Vp#-'-»>  welche  aber  sämmtlicb  durch  die  n  ersten 

Functionen  v  ^j,   ^y  ^*....  ^"^y^  x  ausgedrückt  erscheinen  wer- 

den.     Diese  n   wilikGhrlichen  Functionen  sind  periodische,   weil 


''(f)='m=<^-^ 


Da  ferner 
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ist,  «o  wird  man  iiir  Bestimmung  der  n  ersten  Fonctionen  der 
Kenntniss  des  gähnen,  zwischen  den  Werthen  ^=0  und  x=^nh 
begriffenen  Bogens  der  durch  die  Gleichung  y  t^iz  yg  dargestellten 
Curve  bedarfen.  V 

Ist  nun  die  gegebene  Differeuzengleichang  linear,  oder  kommt 
auch  nur  ^^ys  oder  yx-\-nh  in  derselben  auf  der  <lrsteq  p#fenz 
vor,  so  wird  das  neniliche  auch  fär  J^-^^yx»  J'^^^yx*-**  stattfio- 
deo.  In  diesem  Falle  sind  sänimtliche»  aus  den  entsprcqbenden 
Gleichungen  gezogenen  Werthe  von  ^"+^^....  eindeutig,  also  ist 
nur   eine   einzige   Auflosung   mit  n  periodischen  Constanten  y^^ 

Jy^y^'^^^^Vg  ^'  tfx  möglich.  Is^  aber  jd^yx  auf  einer  höhe- 
ren Potenz  darin  enthalten,  so  werden  -^"y^,  ii/"+*y«....  vieldeu- 
tig, und  es  lässt  sich  in  diesem  Falle  aus  der  Anzahl  der  in  dem 
Resultate  enthaltenen  willkQhrlichen  Functionen  nicht  scMiessen, 
ob  die  gewünschte  Auflösung  durch  gehörige  Bestimmung  der  n 
Constanten  aus  derjenigen  Form  abgeleitet  werden  könne,  unter 
weicher  sich  das  Resultat  präsentirt.    So  hat  s.  B.  die  Gleiclnittg 

wo  ^jr  =  A=l»    die  zwei  Auflosungen: 

wo  die  willkührlichen  periodischen  Constanten  e  un^  C  bestimmt 
werden  können,  indem  man  x=^ß(x)  setzt.  Mit  den  so  bestimm« 
ten  Coiistaoten  werden  beide  Auflösungen  innerhalb  des  Inter- 
vall es  von  ar=r:0  bis  a:=:I  völlig  fibereinstimmen,  und  erst  jenseits 
desselben  zwei  von  einander  abweichende  Curven  darstellen. 

Ueber  die  singulären  Lösungen  wollen  wir  uns  hier  nicht 
weiter  verbreiten;  dieselben  entstehen,  wenn  eine  der  nachfolgen- 
den, durali  Oifferenziren  entstandenen  Dlfferenzengleichongen  In 
mehrere  Factoren  zerßillt,  von  denen  der  eine  nur  solche  Diffe- 
renzen enthält,  welche  bereits  durch  die  vorhergehenden  Glei- 
chungen bestimmt  waren.  Dieser  Factor,  gleich  Null  gesetzt, 
liefert  demnach  eine  Gleichung,  weiche  die  vorhergehenden  Be- 
stimmungen über  niedere  Differenzen  Jy^»   J^y  .,..  wieder  ein- 

sehrSnkt,  so  dass  sich  filr  eine  oder  mehrere  derselben  völlig  be* 
stimmte  Werthe  herausstellen.  Mao  sieht  Obrigens  durch  eine 
einfache  Ueberle^un^,  dass  dlea^  Zerfallung  in  Factoren  nur  bei 
solchen  Gleichungen  statthaben  könne,  in  welchen  die  höchsto 
Differenz  den  ersten  Grad  übersteigt,  dass  also  auch  lineare 
Gleichungen  weder  mehrere,  noch  singulare  Auflösungen  lial>€ii 
küanen.  —  Das  Vorhergehende  lisst  sich  auch  auf  die  singulären 


m0Uk€  bei  InU§r.  dtr  emUieken  DUTeretaengUich.  eUigeken.      |ft 

und  Tielfacben  AnriSsungen  der  Differentialgleichungeo  amveiid^ii« 
welche  letsteren  bis  jetzt  noch  von  Niemandem  hei^ierkt  worden 
n  Mio  iehejamu    So  bat  s.  B.  die  Glekhuafc 

die  drei  Luaangeo 

wo  e  und  C  «HUkOtHrliche  Conetanten  Torstellen. 


5.2. 

XiSsen  iTir  nnn  zuerst  die  einfachste  Differenzengleichong 
yx-^h  ==  .Vs  oder  Jifs  =  0.  Es  folgt  hieraus  /^^y,  =  J^if, . . . ,  =  0. 
Diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  substifuirtp  geben  die  Auflu- 

•vng  9*^9    M*     Uieselbe   wird   also  bevrerkstelligt  seio»    wenn 

Vi 

man  eine  periodische  Constante  y    «angeben  kann,  welche  immer 

dteeelben  Werthe  wiederholt»  welche  sie  10  dem  Zwischenrauoie 
T«o  aBsz.0  bis  x^k  annimmt  und  welche  bekannt  sein  müsiiea» 
Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  schreibe  man  die  gegebene  tileioheag 

und  betrachte  sie  als  eine  Gleichung  der  beliebigen  Ordnung  2it-|-I, 
in  welcher  Jx  =  ^     ,  i   ist.     Um  partikuläre  Integrale  zu  erbal- 

tesf  setse  men  y=a  ';  sur  Bestinieuing  von  a  bleibt  als» 
dann  die  Gleichung  a'*-!*^  =  ] ,  woraus  sich  ii{r  a  die  2}i  -|- 1  Werthe 
esgeben: 

WO  nntet  1*  der  Ausdruck  cos2z9c-|-isin2z9v  zu  beistehen  ist. 
Die  Form 


ys=C,(a,4i)x.l~'^+  Cl^+Cl*  +....C.1»      (a) 
wird  ek|#«  da  sie  2n.4-l  willkchriiclie  periodieebe  FnctieneD  van^ 


]€  Zshfuis:    Biniffe  Punkte  O^er  iUe  Bettfmmunff  der  ComtaMen, 
ß{ -j^ j  enthält,  die  allgemeinste  »ein,  welche  y  aonebmeD 


kann,  so  dass  es  steh  nur  noch  um  die-BentiniBniiig  der  periodic 

sehen  Functionen  C,  C,...C  handelt  -»  Zuvor  setzen  wir  jedoch, 
was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  geschehen  kann,    die  letzte 

Constante  Cgieich  dem  Producte  €.-—^7^9  wo  beide  Factoren 

(g»t->-i)x 

selbst  Functionen  von  ß    *      sind.    Mach  der  Eingasigs  d^s  yor 

rigen  Paragraphen  erwähnten  Eigenschaft  der  Function  ß  ist  aber 

j  (an+i)  s 

(aii-fi)x  ^^        ^      >    ^^  ^^^  ^^^  ^'^^  ^r  ^'>^  letzte  Constante 

setzen  kann  C  (^n-f i)x  •  1       ^     •    Ebenso  kann  die  vorletzte  Con* 

stante  in  C  1        ^       umgesetzt  und  mit  dieser  Verwandlung  bia 
zu  dem  mittelsten  Gliede  fortgefahren  werden,   dessen  Constante 


»    — 


(2«i+l)  JT 


6M  ^  sein  mag.  Snbstituirt  man  nun  alles  in  (a)  und  fasst 
allemal,  das  erste  Glied  ausgenommen,  je  zwei  von  den  End- 
punkten gleichweit  abstehende  Glieder  zusammen,  so  kommt  zum 
Vorscheine: 

+  ....[C1*+Cl     *].  (b)       ^ 

Schreiten  wir  nun  zur  direkten   Bestimmung  der  Constanten. 

Wir  integriren  beidierseits,  wobei  wir  Jx  =  ^     ; '  |  annehmen,  und 

/     1 
erhalten,  da  C,  C,  C...  dabei  constant  sind  als  Functionen^ voir 

P        h 

....  +  <P^,g«±i)f. 

Dieses  Integral  nehmen  wir  zwischen  den  Grenzen  x-^-h  und  x; 
dann  fallen  «He  Glieder  ausser  dem  ersten*  weg,  und- es  bleibtt  ' 


weieke  Mfntegr.  der  fnäHehen  Oiff^MtungMek.  eingehen^  \  |7 
Auf  g)«icbe  Axt  bofiAinunen  wir  C   Wk  oMiUipUdren  %vkwß\  xlidr 


derseits  in  (b)  mit  I    *  und  integriren  dann  wieder  zwischen  den 
Grenzen  x-i-fi  und  a:,  wobei  iiar=  5—7^-     Man  erh&lt 

/  1         ,+Ä       «f 


jr 


C  bestimmt  sich,    indem    man    in  (b)   beiderseits  mit  1*  multi- 
plicirt  und  wie  zuvor  verfahrt.    Man  erhält 


Auf  diesem  Wege  fortfahrend,  wird  man  noch  alle  übrigen  Gon- 
stauten  bestimmen,  bis  zu  '  '    >   1 

^         1         x^h        -??      «  ]         •+*        ^ 

Die  so  bestimmten  Werthe  der  Constaoten  in'  (b)  substituirt^ 
geben  nun: 

.        1  -stArh  '^       -^^  «<*-^)  «Ör-O 

^  ....  +  [1    »    +1       »    ]].    (c)^ 

Setzen  wir  jetzt  die  beliebig  grosse  Zahl  n  unendlich  gross  vor- 

•  •     *•■ 

aus,  so  geht  das  bestimmte  endliche  Integral  Z,  wobei  /ix-zz^y     'y^ 

.  über.  Zaibige  eiBer.N&beriings- 

foripelj  welche  am  so  genauere  Resultate  liefert,  je  grCsser  n  ist, 
hat  man  ^emlieh 

wo  m^n  zugleich  auf  deq  Fall|,  dass  f{f^  ffir  t:=,Xp  mithin,  auch 
wegen  der  Periodicität  für  ^:=ar-f  A»  unstetig  ist,  Rücksicht  ge- 
nomtflen  hat.    £s  ist  also  auch:    '  • 

Theil  XXVII.  2 


IS  ZaMuMt:^   BM^  PmM^  ilPer  OU  B^nOmmuiH^  dMtCMgtmU^n 


2n 


l-£l^^f(t)  =  \J''^'  f(e)St^,^^ 


it((zi  itttttf  In  <lte»ttf  P«ntrc4  für  /(«)  div»  iw  (e)  inter  A%m  Ktfkhen 

^.befindlicheD  Aosdrack,   so  hat  man: 


I  ii  I 


oder 

"...  '  .... 

I 

Da  in   dieser  Foimel    der  unter   dem    Integralzeichen  begriffene 
Theil  periodisch  ist  mit  dem  Umfange  A,   so  hat  man  auch  end- 


lich, wettil  man  zugleich  Ar  1  ^  dert  früher  angenommenen  Werth 
cos  -^ — ^  +  »sin — ^ — ^   setzt: 

+  1    /'*yfCos4«^^^a<+j^y*    yicos6»(^')a< +  ...., 


d< 


ein^  Formel,   in  welcher  der  Theil  y*+o  — y*-o  verschwindet,  so 
afty  stetig  ist. 

£#  kann  hier  nicht  In  onSerer  Absiebt  liegen,  diese  von  PorU- 
son  zuerst  in  obiger  Gestalt  aufgeführte  Reihe  Fourier's 
tfShef  «a  beleucbtlen  oder  auf  einig«  Punkte  4er  fi)ffit#iekeluftg 
kritisch  einzugehen,  da  es  sich  nur  daruvn  handelte,  eu  feeigen« 
wie  die  endliche  Differenzenrechnung  selbststandig,  und  nur  auf 
ihr  eigenes  Princip  ge»tCltzt,  zuweilen  mit  leichter  Mflh^i  ResuK 
täte  liefert,   die  man  sonst  Öfters  nur  auf  üihivegen  erzielt. 

Det  Ausdruck  ß(f\  ^'  ^'  def  Id  einem  Bruche  ~  enthal- 
tene Bruchtheil,  kann  ans  der  letzten  Glefehuog  dadwrob  ab^gelei* 


wgieäe  M  inie§r^  ^ler  ewMckeo  Wlfer49nemgiHth.  einsehen.      I9 

tet  werdeoy  da«8  man  3f=r  setzt;  denn  innerhalb  des  Intervalles 

TOfi  0  bis  h  stimmt  die  erwähnte  Function  mit  -r  uberein.  Man 
findet 

pCy  1=4  — -[sin  ~j-  +  l8in-^  +  isin-j- +....]• 

welcher  Aosdnick  jedoch,  da  ß{f)  ffir  <  s=0,  1,  '2....  unstetig 
wird,  (8r  eben  diese  Werthe  noch  um  \{ß(fX) — /3(— 0))= — \  sv 
▼ennehren  ist. 

$.  3. 

Die  endliche  DiSerenzenrechnnng  kann  in  sehr  vielen  Fällen 
wie  die  Differeotiairechnang  zur  Anflusung  von  Aufgaben  bemitat 
werden,  wenngleich  die  Auflösungen,  welche  sie  liefert,  mit  perior 
dischen  Constanten  behaftet  sind.  Diese  können  im  Allgemeinen 
nur  bestimmt  werden,  wenn  der  Lauf  der  durch  die  Gleichung 
jf^=yx  dargestellten  Cürve  in  dem  Intervall  von  x=a  bis  x^^a+nh 
bekannt  ist,  wo  a  ein  bekannter  Werth  von  d?»  n  die  Ordnung 
der  sa  Integrirenden  Differenzengleichung  ist.  In  der  That  können 
die  n  periodischen  Constanten  aus  den  n  Gleichungen  bestimmt 
werden,  welche  man  erhält,  indem  man  in  der  Auflösung  für  x 
nach  einander  die  Werthe 

Äp(f).    A(H-/S(0).....  A(«^l  +  ^(f)) 

setzt 

Allein  der  Lauf  besagter  Curve  wird  in  den  wenigsten  Fällen 
Innerhalb  gewisser  Intervalle  bekannt  sein.  Die  Bestimmung  der 
Constanten  kann  also  im  Allgemeinen  dann  nur  gelingen ,  wenft 
sich  dieselben  auf  absolute  Constanten  reduciren;  in  welchen 
Fällen  man,  wie  ift  der  Differentialrechnung,  nur  ebea  so  vic;|e 
Einzelwerthe  von  y  zu  kennen  braucht,  als  unbekannte  Constan> 
ten  vorbandeq  sind.  Wie  man,  wenn  diess  überhaupt  der  Natur 
der  Aufgabe  angemessen  ist,  die  periodischen  Constanten  zuwei- 
len   als  absolute    nachweisen   könne,    sollen  nun    die  folgenden 

Aufgaben  lehren.  . 

t 

.8-4. 

Aufgabe*  Wir  haben  uns  früher  des  Ausdruckes 
s z^cosilina:  bedient.  Wie  ist  diess  zu  recbtfel-tlgölit 

2* 


"90  Zekfuii:    Binipe  Punkte  über  die  BeBtimmunif  äwr  CmiMtmu^n, 

Man  betrachte  die  Formel 

CO«  {x + 2Ä) — 2  cos  h  cos  (a?  +  A)  +  cosa; = 0 

als  endliche  Differenzengleichung  fOr  cosj:,    so  wird  man,   nach- 
dem man  die  beiden  partikulären  Integrale  gefunden  hat,    setzeo: 

cos  X  =  C  fs  \ .  (cos  A  + 1  sin  A)*  +  ^of*\  (^^^  A  + 1  sin  A)    *. 

Um  nun  die  Constanten  als  absolute  nachzuweisen ,  bemerke  man 
vor  Allem 9    dass  cosa;  =  cos( — x).    Hiernach  entsteht 

Differenzirt  man  hier  beiderseits,  wobei  man  jix  ^  h  nimmt,  so 
kommt: 

Hiernach  ist  jetzt: 

X  X 

cos  X  =  C .  /  X  \ .  (cos  A  +  i  sin  A)*  +  C  /-x\  (cos  A  + 1  sin  A)    *. 

Da  A  völlig  willkQhrlich  ist,  wird  dieser  Ausdruck  sich  nicht  ver- 
ändern dfirfen,  wenn  A  in  — A  Qbergeht,  Die  diesem  Gedanken 
entsprechende  Gleichung  liefert  aber,  da  sie  sich  in  zwei  Facto- 
ren  zerlegen  lässt: 


^ßCr)  "  ^"(i)' 


Somit  ist  jetzt 


cosar=:C^^v[(co8A  +  tsinA)Ä-f  (cosA^-tsiiiA)    Ä].      (|) 

Substituirt    man    endlich    die    nach    dieser    Formel    construirten 
Werthe  der  Cosinus  in  die  Formel  cos2ar=:£2cos*a?— 1,  so  kommt 

*x  2« 

[C  ,a,x  — 2C  ^,x«][(cosA  +  »sin  A)*  +  (cosA  +tsln  A)""  ^] 

Differenzirt   man    hier   beiderseits,    wobei   man    wieder    Jxiszh 
nimmt,   so  resultirt 


meieke  M  intefr.  4er  tndficken  Diffier4H»engM€k.  Hngekm.  .  Jl 

und  diess  in  die  vorbergeheode  Ijriei^hnDg  substitqirt»  liefert  eod«; 
lieh  Cx  «V  =-f-  ftf    ^6ii  in  (1)  für  ar:=0,  C08d?=l  werden  miuie. 

Mit  diesem  Werthe  von  C  verwandelt  sieb  nun  die  Gleichung  (1)  in 

cos ^  =  i  [(cos A  -f  t sin h)^  -f  (cos h^isxnh)    ^].  (2) 

Setzt  man  hier  x=:2knt,   h^s^'ikn^   so  kommt  die  am  Eingange 
erwähnte  Formel  zum  Vorschein.    Dieselbe  Gleichung  (2),  in  Be* 

jr 

zug  auf  (cos  A  -f  tsin  A)2  aufgelöst,  liefert  die  Moivre'sche.Form« 

cos  A  4^  I  sin  A  3=  (cos  x^-i  sin  x)* » 
welche  somit  f3r  jeden  Werth  des  Exponenten  bewiesen  ist. 


$.  5. 
Aufgabe.    Die   reducirte  kubische   Gleichung 

aufzulösen. 

Man  denke,  sich,  .die  drei  Wurstele  einer  periodischen  Function 
voD  n  entsprossen,  der  Art,  dass  allemal,  wenn  Xn^  x%^\y  ^H-i 
drei  Auflösungen  sind,  Xn^Xu^-^y  Xn^x^nxn^^....  ist,  wledie«- 
ses  schon  bei  dem  einfachsten  Falle  :riv'=l  stattfindet,  wo 

2n»  .  .  .  2nn 
a:n  =  cos-«-  + 1  sin-g-. 

Aus  der  Differehzengleichvng  Xn\^ — Xn^O  folgt  aber 

»  te  8» 

ffo  A,  B,  C  Functionen  von  ß(n),  oder  solche  sind,  die  sich  nicht 
ladern»   wenn  n  In  n  +  l  übergeht.    Es  folgt  nun,  wenn  Jn=:l: 

m 
■ 

g 

Nun  Ist  aber  auch  J5  irff=ra*o4-^i +^s=0,   weil  die  Gleichung 
eine  reducirte  ist.    Also  ist   C=0. 

Dan  Qnadrat  von  Xn  gibt  nnn  nun  einen  Ansdruck  von  der  Fom 


a  ZekfutM:    Einige  Punkte  über  die  Beeän^nung  der  CäHHanten, 

akd^  ibt  wied^fy   weon  man  Integrirt: 

Ferner  ist  auch  J&^=^    +x   -i-x  = — ig,  d;  b.  Aß^  —  ia. 

8 

Endlich  ist  noch  a:     von  der  Form 


also'  ist  auch 


ta  ^ 


2;J**=3(4«+Ä»). 


d.  b. 

a?J+«J+arJ=— 3=3(^»+Ä»),  oder  A*+B*=—r. 

Hilt  man   diese  Gleichnng  zusammen  mit    A*ß*  =  —  iVf*»   so 
findet  man  ii  und  B,    Man  bat  also,  endlich 


iCm 


=V[-'5+V"T+gl''+  <>[-ä-VT^)-^- 


«ro  fi  jede  beliebige  ganze  Zahl  vorstellt.    In  diesem  Ansdracke 

IcaUn  man  noch  für  1^  seinen  Werth  i( — 1-f  >V3)  aetseo.  Itfan 
sieht  leicht  ein»  dass  man  auf  diesem  Wege  die  schon  von  La* 
grange  angenommene  Form  der  Wurzeln  einer  Gleichung  pten 
Grades  beweisen  kunne: 

n  2n  (p— 1)«  jm 

a^SsBlP  +  ClP  rir  ....PI     P      +QIT. 


§.  6. 

Auf  gab  e.  Den  Schvrerpoakt  eines  bomogeoen 
Kreisbogens    zu    finden. 

Die  Existenz  eines  Schwerpunktes  vorausgesetzt,  so  wird 
derselbe  auf  dem  Radius  CO  (Taf.I.Fig.l.)  liegen  mOssen«  wel- 
cher nach  der  Mitte  des  ganzen  Kreisbogens  2i  fuhrt.  Durch 
seine  Entfernung  CO  vom  Mittelpunkte  wird  also  dieser  iSöhwer- 
pinkt  O  TftHig  bestimmt  sein.    Dieselbe  ist  ausser  vo»  dsfca  Ra- 


diu»  T  auch  von  dem  halben  CeDtriwiokel  x  abhSsgig,  uod  trbd 
also  ^^fß»  gesetzt  werden  kiimen.  ßetntchten  wir  nun  die  Scbwer- 
puekte  p  der  beiden  Hftlflen  i  d^s  ganzen  Kreisbogens:  Sind 
dieselben  dareb  die  geradlinige  Kante  pp  zngleicb  nnterstfitst, 
se  wird  an^  der  ganze  Kreisbogen  In  Rdh«  sein,  was  unr  %\SM* 
finden  kann,  wenn  sein  Schw^rpiinkt  unterstQtzt  .ist  Es  Kegelt 
demnach  die  drei  Sehwerpunkte  p»  O,  p  auf  einer,  wegen  der 
Symmetrie  der  Figur  fiberdie^s  auf  CO  senkrechten  Geraden.  Hier- 
folgt: 


CO=s  Cp.cosö-* 
od«r,   da  Qissvj  gesetzt  werden  kann: 


3r*tt5y*-oos^. 


a 


Dm  diese  Gleichung  In  eine  gewShnllche  Irneftre  Mfferetiscinglei» 
chang  z«  verwandeln»  reiqht  es  hin»  o?^ 2"  zu  setzen  !$ßd  dann 
a^  den  Logaritbmeo  |Üi>.efzuge|ienr    Man  erb&lt 

oder  wohl,   wenn  man  n  mit  n  +  i  vertauscht  und 


cos 
setzt: 


^^^""88in<2") 


>•• 


'  sin (2«+»)  - ' sin (2«) ~"'    «•  "•  '^'  ^^^  -  - 
BiorMW  ftigt  durch  Integration; 

Indem  man  jetzt  wieder  zu   den  Zahlen  übergeht  und  j^ugleicb 
den    Werth  von  d?  =  2"  herstellt,  hat  man 


sinj? 


Dm  die  ConstanU  C  als\absolute,/ nachzuweisen,  genflgt  es,  in 
dieser  Gleichung  (Sr  x.zyf^^tiBß^'  ^•2'~t«  im  i  ^ine  ganze  un- 
endlich grosse  ^ahl  vorstellt    Man  erhält  alsdann,   da 

'  s1n(ar.2-*) 


Um  «"^a'jjt" '  =5^1 


8(  ZmAfusi:  Xiniff^  Funkte  Met  äU^B€$Ummtm§  der  Ü0fi9ttmiem, 


Ist-y/    ^    •»     ,         ■  :«•         ,     ».    J-   ■•:  ■  '••'•,  I'.-:*     r"  f    •«    Jir.   t  * '.•  ♦ 

mid  da  igrj  füi  .aneodlkh  Udioe  Kr^UbflgeOvÄnin^r^  mehr.  mit.  degpa 
Radiiis  fibereifikommt,    so  ist  C:=r,   also 


I  . >, 


j.ii 


5.7.   . 


•.,«•« 


Aufgabe,  Den  Flficheninhalt  eines  sphärischen 
Dreieckes  zu  finden.  Dastch  jedes  schiefe  Dreieck 
in  zwei  rechtwinklige  zerlegen  lässt,  so  wird  es  sich 
0;nT  ,uiQ   dei»>  Ii^halt  solcher,  handeln*  :     .         .,  . 

In  dem  Techt\Tinkligen  Dreiecke  anx  (Taf.;  1.  Fig.  2.)  verlSti* 
gere  man  die  Hypotenuse  und  die  eine  Kathete  an','  so'erttsteht 
ein  Kogelzweieck,  in  zwei  Dreiecke  zertheilt,  welche  die  Winkel 

a  und   ^    gleich   haben  und    nur  in   den  dritten  Winkeln  x  und 

n — X  von  einander  differiren.  Setzt  man  also  den  Inhalt  des 
einen  Dreieckes  =^yx$  so  wird  derjenige  des  anderen  durch 
yn-s  ausgedrückt  sein,  und  da  sich  beide  zum  Kugelzweiecke 
ergänzen,    so  hat  man  die  Gleichung  '' 

^x  +  y^-x  =  2r*a. 

Diese  wird  durch  die  Substitution  ^r^s'-t'C'^l)"  in  die  gewMiD? 
liehe  Differenzengleichung 

.     .    •  .     .  .•  .  .    .^    .  ..; 

iibergeffihrty    deren   Auflösung  ist 

oder 


5+(-i) 


y,Ä3r«a 


Um  die  willkührliche  Function  tp  noch  näher  zu  bestimmen« 
▼erlängem  wir  die  beiden  Katheten.    Die  entstehende  Viertels- 


kogel  (Taf.  I.  Pig.  3.)  zerfiült  alsdann^ in  zwei  rechtwinklige  Drei- 
ecke,  deren  Inhalte  bezüglich' durch  ya^ki*  yn-^^n-x  darstellbar 
sind.    Es  findet  deibnach  dieiRelatiofi 

statt,  d.h.,  wenn  man  obigen  Werth  von  y  sabstituirt:  ^ 

Diese' Differenzengleichnng  in  B^zug  äu(  tpi^)  hCbi^r  ufia/'zd- 
folge  eines  schon  mehrmals  angewandten  Verfahrens  (man  würde 


I  4 


'^v-        •/  '•x        *  •    .  ^    }     J 


'(«-"2^        K^-2^ 


^  A    •  >  *  • 


zQ  setzen!    Etiermit  wird 

y  =  »'*o  +  (*— 2)9»- 

Da  nun  der  In^Mt  ^  derselbe. hl^ib^ ».  v^f^n»  o^.upd  a^uqf^r  einan- 
der v/ertaus«ht  werben,  so  ii^t: 


TT. 


\ 


l(a-j)         l(a:-s-) 

Da  ferner 'otind  ar  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  so 'kahki 

man  hier  x  mit  it  —  x  vertaoschen,    wodurch  man  erhält:         -- 

i'  .  •  ■  •      • 

'    *  '    '       ■yt  ^  '  •         •  •  \    .(  -1  ,:i;» 

< 

Die  Summe  der  beiden  letzten  Gleichungen  gibt  endlich: 


16  zakfutt:  SliUf  PtuHUeMerält  8«utmmtui0  ätr  Crnukmim, 


nc. 


Dieser  Wertb,  in  (1)  substitairt,   iiafert  no»  aaeh 


»,        ..       «. 


.1 

•«  da««   nMio  tödlich  das  Resultat   i^^r*(a:f  o?— 7)  hn^* 

Fällt  man  von  der  Spitze  des  gr5ssten  Winkels  6  eines  schie- 
fen Dreieckes  ein  Perpendikel  auf  die  gegenfiberstelfeBde  Seit«, 
so  serftllt  das  Dreieck  in  swei  rechtwinklige ,  y  und  yi,  der  Win* 
kel  6  In  zwei  Theile  x  und  xi  \    ist  also  e  der  dritte  Winkel  des 

Dreieckes ,  so  ist  y  =s:  r'(a  +  x — 5-) ,  yj  s=  i^{p + arj  —  5-) ,  also  bt 

die  Fläche  des  schiefen  Dreieckes  y  -|-  ^a  =  r*(a  -f-  6  -f  <?  --  ^)- 


5.  8. 

Aufgabe.  Die  Resultante  zweier  gleichen  Kräfte 
p=ip'  zu  finden,  welche  einen  gegebenen  Winkel  2x 
einschliessen. 

• 

Um  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  za  beweisen, 
reicht  es  hin,  zuerst  obigen  Fall  zu  betrachten.  Da  die  von  der 
Spitze  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  nach  der  Mitte  der  Hypote- 
nuse gesogene  Gerade  zwei  gleichschenklige  Dreiecke,  Hälften 
▼on.  Rauten,  erzeugt,  so  ergibt  sieh  dann  leicht  ein  Beweis  fCbr 
rechtwinklige  Composanten,  von  denen  aus  der  Schluss  auf  schiefe 
liek^npt  ist  —  Es  sei  nun  die  fragliche  Resultaots.  der  lieideii 
gleichen  Kräfte  ;=ys,p,  so  ist  klar,  dass,  wenn  x  constapt  bleibt, 
die  Seitenkräfte  p  aber  nmal  so  gross  werden,  auch  die  Resul- 
tante den  »fachen  Werth  erhält;  dass  ebenso  die  Resnitante  nur 
den  mten  Theil  so  gross  ausftllt,  itenn  die  Compooente  p  nur 
den  mten  Theil  ihres  vorigen  Werthes  hat>  welches  sich  durch 
die  indirecte  Beweisart  aus  dem  Vorigen  ergibt,  und  dass  end- 
lich, wenn  man  die  beiden  vorigen  Schlüsse  zusammensetzt,  die 

Resaltfifite  -^miil  so  gross  wird,  wenn  p  \n  -p  fibergeht  Hier- 
aus  folgt   ffß^^:^ayx^py    was  nucb    a.  sei»    mithin   fiir  ,a  =  rr' 


€7 

KfsfteUieit  gUieb  aMiebineo»  «nd  «etnea: 

*».*==  py*.! •  •  •  (1) 

Die  Resultante  ist  folglicb  gleich  dem  Prodacte  der  Kraft  p  in 
eioe  FuDctioD  von  x.  Um  diese  zir' bestimmen,  bringe  man  Id. 
der  Hicbtung  der  HalbirungsUnie  qq'  (TaCLFig.4.)  4«s  WiiMcalsi 
2dp»  auf  welcbe  die  Resultante  täHi,  die  swei  gleicben.  KriA« 
q=zq'^^p=:p' ,  und  io  der  entgegengesetzten  Richt^ig^  genau 
dieselben  Kräfte  — 9  =  — f'=:p  an;  so  ist  die  Resultante  anver* 
Sndert  geblieben.  Man  kann  nun  aber  q  mit  p  m  r,  q'  mit  p* 
zu  r'  zusummensetzen ,  so  dass  die  Resultante  der  beiden  glel- 
cbep  Kräfte  r.  durch  r.f^^x»!  ausgedrückt  werdi^n  kann»  wo|>ei 
noch  für  r,  aTt?  Resultante  von  p  und  q=P9  P'Jfis/i  gesetzt 
werden  möge 9  so  dass  die  Resultante  von  r  und  r'  =:p.y^,^i^ 
ist  Da  nun  die  Kräfte  — q,  — q'^=^P  >»  Verbindung  mit  der 
Resultanten  von  r,  r'  die  Resultante  der  ursprünglichen  Kräfte 
p9  p  längs  qq'  zusammensetzen,  so  folgt  die  Gleichung: 

Um  diese  Gleichung  zu  lasen»   setze  man  y=z-f  I  nnd  JedUle 
das  Resultat  der  Substitution  in 

*  ■ 

Durch  Eliounation  von  i  erhält  man: 


•   ■«  i 


durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  für  x«  stösst  oif^ 
auf  die  zwei  Annahmen:  , 

,   Zx==t4**    und  N^jr.ii,*  =  l, 

welche  beide  dm:ch  Uebergang  zu'  den  Logarithmen  and  Substi- 
tution von  o:  =  2"  zu  gewöhnlichen  linearen  DifferenzeMgMclMiib 
gen  führen»  und  wobei  man  nicht  vergessen  darf,  der  Allgemein- 
heit halber  11  =  Uici  zu  setzen.    So  ftndeC  man  für  z  zwei  Formen» 

welche  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  <  =  -  und  yr=2-fl 
Befern:  " 


1)    gzrze^^  +  er-^^   oder  y^icosCx 


und 


\t 


l»  i» 


S)    ,=:.(r^+«*«-«»->  +  rC^+«'(V*>, 


98  Zthffstgti  ^Etntfiä  PmMe  Mer  äf€  BMimmtmi  der  CäMtKUUm, 

1^0  CeiifepeiiiMitMShe  Function  von  i5,iiiMiÄ:'iino beliebige  ganze 

ZabU  welche  jedoch,  da  die  zweite  Form  ven  yauch  geechriebea 
werden  kann: 


Hl      I 


y=r2coaf^-3-+ßr(-l)l2^ 


iNif  efnen  ^det*  drei  Werthe  0,  I;  2  beacforSnkt  werden  kann  >  von 
deneil  nlfaW  liber  auch  sogleich  den  Werth  2  auadchtietoen  kann, 
denn  es- 'Wt      '*     ' 

;-8 :ft^(-l)/2j=co8[^-3-  +  Cia:(-l)l2j, 

d.n.  es  kommt  für  /:=2  dieselbe  Form,  wie  für  it=:l  zum  Vor- 
schein. Es  blieben  uns  also  im  Ganzen  noch  die  Form  1)  und 
die  beiden  für  A:  =  0,  £  =  1  geltenden  Formen  von  2)  für  3/  übrig. 
Im  ^Widerspruch  mit  §.  l,  wo  u*ir  fanden,  dass  die  Gfeichung 
ys^^yii^—^  dem  Exponenten  2  zufolge  nur  zwei  wesentlich  Ter- 
scbieden'e  Auflösungen  haben    könne.     Dieser  Widerspruch   löst 

sich,  wenn  nan. bedenkt,  dass  In  4er  Tbat  die  Form  2)  fflr  ifc=0, 

u 
nemMeb  2«(»s^C:r<— l)ia],    auf  die  Form  1):    2cos(Ca;)  mrOok- 

kommt,  denn  der  Ausdruck  ( — 1)12,  welcher  ursprünglich  dazu 
bestimmt  war,  sein  Zeichen  zu  wechseln,  wenb  a:  in  2x  übergeht, 
büsst  diese  Eigenschaft  ein,:  wenn  er  unter  dem  Zeicheo  cos  etefat; 
er  Ist  demnach  bei .  gesagtem  Uebergange  als  constant  zu  betrach- 
ten und  verschmilzt  mit  C  —  In  Uebereinstimmung  mit  unserer 
Theorie  haben  wir  also  nur  zwei  wesentlich  unterschiedene  Auf- 
lösungen : 


&ttlt  'taeh' 


•1  •  • 


1)    y=;2cos^  +  C2:.(— 1)12) 

* 


wo  C  =  q>(ßi^)*    Diese  Form    Ist   unstatthaft,    well  für  a!zs2'^^, 

wenn  n  In's  Unendliche  wächst,  .die  Resultante  zweier  paralleler 
Kräfte  p,  p,  = — p  ausfallen  müsste.  Indem  C  denselben  Werth 
behielte,  also  lim  Cr =0  wäre. 

i2)    y=:?cde(^OJ^)). 


weleke  bei  /ni&§n  4er  enäUekem  üHJ^emumMch.  eingeken,     B9 

Um  die  Fanctlon  q>  niher  zu  bestimmen ,  bedenke  man,  dass 
dieselbe  Resultante  zum  Vorschein  kommen  muss,  wenn  x  um 
2«  zunimmt    Also  wäre 

cos  [{x  +  2«)  q){ß    ^12  ^)  ]  =  cos  [xq>  (ß  ^)] , 


mithin 


(ar  +  2«)  9(j5 -i^-^j— 0  +  a:^  (/J  j2  )  =  2A:«, 


wo  &  eine  gewisse  ganze  Zahl..  Das  obere  Zeichen  kann  nun 
jedenfalls  nicht  stattfinden,  denn  die  (vleichung,  als  Differenzen- 
gleichung betrachtet,  wfirde  geben: 

Halbirt  man  diese  Glekhung^untlnimmtdami  2a7für  ^,  so  hat  man: 

(\x\  X   "    ' 

ß^J  ^Ikn-i-isinx^iß^, 

also  wSre 

Setzt  man  aber  hier  :r4-27s  fiir  .r,  sq  hat  man  ein  Resultat, .  wel- 

•  ■  I   . .     .         » 

ches  dem  Vorhergehenden  direct  widerspricht. 

Nimmt  man  dagegen  das  untere  Zeichen  und  betrachtet  wie- 
der die  Gleichung  als  endliche  Differepzengleicbung,  sq  bat >  man 

Setzt  man  ^x  fiir  Xy  so  kommt: 

■ 

1^  ^^(1^2^)    .  ... 

Denkt  man  sich  die  ganze  Zahl  nunendlich  gross^  so  wird  ^=A:,' 

also  endlich  tf  =  20cosA:a:.  —  Wäre  nun  nicjit  ^  =  ],  so  wurden 

■  ?  ^  .■      . 

zwei  Kräfte,  die  einen  Winkel   r- einschlössen ,  dso  nicht  in\eittes 

geraden  Linie  wirkten,  sich  aufheben  müssen,  wa»  unmöfflich  ist. 
Da  ferner  ^cosx  die  Diagonale  der  Raute  vorstelltt  welche. einen 
Winkel  2jr  zwischen  den  Seiten  p  bat,  so  ist  hiermit  der  Sat< 
Tom  Parallelogramm  der  Kräfte  bewiesen. 


HumpT  Benr49$  mr  CmmeMf* 


m. 

Beitrage   zar   Geometrie« 


Von 


I  I 


Herrn  F.  H.  Mump, 

Profe«aor  am   Gymnaainm  %n  Cocifeld. 


1. 

Synthetiacber    Beweis   de«    im  25.   Tbeile  8.  234.   d«« 
Archiv«  mitgetbeilten  Satzes,  nebst  e.iner  Anwendang 

desselben. 

Det*  atn  aiig#fllhrt«ti  Orte  aufftestellte  ond  auf  analytiseheiii 
Wege  entwickelte  Satz  erscheint  um  so  beachtensvrerther,  da  er 
•inen  geometrischen  Ort  enthKltyder  bei  manchen  Dreiecksaarga» 
ben  mit  Vortheil  angewandt  werden  kann.  Es  mGge  daher  eine 
rein  synthetische  Behandlung  desselben  and  die  Nachweisong  des 
geometrischen  Ortes  hier  eine  Stelle  finden. 

I.  Lehrsatz.  Ist  eine  gerade  Linie  AD  (Taf.  I.  Fig. 5.)  in 
den  Punkten  ß  und  C  so  getheilt,  dass  AC  die  geometrisch 
mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und  AD  bildet,  ond  wird  dann 
aus  A  mit  AC  ein  Kreis  beschrieben:  so  verbalten  sich  die  Ent- 
fernungen jedes  Punktes  £  dieses  Kreises  von  den  Punkten  ß 
Md  D^  trie  ABiAC. 


Beweis.  (1.)  fiesehreibe  aoe  A  mit  dett  Radios  AB  Mnee 
Kreis»  welcher  die  EB  in  F««bneidet»  and  ziehe  AF  end  ASs 
Nm  Ist^   da  AC:S2AE,   nach  der  Annahme: 

AJDiAE^AEiAß; 


folglich 

^EDB  =  ^AEF. 

•  •    • 

vDd  da  noch  ^ABF-^AFB,  aoil  folglieh  ^EBBttt j^ ASK 
ist»  so  ist 

AEBDcoAAFE\ 

folglich 

d.  b. 

EBiEBiszABiAC. 

(2.)  Ist  in  der  Peripherie  des  mit  AC  beschriehenen  Kreises 
ein  Punkt,  z.  B.  £|,  so  angenommen»  dass  die£|£  den  m\i  AB 
beschriebenen  Kreis  erst  in  ihrer  Verlängerung  (in  Fi)  trifft»  so 
siehe  mau,  wie  oben,  die  entsprechenden  flulfsiiuien»  und  es  wird 
sich  mit  einer  geringen  Abänderung  derselbe  Beweis  herausstellen. 

(3.)  Liegt  ferner  der  Punkt  in  E^  so,  dass  El^B  Tangente 
des  mit  AB  beschriebenen  Kreises  wird,  so  gilt^,  wie  man  leicht 
sieht,  auch  hier  ein  dem  obigen  entsprechender  Beweis. 

(4.)  Dass  endlich  unser  Satz  auch  fSr  die  beiden  Punkte  C 
mid  Ci  gelte,  ergiebt  sich  einfach  in  folgender  Weise.  Da  näm- 
Cch  nach  der  Annahme 

AD.AC=AC'.ÄB, 
so  ist  sach 

{AD±AC)x{AC±AB)=iAC.ABi 
and  dies«  gibt  bei  der  Subtraction  der  Glieder: 

CDiCB^i^ACtAB, 
nnd  bei  der  Addition  derselben: 

•  »  i 

CiDi<\B^ACiAB. 

2.  liehrsatze.  Es  sei  JSC  (Ta^  I.  Fig.  6.)  dieGmodlinis^Bei 
Bidbt  gIcHchschsnkligen  Dreiecks  und  D  der  Fusspuokt  der  den 
Sebcftel Winkel deeselben  haiblrenden Transversale,  wob^  BD<,CD 
eelfe  ftoU.  Wird  dann  in  der  Ober  B  hioa«s  verlängerteti  CB  der 
Pttold  A  "o  bestimmt,  dass  sich  D^BxB^C^stDBxDC  terbäU 
md  dann  Aber  D|I>  als  Durebmetfaet  ciii  Kteie  bescIlridbeB:   m 
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ist  dieser  Kreis  der'geemetryohe-Ort  Offr  die^dheltel 'siiiimtli^lMr 
Dreieclce  auf  der  Grundlinie  BC^  bei  Vielehen  die  durch  den  Punkt 
D  zum  Sclieitel  gezogene  Transversale  den  ScheiteliiiDlcel  balbirt- 

Beweis.  (1.)  Man  n^bme  irgend  einen  beliebigen  Punkt  A 
des  Kreises  als  Scheitel  desT)reiecks  und  ziehe  AB^  AD  und 
'J(£^  Jaim^W gemäss  der  üoraussettung:     ^  •. !    .  >    i    '.. 


I    ••' 


DxB'.D^C  =  DBiDC, 

d.  h.,  wenn  E  Mittelpunkt  des  Kreises  ist, 

iED  +  EB):(EC'^El>)  =  (ED—EB):(EC'-  ED); 

folglich  ist  auch,   indem  man  die   vorhergehenden,   dessgleichen 
auch  die  nachfolgendeo  Glieder  addirt  und  subtrahirt: 

iED:2EC:=2Eß;iED, 

.   > 

also  auch 

1.  EBiED^EDiEC. 

Mithin  ist  auch  nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze 

ABiAC^EB.ED^EDiECs 


K       • 


\\  1    t  ) 


)  .11 


=  (ED-EB):(EC-ED) 
'^  =DB:DC 

Folglich  ist  auch  nach  einem  bekannten  Satze: 

j::BAD=zj:1DAC. 

(2.)  Die  in  Frage  stehenden  Dreiecke  kcinnen  auch  nirgends 
anderswo  ihren  Scheitel  haben  als  in  der  Peripherie  des  angege- 
benen Kreises.  Denn  errichtet  man  DF±BC,  so  kann  zuqäcj|«t 
der  Scheitel  weder  in  dieser  Senkrechten  selbst,  noch  an  der 
rechten  Seite  derselben  liegen,-  weil  d«nn,  wie  man  leicht  sieht, 
im  erstem  Falle  BD=zDC  und  im  zweiten  sogar  BD^DC  sein 
mfisste,  welches  beides  der  Voraussetzung  widerspricht.  Sollte 
nun  ferner  der  Scheitel  auf  der  anderen  Seite  von  FD,  etwa  In 
G  liegen,  so  ziehe  man  GD,  welche  Linie  dann  den  über  DiD 
beschriebenen  Kreis  in  irgend  einem  Punkte  H  sehneldeA  Auss, 
imd  verbinde  H  und  G  mit  ß  und  C.  Dann  ist  gemäss  des  e^i^eo 
l\hdls  unseres  Beweises  Z^BüD^Z^CHD^  also  auch  ^BHG 
:sx^€HG.  Da  wm  auch  j^J96/f^  ^CGH  sein  soll  und  GH 
=  fiH  M,  so  wäre  ^  GBB  ^  A  OHC  und  felglieb  #/?  =kBC^ 
ulso  «och  BD  OL  CD,  W9t,9  nicht  «eki  kann..  '  .1: 
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3.  Zusatz«  Slalt  Dt  in  der.  Verlängerong  von.  CB  za  be- 
ztonmen,  kann  man  auch  direct  die  Lage  des  MitlelpunJctea  £ 
finden»  wcinn  man  BE  als  duitte  Proportionale  sn  DG-^DB  und 
DB  bestimmt. 

4.  Zusatz.  Mit  Hülfe  dieses  geometrbchen  Ortes  lassen  sich 
mehrere  Dreiecksaufgaben  losen ^  z.B. 

1)  Ein  Dreieck  zu  construiren,  von  welchem  die  Grundlinie, 
die  den  Scheitelwinkel  balbirende  Transversale  und  die 
Lage  des  Fusspunkts  dieser  Transversale  gegeben  sind. 

2)  Ein  Dreieck  au  constmiren,  von  welchem  die  Grundlinie, 
das  Verhaltniss  der  beiden  anderen  Seiten  und  die  vom 
Scheitel  zum  Ualbiruhgspunkte  der  Grundlinie  gezogene 
Transversale  gegeben  sind. 


It. 

Ueber  6}e  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  umsohrie- 
benen   und  der  Berührungskreise   bei  einem   Dreiecke. 

Bezeichnet  r  den  Radius  des  einem  Dreiecke  umschriebenen, 
p  den  Kadius  des  elogescbriebenen  Kreises  und  d  die  Entfernung 
der  Mittelpunkte  beider  Kreis«:  so  ist  bekanntlich  d^=zr^ — 2arQk 
Diesen  roerkwfirdigen  Satz  hat  Euler  (Nov.  comm.  Petrop.  XI.) 
algebraisch,  dann  Fuss  (Nov.  act.  Petrop.  X.) geometrisch  bewie- 
sen. In  der  Folge  sind  fiir  denselben  Satz,  zum  Tbeil  mit  Hin- 
zuziehung der  äusseren  Berührungskreise,  fär  welche  eine  ähn- 
liche Relation  Statt  flndet,  noch  mehrere  rein  geometrische  Bew«is4 
geliefert,  und  zwar,  so  viel  ich  weiss,   von 

1.  Kunze  (Lehrbuch  der  Geometrie  L  S.  125). 

2.  Unger  (Crelle's  Journ. IV.  und  Dnger's  Geometrie  des 
Euklid  S.  377). 

3.  Grunert  (mathem.  Wörterb.  Snpplem.  L  S.  732.) 

4.  Jacobi   (in   dessen    Bearbeitung  von    van    Swinden's 
Geometrie  S.  237). 

5.  GrOson  (Crelle's  Journal  X.)- 

6.  Nauek  (Programm  des  Gymnasiums  zu  SehleusiBgen  vom 
Jahre  1840). 

Tliail  :KXYII.  3 
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1d  den  folgend*!!  Zellen  habe  ich  densellien  Gegenetand  eben- 
fiille  rein  geometrisch  behandelt.  Ich  hoffe »  dass  sich  die  B#- 
handlungsfveise  durch  Einfachheit  und  Klarheit  emf  fehlen  vrird. 

1.  Lehrsatz.  I.  Verlängert  man  in  einem  Dreiecke  ABC 
(Taf.  I.  Fig.  7.)  die  einen  Winkel  BAC  desselben  halbirende  Linie 
AD  bis  zum  Punkte  E  in  der  Peripherie  des  dem  Dreiecke  nm** 
schriebenen  Kreises,  und  beschreibt  aus  E  mit  EiB  =  £C  einen 
Kreis:  so  liegt  in  der  Peripherie  dieses  Kreises  erstens  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  und  zwei- 
tens der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlfingerten  Seiten  AB 
und  AC  liegenden  äusseren  BerCihrungskreises;  und  diese  Mittel- 
punkte liegen  demnach  dort,  wo  dieser  Kreis  die  den  Winkel 
BAC  halbirende  Linie  durchschneidet. 

IL  Verlängert  man  die  einen  Aussenwinkel  BAG  eines  Drei- 
ecks ABC  halbirende  Linie  AD^  bis  zum  Punkte  E^  in  der  Peri- 
pherie des  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises,  und  beschreibt 
aus  Ex  mit  EiBz^zE^C  einen  Kreis:  so  liegt  in  der  Peripherie 
dieses  Kreises  erstens  der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  ver- 
längerten Seiten  BA  und  BC  liegenden,  und  zweitens  der 
Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlängerten  Seiten  CA  und  CB 
liegenden  äusseren  Beröhrungskreises ;  und  die  Mittelpunkte  der 
genannten  Beruhrungskreise  liegen  demnach  dort,  wo  dieser  Kreis 
die  den  Aussenwinkel  BAG  halbirende  Linie  durchschneidet 

Beweis.  I.  a.  Es  sei  O  der  Mittelpunkt  des  eingeschriebe- 
nen Kreises.  Bezeichnet  man  nun  die  Dreieckswinkel  an  A^  B,  C 
mit  etf  ß,  Y  and  zieht  OB  und  OC,  so  ist 

i»OC=2Ä-(OBC4  OCB) 

=2Ä-i(i5  +  y) (A) 

Feme?  ist  *der  convexe  Winkel 

BEC=iR''BEC 

=ziR^&R^BAC) 

=  4Ä— (2Ä--a) 

=  4Ä~(/5  +  y) (B) 

. .  .  •  ■ 

Aus  (A)  und  (B)  ergiebt  sich,  dass  der  convexe  Winkel  BEC 
=z2B0C.  Wird  also  aus  E  mit  EB  ein  Kreis  beschrieben,  bo 
wird  ^OC  Peripherie  Winkel  dieses  Kreises«  und  folglich  geht  der 
Kreis  durch  O. 
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I.  b.  Ea  sei  öl  i^r  Mittelpunkt  de«  zwisciien  deft  verlän- 
gerten  AB  und  AC  liegenden  äasseren  BerCihVongisItir^set.  Zieüt 
man  nun  0,i9,  »o  wird  diese  Linie  den  Winkel  CBF  hkiblrtn, 
und  da  der  Winkel  CBA  darch  OB  halbii-t  wird,  die  Halbtfttnge- 
linien  zweier  Nebenwinket  aber  senkrecht  auf  einander  stehtin*: 
«o  ist  OBOi  ein  rechter  Winkel,  und  folglich  mnss,  w^n  tiiati 
aus  E  mit  EB=EO  (I.  a)  einen  Kreis  beschreibt,  OBOi  iPeri* 
pheriewinkel  dieses  Kreises  werden,  d.  b.  der  Kreis  muss  durcti 
0|  gehen,  was  zu  beweisen  war. 

II.  a.  Da  Di^A  und  DA^  welche  zwei  Nebeowlokel  balbirei^ 
senkrecht  auf  einander  stehen,  so  Ist  EiAE  ein  rechter  Winkel, 
folglich  EiE  Durchmesser,  also  auch  EiB  =  EiC.  —  Es  sei  nun 
O2  der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlängerten  BA  und  ßC 
liegenden  äusseren  Benlhrungskreises ;  dann  geht  die  den  Winkel 
ABC  Halbirende  ^O  in  Ihrer  Verlängerung  durch  O9,  und  wenn 
man  O^C  zieht,  so  rouss  diese  Linie  den  Winkel  ACH  halbifenj 
also  ist   O^CO=R  und    O^CB  =  R  +  ly.    Nun  ist: 

B02C=z2R^(O^BC+  O^CB) 

=  2R--(iß  +  R  +  ir) 
=  R^l(ß  +  y) 

Es  ist  aber  BE^C  =z  BAC=a,  und  folglich  BEiC=2BO^C. 
Beschreibt  man  also  aus  Ei  mit  EiB  einen  Kreis,  so  wird  BO^C 
Peripherie  Winkel  dieses  Kreises,  und  folglich  geht  der  Kreis  durch  O«. 

Der  Beweis  fiir  II.  b.  ergiebt  sich  wie  bei  I.  b.  —  Dass  fdr 
diese  beiden  Theile  ganz  wie  bei  I.  a.  und  IL  a.  auch  selbststän- 
dige Beweise  geKefert  werden  kSnnen,  siebt  man  leicht. 


Anmerkung.  Ist  A^^^gfeicbschenklig,  so  wiid  DiA  Tan- 
gente des  umschriebenen  Kreises,  und  folglich  fällt  £|  mit  A  zu- 
sammen.   Das  Weitere  ergiebt  sich  wie  sonst 

2.  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem  Dreiecke  der  Radius  des 
umscbriebesen  Kreises  mit  r,  der  des  inneren  Berfihrungskreises 
mit  9,  nnd  der  Al»8tand  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  mit  d^ 
fermfr  der  Radios  eines  der  äusseren  Berdhrungskreise  mit  t^i, 
nod  der  Absland  seines  Mittelpunktes  tom  Mittelpunkte  des  um- 
schriebenen Kreises  mit  dg  bezeichnet;  dann  ist: 

1.    fP  =r«  — 2r^. 
II.    rf,«  =  r»  +  2r(>|. 

3* 
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Beweis.  I.  Es  sei  oiii  das  Dreieck  ABC  (Taf.  L  Fig.  8.) 
der  omschriebene  Kreis  gelegt  und  M  sei  der  Mittelpunkt  dessel- 
ben. Halbirt  man  nun  den  Winkel  BAC  durch  AOi  und  dessen 
Nebenwinkel  H^ÄC  durch  0^02,  welche  Halbirungslinien  deo 
umschriebenen  Kreis  in  E  und  £|  schneiden»  sieht  dann  EB, 
EiB  und  EiE,  macht  ferner  EO=zEOi^EB  und  EiO^ 
=sEiO^=zEiB:  80  ist  nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  O 
der  Mittelpunkt  des  inneren,  Oi,  O^,  O^  sind  die  Mittelpunkte 
der  Süsseren  BerQhrungskreise,  und  EiE  ist  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises.  Fälle  noch  OH±AB  und  ziehe  durch  O 
den  Durchmesser  FC  dann  ist  /i^AHOoj^EiBE,  und  folglich: 

AO:OH=EiE:EB, 

also  auch,   da  OH=q,  EiE=z2r  und  ES=zEO  ist, 

AO:Q  =  2r'.EO, 
und  folglich 

and  mithin 

II.  a)  FQr  den  aus  Oi  beschriebenen  BerOhrungskreis  ftlle 
OiBi±AB  und  ziehe  durch  M  die  Sekante  OiCj.  Nun  ist 
/i ABiOi CO ^ El BE,   und  folglich 

AOiiO^Hi  —  EiEiEB, 

d.  h. 

J0i:pi=2r:£0,, 

also 
2r^=^OiX£;Oi=G,OiX:FiOi=:(ilfO.+AfG,)(lfO|-.JirG,) 

und  folglich 

di*  =  r*  +  2rp,. 

b)  FCIr  den  aus  O^  beschriebenen  Berührungskreis  Alle 
G^H^Jl^B  und  ziehe  durch  M  die  Sekante  O^G.  Dann  ist 
snnftchst  H^AOt^O^AC^R--  OAC  und  folglich  H^O^A=OAC 
z=:BAE-BEiE.  Mithin  ist  J>i  BEiE  co /S.  B^O^  ii.s.w.  wie 
vorher. 

Ebenso  ergiebt  sich  der  Beweis  fflr  den  dritten  äusseren  Be- 
rfihmngskreis. 
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ni. 

Ein   Beitfag   su   eioer  ADsammlang   von  Beweiseo    fflr 

den  pytbagoräiscben   Lehrsats. 

Beschreibt  man  uro  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  L  Fig.  7.)  den 
Kreb  AE^CEB,  balbirt  den  Winkel  JffJC,  yerlftngert  die  Hal- 
biniBgsliole  bie  E  in  \ei  Peripherie  dee  nmscbriebenen  Kreises 
and  zieht  BEz  so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  t^ABEo>:>^ADC. 
und  folglich: 

AB.AE  =  ADiAC; 
also  auch: 

ABxAC^AExAD 

=:AB^  +  ABxED 

=ALß  +  BDxCD. 

Pnnimt  man  nun  das  Dreieck  als  ein  gleichschenkliges  an,  seist 
also  AC=i  AB,  so  ist  auch  CD  =  BD  und  ADB  ist  ein  rechter 
Winkel;   die  obige  Gleichung  aber  geht  über  in 

'  AB^:=zADß+BD^. 
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IV. 


iit 


Leichter  Beweis  der  Gaussi  sehen  Gleichungen   und* 
der  Ne  per 'sehen  Analogien   durch  Construction. 


Von 


Herrn  E.  Essen j 

Lehrer  der  Mathematilc  unif  Physfk' am  Gjmnastotn  zu    Stargard. 


Bekanntlich  sohaetden  sich  tlie  Halbirungslinien  der  Winkel 
eines  Dreiecks  ABC  in  einem  Punkte  G  (Taf.  I.  Fig.  9.).  Fällt 
«lao  von.G  di/a  Lothe  GD^  QEm.  GF  auf  4i^  dreljSeiteo^  «p  \%t 
der  W^nkeJ  AGF,  deo  eine  Haibtniiigfilinie  loit.einea(l^  der  benach- 
barten Lothe  bildet,  das  Sftipplenient  des  WinkeJs  BGQ^  y%^\c\\^ 
die  beiden  andern  Halbirungslinien  einsch Hessen.  Uebrigens  findet 
man  leicht 

Alles  dies  gilt  augenscheinlich  eben  so  gut  von  sphärischen ,  wie 
von  ebenen  Dreiecken. 

Nun  sei  ABC  (Taf.  I.  Fig.  10.)  ein  sphärisches  Dreieck.  Man 
errichte  in  der  Mitte  von  AB  in  E  ein  sphärisches  Loth  auf  AB^ 
ivelches  die  Seite  AC  in  D  schneiden  mag,  und  verbinde  D  mit  C 
Sodann  sei  F  der  Punkt,  in  welchem  DE  die  übrigen  Halbirungs- 
linien der  Winkel  des  Dreiecks  CBD  durchschneidet,  FG  sei 
senkrecht  auf  BC- 

Der  Winkel  CFG  ist  gleich  dem  Winkel  EFB,  da  beide  den 
Winkel  DFB  zum  Supplement  haben.  Aus  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  CFG  and  FEB  erhält  man: 

cos  CFG  =  cos  CG.  sin  FCC, 
cos  EFB=  cos  EB .  sin  FBE. 


wui  der  Nepefscäen  Anai^en  dttrcM^GonMiruedan.  Jft. 

Nan  aber  Ut 

W.  FBE  =  ^^^, 
^^       CD+CB-DB     CB—{DB^CD)     a-6 

folglieh  hat  man: 

/a^b\       C       .  ^A±B\        e 
1)    co8^~^^co82=siD^— g— ^coag- 

Für**  Zweite  bat  man: 


sin  CG  =  sin  CF.  sin  CFG , 
BiuEBssBinBF.BinEFB; 

mitbiD  verhält  sich 

sin  CCr :  sin  EB  «  sin  CF:  sin  BF 

=  BmFBG:ainFCG. 
Hieran«  folgt: 


2)    8in^— tp  1  cos  2  =8in( — g— I 


Verl&ngert  man  die  Seiten  BA  und  BC  über  A  und  C,  bis  sie 
sich  in  B'  schneiden,  so  entsteht  ein  Dreiecic  ACB' ,  in  welchem 
der  Winkel  B  gleich  B  ist,  während  seine  Qbrigen  StQeke  sich 
zu  den  Seiten  und  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks  als  Supple- 
mente verhalten.  Folglich  bleiben  die  obigen  Formeln  aneh  rieh-, 
tig»  wenn  man  statt  der  Seiten  und  Wiokel  a,  c,  A,  C  ihre  Sup- 
plemente  einsetzt«    Dies  giebt: 

3)  8m^-^^siD2  =  cos(^— ^-Jsmg, 

4)  co8^-^^8in-2=rcos^ — 2 — /«^2' 

■ 

Hierans  folgen  bekanntlich  die  Neper 'sehen  Analogien  durch 
Drvision.  Cebrigens  würde  es  nicht  schwer  sein,  dieselben  un- 
mittelbar aus  der  Figur  abzuleiten.    Denn  man  hat 

tang  FG  =  sin  CG .  teng  FCG 
^BwBG.tBLiigFBG. 
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V. 

Einige   Andeutungen  ^    die   Quadratur    der    Hyperbel 

betreffend. 

Von 

Herrn  E.  Essen, 

Lebrer  der  Matheoiaült  und  Physik  am  Gymna$uiQi  su  SlargardU 


Der  Herr  Professor  Grunert  bat  ini  ersten  Hefte  dem 
füDfundzwaDzigsten  Theils  seines  Archivs  eiDe  elemeo- 
tare  Quadratur  der  Hyperbel  initgetheilt ,  welche  mich  zu  eigenen 
Unter;$uchungen  über  dies  Thema  angeregt  bat.  leb  erlaube  mir, 
die  gewonnenen  Resultate  mitzutheilen ,  nicht  als  ob  meine  Arbeit 
nach  einer  solchen  Darstellung  noch  einigen  Werth  haben  konnte» 
sondern  weil  ich  weiss,  wie  sehr  solche  Anregungen  in  der  Ab- 
sicht des  hochgeehrten  Herrn  Verfassers  liegen  und  mit  welcher  Nach- 
sicht derselbe  auch  gelbst  schwache  Versuche  auf2umuntern  pflegt*). 

1)  Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyperbel  eine  Figur,  welcho 
entsteht,  wenn  man  die  Endpunkte  eines  Hyperbßlbogens  mit  dem 
Mittelpunkte  verbindet. 

Einasymptotisches  Segment  soll  ein  FfSt^henstSckheissen,  das  von 
einem  Hyperbelbogen,  einer  Asymptote  und  zweien  parallelen  Linien 
begrenzt  wird.  Laufen  die  beiden  parallelen  Linien  der  zweiten  Asym- 
ptote parallel,  so  soll  das  Segment  ein  Normalsegment  genannt  w^erden. 

2)  Lehrsatz,  Aus  der  Gleichung  der  Hyperbel 
spy  =  i(a^-t-b^)  folgt  bekanntlich  leicht  der  Satz,  dass  elp 
von  den  Asymptoten  eingeschlossenes  Parallelogramm, 
dessen  vierte  Ecke  auf  der  Hyperbel  liegt,  einen  con- 
stanten  Flächeninhalt  hat. 


.  *)  Was  Ich  TM  dem  folgenden  vortreiTlichen  Anfbatee  halte,  habe 
ich  schon  im  Litorar.  Bor.  Kr.  CHI.  im  Allgemeinen  vorläufig  auaga- 
sprochen.  Wonn  ich  die  obigen  Worte  im  Elngango  diese«  Aufsatsea  habe 
sieben  lassen,  so  ist  dies  nor  geschehen,  weil  sie  ein  neues  Zengnis« 
von  des  trefflichen  Herrn  Verfassers  fast  su  grosser  Bescheidenheit  ab- 
legen.   Ich  kann  mich  durch  dieselben  nur  geehrt  fahlen.  G. 
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Dies  giebt  die  Grundlage  för folgende  Behauptung:  Ein  8ec- 
tor  und  ein  Nomialsegmeot  über  demselben  Hyperbelbogen  haben 
gleichen  Flächeninhalt.    (Taf^  II.  Fig.  1.) 

Beweis.  Es  sei  ABO  ein  Sector»  ABA'B^  ein  Normalseg- 
ment.  Alsdann  ist  das  Dreieck  OAA*  gleich  dem  Dreiecke  OBB*, 
weil  beide  Hälften  gleicher  Parallelogramme  sind.  Nimmt  man 
▼on  beiden  das  gemeinsame  Stuck  OHA'  hinweg»  und  legt  sodann 
zu  jedem  der  fibrig  bleibendeti  Stücke  das  Fläcbenstfick  ABH 
hinzu,    so  folgt  das  Behauptete. 

S)  Lehrsatz.  Asymptotische  Segmente  zwischen 
denselben  Parallelen  sind  gleich.    (Taf.  U.  Fig.  2.) 

Beweis.  Betrachtet  man  die  beiden  Segmente  AA'B'B  und 
aa'b'bf  so  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  Bogen  AB  und  ab  sehr 
klein. mnd>  man  dieselben  als  zwei  Paralleltrapeze  ansehen  k^tin. 
Nim  aber  ist  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel 
A/VT=iüa'^  BB''^=ibb' ,  folglich  haben  beule  Trapeze  gleichen  In- 
halt Sind  nun  zwei  beliebige  Segmente  zwischen  denselben  Pa- 
rallelen gegeben,  AA'OC  und  aa't'c^  so  wird  man  dieselben  durch 
Parallellinien  in  so  kleine  Theile  zertheilen  können,  dass  diesel- 
ben als  Trapeze  angesehen  werden  können.  Da  aber  diese  ein- 
zelnen Theile  paarweise  einander  gleich  sind,  so  folgt,  dass  die 
ganzen  Figuren  gleich  seien.  Es  darf  wohl  nicht  bemerkt  wer- 
den, dass  sich  der  Beweis  leicht  mit  grosserer  Strenge  ßbren  Hesse. 

4)  Lehrsatz,  Normalsegmente  sind  gleichen  In- 
halts, wenn  ihre  Grenzabscisseu  in  Proportion  stehen. 
(Taf.  II.  Fig.  1.) 

Beweis.    Wir  nehmen  an,  dass  sich  verhalte 

OA':OB'=OC':OD', 

und  wollen  beweisen,   dass  die  über  A'B'  und  OI^  stehenden 
Nommlsegmeate' gleich  sind.  '      ' 

Man  trage  die  Grenzabscisseu  OA'  und  OB'  auf  die  andc^r^ 
Asymptote  ab,  wo  sie  bezüglich  bis  a'  und  6'  reichen  mögen, 
und  construire  das  Normalsegment  aa'b'b.  Dann  ist  dieses  offen- 
bar dem  Segtiient  AA'B'B  congruent.  Nun  seien/*  und  /  einer: 
seits,  G  und  g  andererseits  die  Punkte,  in  denen  die  Asympto- 
ten von  den  Linien  aC  und  bD  getroffen  werden.  Dann  ist  wegen 
der  Gleichheit  von  CF  und  afy  sowie  andererseits  von  DG  und  ögi 

ACC'F^aiiy,    ^DiyG^bb'g, 
folglich  '  \.  '  l 
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Nun  aber  verhSlt  «ich  wegen  der  GleUthnngen 

u.  s.  w. 
und  der  vorausgesetzten  Proportion  auch 

AA':BB'=:CC'xDD', 

also  auch 

Mithin  sind  die  beiden  Dreiecke  CC'F  und  DIVG  ähnlieh,  CF 
parallel  DG.  Hieraus  folgt,  dass  das  Segment  CD6F gieieh  dem 
Segment  abfff  sei.  Aber  wegen  der  Congmenz  der  Dreiecke 
CC'F  und  oVa  sowie  der  Dreiecke  DiyG  und  bb'g  ist  auch  das 
Normalsegroent  CCDD  =  ua'Vb  ^  AA'BB. 

Zusatz,  Ist  also  das  Morroalsegment  AA'C'C  das  Dop- 
pelte von  AA*BfBy  so  verhält  sich 

OA'.OB'^OB'.OC, 

d.  h.  OB*  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AO  und  C^O. 

Bieraus  geht  ohne  Weiteres  hervor,  wie  ein  gegebenes  Nor- 
tnalsegment  AA'C'C  zu  halbiren  sei. 

5)  Folgerungen.  Es  sei  A  (Taf.II.Fig.  1.)  der  Scheitel 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  Potenz  ia^=Eins,  woraus  her- 
vorgeht : 

« «  ■ 

Alsdann  ist  auch  OA'^AA'  gleich  Eins.  Nun  wird  es  offenbar  eine 
Ordinate  BB^  geben,  durch  welche  ein  Mormalsegment  AA'B'B 
vom  Flächeninhalt  Eins  abgeschnitten  wird.  Die  unbekannte  Ab- 
scisse  OB'  wollen  wir  der  Kurze  wegen  durch  e  bezeichnen. 
Entspricht  nun  die  Abscisse  OC  dem  Flächeninhalt  Zwei,  so 
hat  man 

OA''.OB':^OB'iOC', 
folglich 

OC'  =  e\ 

Ist  AA'D'D  dreimal  so  gross  als  AA'B'B^  so  hat  man: 


^e  Quadratur  der  Hi/päfbei  äetreffend,  ^ 

OA':OJff:=:OC';QJ)', 

«  • 

U.  8.   W. 

« 

Es  Ist  aLso  fiiir  alle  AbseMaenwertlM,  deven  Logarithmen in  dem 
auf  die  Basis  e  gegrAndeten  System  gatise  Zahlen  slady  bewie- 
sen, dass  die  Logarithmen  jedesmal  den  FIScbeninhalt  des  durch 
die  Abscisse  bestimmten,  vom  Scheitel  aus  gerechneten  Normal- 
Segments  ausdrücken.  Die  auf  die  Basis  s  gegrfindeten  Loga- 
rithmen nennt  man  hyperbolische  Logarithmen,  und  man  hat 
also,  wenn  man  den  Flächeninhalt  irgend  eines  Normalsegments 
durch  s  beseichoet,  Air  jedea  Werth  von  $,  der  eine  ganaeZabI  ist: 

<  =  loghypa:. 

Diese  Behauptung  lässt  sich  sogleich  durch  folg^^nde  B6||trachtui)g 
erweitern:  Ist  OM'  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OB'  und 
OC^,   also  iScgraent  BBUfM^  CC  M'M,   so  hat  maq: 

c.    A^^nMiMM      S.  AA'B'B  +  S.  AA'C'C 
ö.  AA'MJa^z 5 

_  loghyp.Q^^-^^oghyp.Qg 
""  2 

=loghyp.  SToWTOä  =  logbyp.  OM'. 

Folglich  gilt  die  Gleichung 

iz=loghypa: 

auch  für  alle  Werthe  von  $,  die  durch  Einschaltung,  eines  arith- 
metischen Mittels  aus  der  natürlichen  Zahlehrelhe  en^eugt  werden 
können,  während  man  diese  Einschaltungen  offenbar  in's  Unend- 
liche fortsetzen  kann. 

6)  Lehrsatz.  Ffir  jeden  Werth  von  s  und  x  gilt 
unter  den  Voraussetzungen  des  vorigen  Paragraphen 
die  Cleichnog 

sszleghyp«; 

enn  wäre  etwa 

•  < 

j=logbypar4-79 

so  Hesse  sich  ein  Werth  2  der  Abscisse  denken  und  ein  zugehö- 
riger Logarithmus  t,  die  beide  durch  Einschaltung  des  geometri- 
sehao  u«4  ai-ltbmetisc|ii«»Mitt»ls  einerifeits  aiis.der  Bslh^  1»  «*»  eff««^ 
andererseits  aus  der  natfirlichen  Zahlenreihe  eptntlindffn  siinlr.wfill^ 
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rend  t  der  Bedingung' unterworfen  sein  «oll,  zwischen  loghypar 
und  loghypor-l-^  zu  liegen.  Alsdann  drSekt  i  das  zum  Abscis- 
senwerth  z  gehurige  Segment  aus.  Da  nun  t  kleiner  ist  als  f,  so 
mGsste  auch  %  kleiner  sein  als  o?.  Es  ist  aber  im  Gegentheil 
grosser,  weil  der  gemachten  Voraussetzung  gemäss»  die  augen- 
scheinlich immer  zu  erföllen  Ist, 

logz  >  logj;. 

7)  Zusatz.    Die  Gleichung 

i=:loghypa: 

bleibt  auch  richtig»  wenn  man  sich  unter  s  den  Inhalt  dtB  zöge* 
hurigen  Sectors  vorstellt.  Fiir  diesen  ist  es  aber  bequemer,  statt 
der  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  lieber  die  auf  die 
Axen  der  Hyperbel  bezogenen  elnzufiihren. 

Fällt  man  vom  Punkte  M  der  gleichseitigen  Hyperbel  (Taf.  H. 
Fig.  2.)  ein  Loth  MP  auf  die  Aze  und  verlängert  es,  bis  es  die 
Asymptote  in  Q  schneidet,  so  hat  man: 

PQ=OP=zu, 
MQ=OP--PM-u-v. 


Nun  Ist   OQ*  =  2.tt^,  und  wenn  man  von  M  das  Loth  MM'  auf 
die  Asymptote  W\U 


2MiW^=2M'(fi-MQ^^(u-v)^ 
Bieraus  folgt 

Folglich  hat  man  für  den  Sector  OFM  den  Ausdruck: 

,  =  loghyp^p^. 

Denken  wir  uns  nun  eine  andere  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
anstatt  der  Aze  2^/2  die  beliebige  Axe  2a  hat,  so  ist  diese  Hy- 
perbel eine  der  bisher  betrachteten  ähnliche  Figur,  weil  alle  gleichsei- 
tigen Hyperbeln  einander  ähnlich  sind,  und  man  hat  daher,  wenn 
man  die  den  Koordinaten  u  und  v  entsprechenden  Koordinaten 
durch  ii'  und  t'  bezeichnet,   die  Proportionen: 

*  • 

a:tt'  =  r:e' =  V2:a; 

and  wenn  i'  den  Flächeninhalt,  welcher  dem  Inhalte  s  entspricht, 
bezeichnet,  so  hat  man 


die  Quadratur  der  Hyperbel  hetrefTend.  45 

f':j  =  2:a*. 
Hieraus  geht  hervor: 

Denkt  man  sich  ferner  eine  ungleichseitige  Hyperbel  mit  den 
Axen  2a  und  26,  und  beaeichnet  die  Koordinaten  derselben  dureh 
«1  und  0|,   den  augeborigen  Sector  durch  ty^  so  hat  man: 

tt'=:»iy    r':9|  =  a:A,    f':«i  =  a:6. 

Hieraus  folgt: 


*i=yloghyp('^^  +  j) 


Betrachtet  man  nun  ein  Flächenstuck,  wie  in  Taf.ILFig.2.  FPM^ 
and  bezeichnet  dasselbe  durch  S^   so  bat  man: 

5=  A  OPJIf-  Sector  OFM  =  i«,  t?i  —  ^  log  (7  +  j)  • 

8)  Es  kommt  jetzt  noch  daraaf  an,  die  Zahl  e  zu  berechnen. 
Man  denke  sich  (Taf.  II.  Fig.  1.)  BB'  sehr  nahe  an  AA\  Als- 
dann ist  das  Segment  AA'B'B^  wie  Oberhaupt,  grosser  als  ein 
Rechteck,  welches  A'B  zur  Grundlinie  und  BBf  zur  Bl^he  hat, 
dagegen  kleiner  als  ein  Rechteck,  welches  dieselbe  Grundlinie, 
aber  AA'  zur  Hube  hat.    Da  AA'  der  Annahme  nach  gleich  Eins 

ist,    so  hat  man  also,    wenn  man  A'Wz^—   nimmt: 

m 

.=i.sbn,(i+i)>jU 


m 


Dies  giebt  die  beiden  Ungleichangen : 

_L_  1 

«-+!<  1  +  -, 
m 

TU 

oder  auch 
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Nimnit  man  beiderseits  die  briggischen  Logarithmen,  so  findet  man: 

log  brigg  e>miog  brigg(l+-p 

<(m+l)logbrigg(l+^). 


MHtelst  dieser  Ungleiefaangen  kann  man  e  bis  za  jedem  betiebi- 
.u:en  Grade  der  Genauigkeit  erhalten.     Settt  man  m  = 
so  hat  man 


irr     I 


'  1- 


log  brigg  e  >  1000000  log  brigg  (1,000001) 

<  1000001. logbrigg  (1,000001), 

wodurch  man  e  schon  sehr  genau  erhält. 

Sehr  leicht  erhKIt  man  auch  e  mittelst  des  binomische  Lehr- 
satzes, nämlich: 

e>i+iKi-i)o+(i-i(i-|)r7r3 

Auch  dm^h  blosses  Quadriren  kann  man  e  erhalten,   wie  leicht 
einzusehen  ist 

Es  würde  hier  auch  der  Ort  sein,  nachzuweisen,   dass  e  die 
Summe  ist  der  unendlichen  Reihe 


Will  man  den  Satz  ron  der  Aehnlichkeit  der  gleichseitigen  Hy- 
perbeln nicht  voraussetzen,  so  verßihrt  man  folgendermassen.  Es 
sei  Xi  derjenige  Abscissen wertb ,  welcher  das  Segment  mit  dem 
Flächeninhalt  iä^  bestimmt    Alsdann  setzt  man: 

'  ■  a=e> 
a 

und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  man  hat: 

v^'^a^^^  YiiEi^e*  y^-^=^ 

a  *         a  '         a  * 

die  den  Abscissen  or^,  OTy,  x^  entsprechenden  JSegmente  das  Dop- 
pelte, Dreifache  und  Vierfache  von  ia*  sind.    Mithin  hat  man: 
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*  =  jlogbyp— j— > 

and  «8  ist  nicht  schwer»  diese  Formel  in  voller  Allgemeinheit  so 
beweisen. 


-I, 


VI. 

Ein  Beitrag  zur  Geometrie  des  Lineals*). 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Geometrie  des  Lineals  sneht  alte  geometrische  Aufgaben 
bloss  mittelst  der  geraden  Linie,  also  mit  Ausschliessung  des 
Kreises,  zu  lösen.  Die  folgenden,  die  Beschreibung  eines  Kegel- 
schnitts durch  fünf  gegebene  Punkte  betreffenden  Bemerkungen 
sollen  hiezu  einen  kleinen  Beitrag  liefern. 

Dsss  Pascal' 8  mystisches  Sechseck  allgemein  fSr  9lle  Ke- 
gelschnitte gilt»  ist  bekannt,  so  wie  auchi  dass  es  bei  diesem 
•Satze  ganz  wiJIkGhrlieb  Ist,  in  welcher  Ordnung  und  Folge  die 
«nf  dem  Kegelschnitte  liegenden  sechs  Punkte  genommen  weiden^ 
Befcaniitliöh  wird  der  Satz  allgenidn  so  ausgesprochen,  dass  di^ 
drei  Durchschnittspunkte  je  zweier  Gegenseiten  eines  in  einen 
Kegelschnitt  beschriebenen  Sechsecks  jederzeit  in  derselben.  Ge« 
raden  liegen.  Zu  dem  Zwecke,  welchen  ich  hier  habe,  will  ich 
fcn  Satz  auf  folgende  Art  aussprechen : 


*)  G^om^trie  de  la  Regle.     M;  s.  x.  B.  Tratte  4ef '|ri»opTi4'* 
ttop#oJ4FedT«s>d«i  figsre«  per  PosoeUt-  i^air}sllM|2i .  piiM 
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Wenn  man  vod  einem  Punkte  P  (Taf.  II.  Fig.  3.)  aus 
drei  gerade  Linien  zieht»  welche  einen  beliebigen  Ke- 
gelschnitt in  den  Punkten  Ay  M\  B^  M';  C,  M"  schnei- 
den»  und  dann  die  Durchschnittspunkte  P  und  P"  der 
Linien  BM^  CM'  und  BM",  AM'  bestimmt,  so  liegen  die 
drei  Punkte  P,  P^  P"  jederzeit  in  einer  geraden  Linie. 

* 

Betrachtet  man  nSmlich  das  in  den  Kegelschnitt  beschriebene, 

in  der  Figur  durch  stärkere  Linien  ausgezeichnete  Sechseck 
AM'CM''BM,  so  sind  offenbar  BM,  CM' \  ferner  AM,  CM"-, 
endlich  AM' ,  BM";  als  gegenüberstehende  Seiten  dieses  Sechs- 
ecks zu  betrachten,  und  deren  Durchschoittspunkte  P,  P ,  JP" 
liegen  also  nach  dem  Pascal' sehen  Satze  in  derselben  Geraden, 
wie  behauptet  wurde. 

Da  nun  bekanntlich  durch  fünf  Punkte  sich  immer  nur  ein 
Kegelschnitt  beschreiben  lässt,  oder  durch  fünf  Punkte  ein  Kegel- 
schnitt vollkommen  bestimmt  wird,  so  wird  auf  der  Stelle  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Behauptung  erbellen: 

Wenn  A,  B,  C,  M,  M'  fünf  beliebige  Punkte  sind,  so  ziehe 
man  die  Linien  BM,  CM'  und  AM,  BM',  bestimme  deren  Durch- 
schnittspunkte P  und  P ,  und  lege  durch  P  und  P  eine  gerade 
Linie.  Zieht  man  dann  die  Linie  AM' ,  bestimmt  deren  Durch- 
schnittspunkt P"  mit  der  durch  Pund  P  gelegten  Geraden,  zieht 
sodann  die  Linien  BP"  und  CP,  und  bestimmt  deren  Durcbschnitts- 
punkt  M",  so  ist  M"  ein  Punkt  des  durch  die  fünf  Punkte  A,  B, 
C,  M,  M'  vollkommen  bestimmten  Kegelschnitts. 

Denn  wäre  M"  kein  Punkt  dieses  Kegelschnittn,  so  schneide 
die  Linie  CP  denselben  in  einem  anderen  Punkte,  welchen  wir 
uns  durch  Mi"  bezeichnet  denken  wollen;  zieht  man  dann  die 
Linie  BMi"  und  verlängert  dieselbe,  wenn  es  notbig  is(t,  bis 
AM'  in  dem  von  P"  jedenfalls  verschiedenen  Punkte  Pi"  ge- 
schnitten wird,  so  liegen  nach  dem  obigen  Ausdrucke  des  Pas- 
caTschen  Satzes  die  drei  Punkte  P,  P,  Pi"  in  einer  geraden 
Linie,  was  ungereimt  Ist,  weil  nach  der  Construction  die  Punkte 
Py  P,  P"  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Also  ist ^^ ein  Punkt 
des  durch  die  fOnf  Punkte  A,  B,  C,  M,  M'  vollkommen  be- 
stimmten Kegelschnitts. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  folgende  Methode, 
beliebig  viele  Punkte  eines  durch  fCuif  gegebene  Punkte  bestimm- 
ten Kegelschnitts  zu  finden,  welche  freilich  ihrer  Natur  nach 
immer  nur  eine  discontinirliche  Folge  von  Punkten  dieses  Kegel- 
sehnitts  geben  und  nie  zu  einer  organischen  Beschreibung  dessel« 
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ben  mhreo,  aber  doch  in  mancbeii  Fällen,  wo  e»4afaof ankommt» 
mit*  Schnelligkeit  nnd  Leicbtii;keit  noch  eine  groesere  Anseht  tod 
Funhteii  des  g(?euchten  KegelscbnittB  eu  finden ,  mü  Nutien  An- 
wendong  finden  kann. 


ftinf  gegebenen  Punkte^  d;ur.ch  welche  ein  Kegelschnitt 
b#0dirieben  werden  soll,  seien  A»  B,  C,  M,  M'  (Taf- 11.  Fig. 4,), 
Man  siehe  die  Linien  BlUf  CM'  nnd  AM^  BM'  ^  bestimme  dereq 
Dqrcbschnittspnnkte  P  und  P  ^  lege  durch  dieselben  eine  Gerade^ 
welche  wir  in  der  Folge  in  der*  KCIrxe  durch  L  bezeichnen  woU 
leo,  .siehe  die  Linie  AM\  bestimme  deren  Durchschnittspunkt 
P^  mit  der  Linie  £»  ziehe  die  Linien  BP*  und  CP'  and  bestimme 
deren  Durcbscbnittspnnkt  M".  Hierauf  ziehe  man  die  Linie  AM"^ 
beatimme  deren  Durchschnittspunkt  P^  mit  der  Linie  L,  ziebe 
die  Linien  JSP^  und  CP"  und  bestimme  deren  Durchschnittspunkt 
M"»  .  Ferner  ziehe  man  die  Linie  AM*" ,  bestimme  deren  Dnr<^n 
sekuittspunkt  P^^  mit  der  Linie  L^  ziehe  die  Linien  BP^^'  und 
Cf^  und  bestimme  deren  Durchscboittsponkt  JU^^*,  Wie  man 
asf  diese  Art  fortschreiten  und  beliebig  viele  Punkte  M^t  M^^ 
M^^,  jlf^',....  des  durch  die  ffinf  gegebenen  Punkte  *A,  JB»  C» 
itf,  M'  bestimmten  Kegelschnitts  finden  kann»  ist  klar.  Auch 
bedarf  es  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung,  dass  man  auf 
ganz  ähnliche  Weise  in  dder  Linie  1/  auch  nach  der  anderen  Seite 
des  Punktes  P  hin  fortschreiten  kann»  wie  aus  der  Figur  mit  hiiiy 
reichender  Deutlichkeit  ohne  einer  weiteren  Erläuterung  zu  .bedür- 
fen ersichtlich  ist. 

Ich  unterlasse  nicht»  zu  bemerken»  dass  diese  einfache  Me* 
tfaode»  beliebig  viele  Punkte  eines  durch  fOnf  gegebene  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  finden»  schon  von  dem  scharfsinni- 
gen Lambert  in  seiner  Freien  Perspective.  Zweite  Auf- 
lage. Zweiter  Tbell.  Za rieb.  1774.  S.  166  *)  dem  Wesent- 
lichen nach  angegeben  worden  ist  Lambert  leitet  dieselbe  aber 
m  seinem»  sehr  viele  schone  Sachen  enthaltenden  Werkchen  aus 
den  von  ihm  gegebenen  Kegeln  der  Perspective  sehr  kurz  ab» 
80  dass  sie  an  jenem  Orte  nur  dem  verständlich  werden  kann» 
der  sich  mit  diesen  Regeln  vollständig  bekannt  und  vertraut  ge- 
macht bat  Die  Auffindung  des  von  mir  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Nachweises  des  unmittelbaren  Zusammenhangs  dieser 
Methode  mit   dem  berfihmten  Pascal' sehen   Theorem  hat  mir 


*)  In  der  ersten  Auflage,  welche  unter  dem  Titel:  La  Pereper- 
tiTe,  affranchie  de  Tembarras  du  Plan  g^ometral.  Par  J.  H. 
Lftiubert,    Zaric.  1759.  erschienen  ist,  findet  sich  dieselbe  nicht. 
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00  CrunBri:  Sin  BHirag  %ur  Geomenie  des  Une€Us, 

daher  eioe  klebe  Freude  geieacliC.  Zugleich  liefert  dieeeihe  .mn 
gutes  Beispiel  su  der  Geometrie  de«  Lineals.  Ob  eich  bliese 
Methode  uoch  andertvlrte  findet,  kano  ich  jetxt  mit  BeetiiBrnthett 
nicht  sagen.  In  dem  oben  angeführten  berOhmteo  Werke  des 
Herrn  Poncelet  kommt  sie,  so  viel  ich  habe  finden  kunnen,  nicht 
Tor,  namentlich  nicht  In  dem:  „G^omötrie  de  ia  R^gl«  et 
des  TranSTersales'^  überschriebenen  Chapitre  I.  der  Sec- 
tio o  11^9  fräs  insofern  bemerkenswerth  ist,  weil  Herr  Penc«- 
I e t  sonst  nicht  «dten  Ten  Lambert's  trefflidieni  Werkelieii 
Gebrauch  gemacht  hat,  dabei  vielfach  untersHftEt  "ron  dem  be* 
kanntflch  auch  durch  grosse  literarisch-tnathemattsche  Gelehrsam« 
keit  aosgezefcbneften  Herausgeber  der  Nouvelies  Annales  de 
Math6matiques,  Herrn  O.  Terquem  in  Paris,  von  uelehem 
Herr  Poncelet  p.it69.  In  Bezug  aaf  einen  anderen  Gegenstand 
fkagt:  „Nous  igtierlons  que  ceux  relatirs  k  Ia  parabole  ensseuft 
dt^  te  snjet  des  rechercbes  de  Lambert;  et  c'est  k  Värudit 
blblioth^caire  du  IVlusäe  central  d' Artillerie,  M.  Terquem,  ^fa% 
neue  devons  cette  remarque,  dont  nous  nous  enipressons,  comm« 
en  Toit,  de  profiter,  en  lul  t^molgnant  id  toute  aotra  vece«> 
naissaoee»'' 


*)  Eine,  wie  e«  teheint,  auf  ähnlichen  Orfinden  beruhende,  Ton  Aer 
Lambert^neheD  aber  iloeh  vendiiedene  Censtraetieti  kommt  alleniingitf 
|i*  ee.  Ter,  Aie  von  Desargaes  vsA  Brian  oh*«  entlehnt  int. 


ünftr4in§9r:   Bim  S4M  vmt  49r  OffpttH^  Ol 


'\ 


VII. 

Eki  Sali  vütt  4eF  HjrperbeL 

Herrn  Franz  Unferdingerp  , 

LebeiMtenichernngt-Calcaiiitor  der  k.  k.  p.     Aiienda    AMicuratric« 

EU  TriesL 


Es  ist  eine  bekannte  Aufgabe  der  ebenen  Trigonometrie,  von 
eiDem  gegebenen  Punkte  aus  eine  Gerade  so  zu  ziehen ,  dass  das 
zwischen  den  Scbeniceln  eines  gegebenen  Winkels  abgeschnittene 
Dreieck  einem  gegebenen  Ffachenraume  gleich  sei;  wir  wollen 
nun  annehmen,  der  fiegebene  Punki  ttege  auf  einem  der  beiden 
Schenkel,  z.  B.  auf  OS  (Taf.  III.  Fig.].)f  und  bewege  sich  von  O 
nach  iS,  während  die  Secante  AT  gleichzeitig  ihre  Richtung  der* 
gestalt  JIndert,  dass  der  Flächenraum  des  Dreieckea  OAJS  immer 
derselbe  bleibt.  Ferner  theilen  wir  das,  zwischen  den  Schenkeln 
enthaltene  Stuck  AB  einer  jeden  solchen  Secante  in  zwei  gleiche 
Theile  und  wollen  die  Gleichung  derjenigen  Kurve  zu  bestimmen 
suchen,  welche  entsteht,  wenn  man  sämmtliche  Halbirungspunkte 
M  eontinnirlich  verbindet. 

Zq  diesem  Zwecke  theilen  wir  den  Winkel  SOS'  in  zwei 
gleiche  Theile  und  nehmen  die  TbeilungsKnie  Ojf  zur  Abscissen- 
axe,  die  Spitze  O  zum  Ursprung  und  Otf  J.  Ox  zur  Ordinaten- 
axe;  ferner  liehe«  wir  AQ,  Ml^^  BR  senkrecht  and  ilfflr  pttfalief 
zu  OXf  Qod  setzen: 

OP^x^    IUP  SS  ^,    OA  =  u,    OBszn. 

Beseiehnen  wir  den  constanten  Flächenranm  d«^  Dreieckes  OAB 
mit  Ap  so  moss  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  2A=:iuü.S\n2u 
sein  oder 

(1)  ils&«r«8bis«.GBML 

4* 


SB  Dnferdinger:  Ein  Sat%  tan  der  Ifj^peröeL 

Eine  der  beiden  GrOssen  u  und  v  kann  willkürlich  ^ewShlt 
werden  und  aUdann  wird  die  andere  durch  die  Gleichung  (1)  he- 
atimmt.  Mit  u  und  v  ändert  sich  zugleich  die  Grosse  und  Rieh* 
tung  der  Geraden  AB,  also  die  Lage  des  Punktes  M,  d.  h.  die 
Coordinaten  x  und  y  der  gesuchten  Kurve.  Gelingt  es  uns  also« 
tf  und  V  als  Functionen  von  x  und  y  darzustellen ,  so  können  wir 
dieselben  aus  ^1)  eliniiniren»  und  die  Eliminatlons  -  Gleichung  ist 
alsdann  die  Gleichung  der  fraglichen  Kurve. 

Aus  der  Constniction  ist  nun  ersichtlich»  dass  PQ=RP  and 
AL^MP+RB,  denn  PQ  und  iStP  sind  nicht«  anderes,  als  die 
Projectionen  der  Hälften  AM  und  BJU  der  Geraden  AB  auf  die 
Abscissenaze ;  ebenso  sind  AL  und  MP-\-RB  gleich  den  Projec- 
tionen derselben  Stucke  auf  die  Ordinatenaxe.  Statt  dieser  bei- 
den Gleichungen  kann  man  auch  schreiben: 

OQ^OP=zOP—OR   oder    Q/>=:  ^^  ^  ^^=j:, 

AQ-MP=MP+RB  oder   MP=^^—=:^y. 

Weil  aber 

OQ  =  u.Co8a,     OI2  =  o.Cosa, 

AQ=^u.Slnd,      RB=:v.S\na 
ist,    so  wird 

also 


2x  2y 

'         Cosa'  Sina 


•i 


mithin 


Cosa      Sin tt '  Cosa      Sina 


Wer49P,  diese  Werthe  in  (1)  aabsÜtairt,  so  erhäk  man : 

•  ,  '   •  •     '         .  •  i 

Az=z\  TS — i ^ila    I.Sina.Coso  oder, -rTr--— -^^ — =1. 

LCos 'b     Sm*a J  A .ctg a  ^  A.tga 

Setzt  man  den  Zahlwerth  von 

<    •     .•  .       ■  •  

(2)  V^.ctga  =  a  und  jenen  von   V^.tga  =  6, 

so  geht  die  Gleichung  über  in  folgende} 


r     .. 


änferdinger:    Ein  Satz  van  der  Spperbet  58 

Die  gesachte  Kerve  ist  aU<^  eine  Hyperbel  mit  den  Axeir  a  »inI 
6,  und  da  aus  (2)  folgt: 

SO  siod  die  Schenkel  OS;  OS*  die  Asymptoten  derselben. 
Ferner  ist 

ar.  OAB  =  ar.  OAN+  ar.  OISB 
oder 

/i  =  itt.  OiV. Sin a  + 4».  OiV. Sin a, 

^=Et !(«!.+»)•  O/V. Sin«;  .   .      . 

nun  ftr  i(if  f  v)   seinen  Werth   jk gesetst  und  ON  bestimmt, 

gibt 

X  X  ■ 

Da  aber   NPsnOP-^ON,   so  wird 
(5)  ^P  =  a:^~. 

Der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  bezeichnet  bekanntlich  die 
LSoge  der  Sublangebtei  der  Hyperbel  .ßh*  den  Punkt  j?;  y;  ^ie 
Tangente  dieses  Punktes  M  geht  also  auch  durch  den  Punkt  N 
und  ist  folglich  mit  der  Geraden  AB  identisch. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  M  sei  irgend  ein  Punkt  einer  be- 
liebigen Hyperbel,  deren  Asymptoten  OiS/05'  sind  düll' 7*7^ 
sei  die  Taneente  in  diesem  Punkte,  und  wollen  versuchen,  den 
Flächenranm  ^  de^  Dreieckes  O^IA  als  "Function  der  Coordlnateii 
'i^i  d®0  Punktes  M  darzustellen,  um  zu  erkennen,  inwiefern 
sich  dü^iFMchenvabm 'z^^bei  eimei>  beliebigen  U3rperb<6t ' Snd«rt; 
wenn  man  von  einem  Punkte  derselben  zu  einem  andern  übergifht/ 

Ist  nun 

Gleichung  der  Hyperbel,  so  muss  der  Voraussetzung  geteiltes 


Bi  Vnferdin§9r:  Etm  Bai*  90m  der  BpperM. 

—  sstffa 
a       ® 

Min,  wtfcabe  Tangente  wir  kurz  mit  f*  beseickiflD*    F^mimt  m% 

daher  hat  man  als  Gleichungen  der  Geraden: 

(6)  OS....  y  =  ^, 

(7)  OS'....  y  =— fwr, 

(8)  rr....  y-y,=fi«.J^.(ar-ar,). 

vi 

Ana  (6)  und  (8)  findet  man  die  Coordinaten  Ag^  A^  des  Durch- 
achnittapunictea  A  und  aus  (7)  und  (8)  jene  Bs»  By  des  Durch- 
•chnittapunlLtes  jff,  und  zwar  ist: 

Ag^^XtA — »  Bg^^JPt'^* 

daher  wird: 

^0^=u^=As^  +  Ay*=(x,+^).(l  +  li^  und  «=(xi+5)VrH>* 


OJB«»i>««=Ä^+Ä^=:(afi--),(l  +  /i«)  und  ««(«i— ^)\^1+^. 

tt  1 

Weiltga  =  f*,   80  wird  Sin «=-77==,    Co8a  =  --j:==r=i 

V  1  +  ^»  V  1  + 1»" 

werden  diese  Wertbe  in  die  Gleichung 

^  =  tf9 .  Sin  a .  Coso 
;«  «0  erhilt  man: 


weU  «bff  «I,  y^  dl«  Ceordinaiaa  etoes  PonklM  du  Hjipeihtl 
«M«  sn.ial 

mithin 
<Mf)  Am  0k, 


Hopp  9:    AmfUwmtf  ehmr  lin^^em  DtffkrmmMileitkim^  Hc^    Sl 

il.  b.  dar  FMdbMmiw  A  A^9  Dveieekes  OAB  ist  rm  4eD  G^ov- 
dHMte»  :r| ,  yt  ^^  ^nktw  M  oodbkSiigif  •  als»  für  ftU#  PoDkl« 
4er  Byp«rM  eoB.«fant. 

Ferner  geben  die  Gleichungen  (9) : 
(11)  5 =  ar,    und      "^  \     ^=;y,, 

daher  liegt  der  Berfihrongspunkt  Jf  im  Mittelpunkte  der  Ge- 
raden AB, 

Die  Ergebniaae  dieaer  kleinen  Unteraochonfi  kOone»  acl^eaa- 
Beb  in  folgendem  Lehrsatze  Tereinigt  werden: 

In  jeder  Hyperbel  bat  daa,  von  den  Aaymptoten  05, 
OS  nnd  einer  beliebigen  Tangente  77^  gebildete  Drei- 
eck OAB  denaelben  Fläcbenranm,  wie  das  Reebteek 
ihrer  Halbaxeii,  uad  das  zwischen  den  Asymptoten 
OS^  OS  enthaltene  Stffck  AB  der  Tangente  TT  wird 
stets  von  dem  Berfihrangspunkte  M  halbirt 


Tin. 

AoflMiing  einer  UneSrM  Differaniialg)«idüiBg  i weiter 
Ordnang  darch  bestimmte  Integrale. 

VOD 

Herrn  Dr.  Jl.  Hoppe, 

VrtTBtdseentett  •ä  def  YJalTeavitäf  sa  Herll».' 


T^ 


Es  ist  hefcaiknty  dass  .die  ganzen  elliptischen  Fquetloiiee  erster 
vad  aweiter  Gattung  als  Functionen  des  Modules  linearen  DiCe- 

\mm  Streiter  Ordnung  genOgen ;  doch  ist  dabei  leicht 


I       t 


36       ffoppe:   Aufläiung  einer  linearen  üiffeven^aliMehung 

xtt  liemerfceo,  dass  sie  nur  specbHe  Fälle  »llgemeiiierer  Eunolio»* 
Ben  darsteUeoy  deren  zweiter  DiflerenzialqaotieBt  eicb  ie  liee&nefc 
Form  auf  den  ersten  und  auf  die  primäre  Functien  .mrQcMBhfif^^ 
iässt    Im  Folgenden  soll  die  Function  • 

y  =  /l[ar,  a,  j5,  y):=if{a)z=z  j       (1-f  a:  sin ^9)«  sin  i^^  008^989 

0 

zu  Grunde  gelegt»  die  von  ifar  befriedigte  Differensialgleicnuris 
bestimmt  und  aus  ihrer  vollständigen  Integration  einige  Folgerun- 
gen gezogen  werden. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

p  =  1 -f  orsin*^, 

so  wird  , 

.   -         p  — 1            .        I+j:  — »  •    < 

sm*®  =  ^- *     cos"g>= *- ; 

woraus  sich  die  Relationen  ergeben: 

f{x,  a,  /j+2,  y)  =  -  A«»  «+1.  /J.  y)  --A^. «.  ft  i). 

1  +a?  1 

fiP^>  «.  ft  y +2)  —  — J-  f{x,  «,  jj,  y)  —  -/(a?,  «+I,  /J, y) 

Demnach  erhält  man: 


•        '  * 


^- 


Bx 


=  «/(«,  «-1, /J  + 2,  y) 


=Ja«)-5A«-I). 


=  «(a-J)/X«.«-2,/l  +  4,y) 
^  «0^  l/(a)-5y(«-l)  +  /(a~2)J. 


Ferner  ist 


+  (|J  + 1)  p«-i  sin /»g>  cos  y+*^j  —  ^y  +  '  )  P"~*  ■•" ''+V  «o» '9» 

:?^!^^S»^^^(-(2«+<J+y)p«+(4«+|J+y-2  +  (2«+|Sf-l)i)-p«-i 

—  2(ä-.1)(I 


' « ff« 


wmUer  Ordnung  durch  &nttmmte  tnttfrale,  97 


ff 


lotegrirt  inaD  nach  9  zwischen  0  und  ^»  so  verschwindet  die 
itnke  Seite»  so  lanf^e  /3  und  y  >  —  1  sind ,  und  man  erhllt  die  Relation : 

(2a  +  /J  +  y)/(«)-(4a+/}  +  y_2  +  (2«+(J-l)x)/ia-l) 

+  2{«-l)(l  +  a:)/t«-2)  =  0. 

Eliminirt  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  zwei  Differen- 
zialformeln  /(a^l)  iind  f{a — 2)»  'so  ^rfaäh  man 

3^+  2a:(l  +  ;r)  ^f  -^(X\x)^^^' 

^  .  *  \ 

wo  jf'y  y  die  Differenzialquotienten    nach  x  bezeichnen.     Setzt 
maoy  am  das  Mittelglied  zu  entfen^ea«  ..      ^ 


'    »-       4 


f 


•    ' 


«o  erhält  die.  (|rM<fhaDg  folgende  Fortni 
und   zwar  ist:       .. 


•  .  •  I  • 


9 


Da  man  in  der  AuflSsung  über  drei  Constanten  a,  ß,  y  zu  ver- 
fögen  hat,  so  kann  man  in  der  Diflerenzialgleichung  a,  t'/c  'altf 
beliebig  gegeben  betrachten,  f'Ihr^  Integration  beruht  alsdann  bloss 
auf  der  Auflösung  der  letzten  drei  Gleichungen,    die,   wenn  man 

setzt,   folgirnde  einfachere  Form  artnehmen:  ,  .  ' 


•i  '        ••i*'.< 


so  dass  sieh  ergiebt:  '.\  .  ., 

-  '        •  r   .•  •  •     I 

i=±VT+ü,  ,»=±VTm*,   ua26+(-i±VTHi)(l±VT+3«). 


58       Hoppe:    Auftdtun^  einer  SüteOren  Ditkrmt9M9ieiekmH$ 

Da  ferner 

2«-(ß  +  l)=2(X-f*— 1),    -2«(/J+l)=:-2v 
ist,  so  sind  2a  und  ^(fi-k-l)  die  Waraeln  der  Gleichaog 

5*-2(X-^-l)S-2v  =  0, 
vroraae  eich  die  Werthe  ergeben: 

2«=si— |^--ldbV(A-fi.--l)«  +  2n 
ß^^X  +  ^i  V'(X-f*^J)*+2i^, 
y  =  i  +  ^TVa-f»-l)a  +  2v; 

oder  darcii  a»  6,  c  auegedrtlektr 

2«==±V^r+45^TV^r+4;^-li:V^l+4(a+6+c), 
/J=T  Vl+4a±  V^r+lp  ±  V^l  +  4(a+6  +  c), 

r=±  V 1  +4a  db  V  1+4€?T  Vi  +  4<««1^fti+<?)? 

wo  die  Vorzeiclien  der  versehiedenen  Quadratwurzeln  Ton  einan- 
der nnabbängig  sind.  Mai  eifaält  demnach  aeht  verschiedene 
Werthe  von  t,  unter  denen  nur  diejenigen  zu  verwerfen  aind»  wo 
ß  oder  y  oder»  falls  sie  imaginär  sind,  der  reelle  Theil  einer  die- 
ser Grossen,  nicht  > — 1  ist 

Wir  betrachten   zuerst  den  Fall»    wo  alle  acht  AuflOsangen 
gditig  sind.    Hier  bat  man: 


■^j^J       (1  +«5in'g))«sin/»«>cosr989. 


(1  +  x)    4      o 
und  swf^r  ist 

4"= 3 ' 

hat  demnach  nur  s«rei  verschieden»  Werthe.     Btseiehiien  nnn  tg 

und  xm  zwei  der  acht  Werthe  von  Zp,  m  denen  V^J  +4c  versehie* 
denen  Vorzeichen  hat»  so  kdnnen  dieselben  kein  constantes  Ver- 
hältnies laben,  weil  ihr  Quotient 'den  Factor  x,  and  ansser  ihm 
keinen  hat»  der  ffir  x=iO  verschwindet  oder  unendlich  wird. 
Folglich  ist 


MMMür  Ordmmi  dmrtk  keHimmU  Inl9§raie, 


das  ▼•Ibtiiidige  Integral  der  DtCereaBialgleidraiif,  and  jeder  an- 
dere WerUi  Tea  ir  muM  Mr  irgend  welche  Werthe  Toa  ^and  B 
daMit  identiach  aeia.  Bezeiehnet  aan  daa  a  sor  LInkea  alae  Ten 
dea  aecha  übrigen  Particolarattfloaongen  nad  man  mvUpliciit  die 
Gleichnng  mit 


X 


a 


ao  bat  eine  det.GrGaaen  Axi,  J?%  den  Faetor 


•  • 

die  andere  keinen  mit  x  verschwindenden  Factor.  Setst  man  jetit 
x=0,  so  sieht  man»  daaa  entvvedet  A  edet  B.  s=0  airfeafMaa« 
Folglich  babeo  unter  den  acht  Werthen  von  %  je  vier  zu  eioan» 
der  ein  constantes  Verhältnisse    a&rollch  diejenigen.    In  welchen 

VThMc  dasselbe  Vorftelchen  hat. 

Die  Verbältnlsszahlen  zu  bestimmen  hat  nunmehr  Icelne  Schwie- 
rigkeit. Es  sind  unter  den  secba  Reflationen  nur  zwei  weseotlMb 
▼erachiedene  vorhanden :  die  übrigen  ergeben  sich  aus  jenen  durch 
Substitutionen  eutgegengeseäiteit  Coostantenwerthe.  Setzt  man 
der  Kürze  wegen 

ao  hat  man  folgende  drei  Systeme  von  Constanten wertfteh  In  ^Be^ 
trachtoDg  zu  ziehen:  s, 


n 


/»+r 


2iy-fy->l 


1 
2 
3 


/— m  +  « 


^l-i-m  +  n 

■ 

/+m  +  ii 


» . 


i  +  m^n 

/  +  OT  +  II 

— /+m — n 


m 
m 


-/— 1 


o  •' 


Unteiecheidet  m^n   die  .  4i«aco  .  Systemen   zn^sah^lri^Qa  W«cthi| 
von  2  durch  die  gleichnamigea  Zev^K  Lr  '2f  3»  aa  ist 

-/      "~* '-""ni-l-ii  — 1    _ 


»^^^•^^m^i^m 


ia      ^  "^   ^ "~      / — m  — fi  —  l  ,  ^ .        . 

/(^f 5 $  —i+m--n,   t+m  +  n) 


^      / — «i+n — 1        , 1      .        ,  \ 

A^»  a "  ' — *— /+m  +  »,  /^nt— n) 


^      / — tür— «  — 1         -  ,1 
t\x^    ■"  '  *4 »  — •+ 


f 


,  /-t-W-l-a) 


^        Hoppe:    Auflifvmg  einer  llnaauik-^ii§enmMgi$ichttno 

l>ft  diese  i^wei  Gvu«MilßQii«tant:tond»  lioi  kaotftoe»  Bor<ile«htea 
ir=?0  setztüv  Dft'atidaDU  a  Dlcbi  mefaii  m:den  AnsdrOekee  fror- 
iMinmt:QD4>i3  eich  I  mit  ^  Terianschen  liskt,  .«b^^itd  :die<>enitere 
fö0^e.f=l»  und  map. hat:  •  ... 


..!-i 


H  —  H. 

^  f— III— W— "l  ,  ■«  -  V 

:•!,».'■•  1  .•••■■'.•       I-  :  • 

fci  Betreff  der  svi^tw  Gleickang'  hat  man 

n 


•      .>  *      •  O  1 

...'■».       «U'     •  "•■  )     r  1      '    \    I.       •     .  .  .  ' ' 

dasiiat»   durch  E»ler^«cbe  iniegrale- aaagedrOokt : 
CD|glif)!t  ist:  > 

Setxt  man  cur  Vereinfachung: 

\  c— 2a+l  *  +  c  /2a 


■.y       » 


/        I  •  t 


-*— 1 


WO  das  obere  Zeichen  auf  die  ersteroi  das  untere  auf  die  letz- 
tere Relation  anzuwendeii  ist,  so  erhält  man  folgende  swei  Trans* 
formatiouen  eines  lieatimmten  Integrals: 


/•  sin>ycos<^y8y .        \^~a"  /**         8in<^ycp^>y8y 

0      '    *  o        {\\xworfp)  • 

^X'^y^y^^)    /*•  sin  »»"V  coi>M^-^gM-iy8y 


twetter  ürd9mn§  durch  besUmmie  Iniegraie,  61^ 

Beide  sind  der  Art,  das«  durch  )hre  Wiederholoog  das  Integral 
aof  seine  anflEngiicbe  Form  zurückgeführt  wird. 

Eine  dritte  Relation  wird  man  zwischen  den  durch  (-{-m)  und 
( — fit)  charakterisirten  ParticulM'auflosungen  finden,  wenn  man 
nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  aus  einer  solchen  das  Vollstän- 
dige Integral  darstellt.  Sind  Z|  und  22  2W ei  Auflegungen,  die  sich 
nur  durch  das  Zeichen  ron  m  unterscheiden,   so  Ist 


-"-/:% . 


1 1 


das  Tolistftndige  Integral-,  in  welchem  daher*  aneli  %  enthalte*  ist. 
Setzt  man  z^  fSr  z;    diiridh't' durch  ti'und  differensiirt,   b^  kömmtl 

Drückt  man  die  %  folgenderraassen  ans : ' 


^  t 


».)    «Ml 


1— «  1-/  l+W  1^ 

zi=ar  •-«  (l+ar)  «  S,        i^  =  x  '^  (l+x)'^   S., 
wo 

TT 

(1  +  JT  sin  •9)      *        sin  -^^«»+«9  cos  '-™-*»9?8qp , 
0 

(I  -I-  a;sln  V)       *       sin  -M-»+«g)  eo8'+""~"q>3qp 
0 

gesetzt  ist,   so  giebt  obige  Gleiehung: 

du  ist   Ar  a:  =  0: 

JV=mSS, 

r(lii5"-±5)r(ii^-:=)i'(»=^?i±5^ 

""  r(l+m)rß-tn) 

»ainiww 

FDhK  man 'diesen  IWerUiv'so  vrie  <dle  Werthe-ivon'.ii 'un4  t^'iV 
die  Gleichung  '   •*  '>  t  i  uf  ,  i\  2  A   ^ :?  t;  i^  n  n  7 


dn,  so  koniint: 

.  CQfl(/--:m— «JöCo»(/+m— »)^  o 


Die  untere  Grenze  des  lotegrals  musa  nämlich  =0  sein;  denn, 
da  die  linke  Seite  ffir  a:  =  0  endlieh  bleibt,  so  fordert  der  Factor 
jg"^  aar  Rechten«   dass  das  Integral  mit  x  verschwindet. 

Es  war  angeBommen  wotden ,  dass  samrotlicbe  seht  l^aftlen* 
lamiifMsmigeti  «xistirten.  Man  bemerkt  jedoch  leicht»  dass  dKe 
Gültigkeit  der  aofgestellten  Integralformeln  durch  die  Bedingung 
/}>'-l,  />  — l  keine  besondere  Beschränkung  erleidet»  da  die 
nicht  gültigen  Auflösungen  divergente  Integrale  enthalte»«  «itMn 
schon  an  sich  ausser  Anwendung  kommen  mflssen. 


Zar    Rreistheilaag« 

Von 

Herrn  C.  Küpper 

in  Trier. 


>        t 


Eni&T  Saix.  Theilt  man  von  einem  Punkte  0  ans 
den  Kreisamfang  einmal  tn  a»  und  darauf  In  h  gleiche 
TheiljB»  so  fallen  von  diesen  beiden  Thellungen  so 
viele  Tbeilpvnktoxnsaaimen»  als  4«r  gr^osle  TbeUw 
von  a  und  6  Einheiten  hat 


Mßpper:   Zur  XreiHMhmp.  8t 

B<»wei&  t  sei  irgend  ein  TheUer  Ten  a,  6»  omT  na»  liabei 
az:zi'^M',  Ast'.y.  Af*o  kann  offenbar  die  Tlieilmg  des  Krat^ 
nee  id  a  mid  b  gleiclie  Tbeile  ki  der  Weise  voBsiehen »  das«  man 
denselben  zaerst  vmn  0  aas  in  i  gleiche  Theile  und  hierauf  jeden 
dieser  TheHe  Mirebl  in  x',  als  in  y  gleiche  Tbelle  theitt. 


Ffir  jeden  Theiler  Ton  a,  6  erhalten  wir  somit  eben  so  i^^ele 
sosammenliegende  Theilpnnkte,  als  dieser  Theiler  Einheiten  ent- 
bfilty  and  es  Ist  klar,  dass  die  Rankte,  in  wefehen  t^ß^  Theil* 
pn»kte  sasaannenfalfenv  4irrch  glekhe  Begen  ^etfennt  sind,  aäf 
deren  jeden  af  Tbelle  der  Thdileeg  o  and  y'  Tbeile  der  Tb^leivg 
6  gehen.  Non  wetten  wir  die  P^omhte  aftblen,  in  fretehcti  ^HeN 
haapt  Theilpnnkte  Busammenliegen:  Ve«  0  An  gerecbnlet  fMle 
aeerst  de?  :rte  Tbeilponkt  der  Theifang  a  mit  dem  yten  4er  Thei^ 
hng  6  cfRMinimen,  so  wird  weiter  der  2irte,  Särte,*...  Tbetipimlrt 
der  ersten  Theilung' mit  dem  Syten,  8yten...*  Theilpnahtderswldl^ 
ten  Theilang  zasanimenliegen ;  zwiscbe»  diesen  Ponkten  aber  kehve 
anderen.  Da  nun  4er  «te  Tbeilpunkt  der  Theilung  a  und  der 
Me  Tii€ll|Mmkt  4er  Theilung  b  im  Punkte  0  sich  decken,  so 
masB  ^^st,x,  bisiimp  sein ;  d. i.,  a and  b  mdssen  sam  gemeinscbaft' 
liehen  TheÜer  die  Zahl  habea,  welciie  anzeigt,  wie  Tiele  Thell* 
pnnkto  der  einen  Theilung  mit  soldien  der  anderen  überhaupt 
snsammenraHen.  Auch  sind  diese  t  Punkte  durch  gieicbe  Bogen 
gelrennt,  auf  deren  jeden  w  Theile  -der  Theilung  a  und  y  Tbelie 
der  Theilung  b  kommen. 

Weil  wir  nun  für  einen  beliebigen  Theiler  e'  von  n  «4  b 
t  ansammenlisgende  Theilpnnkte  bekommen,  weiche  dnrch  gleiche 
Bogen  getrennt  sind,  und  diese  letzteren  Punkte  unter  4en  mit 
den  Zahlen  jp,  SLp»  3a:,....  in  der  Theilung  a»  oder  mit  ff,  2y, 
Sy»  •»••  in  der  Theilung  b  bezeichneten  enthalten  sein  mfissen»  s«^ 
folgt,  dass  die  ZatJea  x',  y'  beziehlicb  dieselben  Vielfaehnn: 
▼on  X,  g  sind,  und  also  auch  t  ein  Vielfaches  Ton  f  ist.  (Denn 
sei  ü^^sm.x.  So  hat  man  a^ssix^fx' =:m.f.x,  also  f=m.<'.) 


i  ist  abo  ein  gemeiaschaftlicher  Theiler  men  «i,  A,  «ad  an«- 
gleich  ein  VielCnebes  ▼an  jedem  anderen  Theiler. 

Anmerkung.  Man  kann  auch  sogleich  zeigen,  dass  x,  y 
relative  Primzahlen  sind.  Denn  hltte  man  x^ssm.p,  yssm^q, 
so  kSante  man  den  Abstand  Obr  in  or,  y  gleiche  Theile  theiten, 
hidem  man  ihn  erst  in  m  gleiche  Theile,  darauf  einen  jeden  die- 
ser Theile  hi  p  and  in  f  gleiche  TheUe  theiMe,  dann  eher  werden 
anlachen  0  and  x  noch  m^l  Thrilpunkte  heider  Theüaagee  ae- 
aaauBenfallen,  also  im  Ganzen:    4-^i(m-^t)zKm.t 


64  Küpper:    Zur  KrHUheitimg, 

'Zweif'eT  Siatxi  Wenn  inanTOD  sw«i^vbr0€breid«oeD 
Pfuüfi-teD  eine's  Kreises  eine- ttnd  dieselbe  Tbeil^itig  6 
abträgt»  se  fallen-  -  Fori  dieseri  Tbeilnnge^li  entweder 
keine:  oder  alle  Tfaeilponkte' evsammen;  je  n(a«fadein 
nfimlicb  der  eine  der  gedachten  Anfang8p»nkte-äuf  der 
vom  andern  aus  gemachten  Theilung  liegt»  oder  nicht. 
—  Dies  ist  einleuchtend. 

Beoutsen  wir  aJsi».  der  Reibe,  nach  jeden  der  Punkte  Q,  1» 
2»  *...  a?^-l  der  Tbeiinng  a,  um  von  demselben  als  Anfangspunkte 
den  Kreis  in  6:  gleiche  Tbeile  zu  thellen,  so  erhalten  wir  jedes- 
mal b  Tbeilpunkte»,  wovon  keMiier  mit  einem  der  früheren  zusam* 
wenliegt«  Vom  Punkte  js  aus  erhalten  wir  aber  der  Reihe  nach 
die  schon  gemachten  Theilungen  wieder «  so  dass  wir  im'jGranzen 
x,b  versdiiedene  Theilpunkte  erhalten»  wir  mögen  nun  alle  Punkte 
der  TbeUuog  a  als  Anfangspunkte  nehmen  oder  nur  beliebige  op 
auf  einandeir  folgende.  Oass  die  so  erhaltenen  x.b  Punkte  dni^sh 
gleiche  Bogen  getrennt  sind,  also  den  Kreis  in  jr.fr  gleiche  Theile 
tbeilen»  .ergibt  sich  leicht»  wfe  folgt:  Denken  wir  uns  von  0  aus  den 
Kreis  inx.b  oder  nach  obiger  Bezeichnung  in  x.y^t  gleiche 
Theile  getheilt,  undmarkiren  durch  0»  1».2» ....  n  —  1  selche  Punkte^ 
wovon  jeder  vom  folgenden  durch  y  jener  Theile  getrennt  ist»  so 
erbalten  wir  in  denselben  die  EintheiJung  des  Kreises  in  w.tssa 
gleiche  Theile^  Tragen  wir  von  einem  dieser  Punkte  0»  1»  2.... 
als  Anfangspunkt  die  Theilung  6  ab,  so  fallen  wir  stets  auf  Punkte 
der  Theilung  x.y.t,  weil  x  von  dep  Bogen,  von  denen  x.yA 
auf  den  Kreisumfang  gehen,  einen  Theil  der  Theilung  b  liefern. 
Verfahren  wir  ebenso  fQr  alle  mit  0,  1»  2»....  bezeichnete  Punkte, 
oder  nur  mit  x  auf  einander  folgenden,  so  erhalten  wir  x.b  ver- 
schiedene Theilpnnkte,  und  da  wir  nie  auf  andere  fallen,  als  die, 
welehe  den  Kreis  in  x.y.t^zx.b  gleiche  Theile  theilen,  so  er- 
balten wir  diese  sämmtlich»  was  zu  beweisen  war. 

» 

Ebenso    kann  man  y   aufeinanderfolgende  Theilpunkte  d^c 

Theilung  6  als  Anfangspunkte  benutzen,  um  von  denselben  aus 
den  Kieis  jedesmal  in  a  gleiche  Theile  zu  theilen,  und  wfkde  Ihn 
dadurch  in  y.a=^x,b  gleiche  Theile  getheilt  erhalten. 

Anwendung.  Mascberoni  hat  gelehrt,  wie.  mftp  .mit. HSlfe 
bloss  des  Zirkels  durch  ein.  Verfahren,  das  grosse  Genauigkeit 
zülässt,  die  Seiten  des  regulSren  Vierecks^  Achtecks»  Secbzehp- 
ecks»  f^Qnfecks  erliaiten  kann.  •  .... 

Mit  Hdife  dek*  vonangiehenden  Betrachtung  föhrt  man  nns  die- 
E^ntbeil«^  des  Kreises  in  10,  12,  15,  20,  24»  30»  40»  48»  flO» 
80,  120»  240  gleiche  Theile' aus:  < 
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In  10  gleiche  Tbeile.    Von  jedem  Theilpunkte  der  2Theilung  trage 

man  die  5Tbeilung  ab,  oder  umgelcebrt. 

„  12       ,9  „         Von  jedem  Tbeilpunlcte  der  STheilung  die 

4Tbeilung. 

Oder  von  3  aufeinanderfolgenden  Theilpuok- 
ten  der  6Tbeilung  die  4Tbeilung« 

Oder  von  2  aufeinanderfolgenden  Tbeilpnnk- 
ten  der  4Theilang  die  ÖTbeilung. 

„  15        „  „         Von    3  *  Theilpunkten    der   3Theilung   die 

STbeilung,   oder  amgekehrt 

,^  24        ,,  ,9         Von  3  aufeinanderfolgenden  Theilpunkten 

der  6Theilung  die  8Th^llung. 

Oder  von  4  aufeinanderfblgendeii  Theilpunk- 
ten der  STheilung  die  6Theilung. 

„  30        M  9,         Von   6  Theilpunkten    der   6Theilung    die 

STheilung,  u.  s.  w. 

„  240  =  3.5.16.  Von  jedem  Theilpunkte  der  16Thellung  in 

5  gleiche  Theiie,  von  jedem  der  erhaltenen 
Theilpunkte  in  3  gleiche  Theile,  u.  s.w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  mithin  die  Eintheilung  des  Krei- 
ses in  so  viel  gleiche  Tbeile,  als  irgend  ein  Theiler  des  Products 
2^x3x5  Einheiten  hat.  Solcher  Theiler  gibt  es  aber: 
(4+1)  (1  +  1)  (1  +  1)  =  20  (die  1  mitgerechnet).  Durch  Hinzu- 
nahme der  Construction  derSiebzebnecksseite  wOrde  diese  Zahl  40. 
Ffir  die  wirkliche  Ausführung  durfte  die  Bemerkung  von  Nutzed 
sein,    dass,    um  eine  Theilung  a  aufzutragen,    man  nicht  nothig 

hat,  die  Sehne  in  den  Zirkel  zu  nehmen,  welche  dem  Bogen  — 

a 

des  Kreisnmfangs  entspricht,  sondern,  dass  man  dazu  efaie  Sehne 
benutzen  kann,  die  zu  ~  des  Kreisumfaugs  gehurt,  wenn  nur  n 
und  a  relative  Primzahlen   sind. 


Tk«ii  xxvn. 


Mo99brnog€fi    lhHn9mekuv§  über  §$amttri$eke  Oerter, 


%^ 


Untersnchnng  über  geometrische  Oerter,  welche  Ton 
Flächen  zweiten  Grades  abhängig  sind ,  nebst  Verglei- 
chong  der  Inhalte  verschiedener  Segmente  von  Flächen 

zweiten  Grades. 


Von 


Herrn  1^.  Mpssbrugger, 

Xsthrtf,  dv  MathemaUlc  an  df$r  KantoAMchale  sn  Aamo. 


1. 

B«  ist  Taf.  lU.  Fig.  2.  ein  Ellipsoid,  dessen  Achser»!  2a,  26,  %^ 
iteJ;/  gegeben;  dasselbe  wird  durch  xwei  Systeme  von  Ebeoea 
1^  geschnitten,  dass  die  Ebenen  des  einen  Systems  mit  der  Ebenn 
des,  fjUuptschnitts  (a,  b)  parallel  sind  und  die  de^  zweiten  i^ystem« 
>  mit  der  Ebene  des  Hauptscbnitts  (6,  c).  Ferner  sollen  zwei 
l^benen,  von  denen  die  eine  dem  erstem  und  die  andere  dem 
i^w^i/^n.  Systeme  angeburt«  eine  solch«  Uige.  babea,,,  dap|s  da^, 
zn-ischen  ihr  und  dem  mit  ihr  parallelen  Hauptschnitt  enthaltene 
Stück  des  EUipsoid«  an  Inhalt  demjenigen  Segment  des  Elii)>- 
soids  gleich  ist,  das  zwischen  der  anderen  Ebene  i?n(l  deiji  ipjyt 
ihr  parallelen  Hauptschnitt  enthalten  ist.  Es  wird  nun  gefragt 
vrelches  ist  der  geometrische  Ort  der  Darchschnittslinien  dieser 
Ebenenpaare? 

Auflösung.  Es  sei  BAOJCB  ein  Octant  des  gegebenen 
Ellipsoids;  BOy  AO  und  CO  seien  seine  Halbachsen  a^  b»  e^ 
welche  wir  zugleich  als  Achsen  der  x,  y  und  z  annehmen;  ferner 
seien  die  Ebenen  der  Schnitte  EJKD,  FKGH  parallel  mit  den 
Hanptschnitten  (a,  6)  and  (6,  c),   so  moss  nach  der  Bedingung 


üMöMe  Ptm  näekin  iwiten  Grad&$^  ä^kdfWß  tffttf,  Bte.         tf 

i^  Anfgähe,   Wtnti  ttir  den  Inhalt  ded  Segrttetiti'  MFKGCAO 
fldt  F  und  j^netf  rön  EJABDO  mit  V  hetetthm^)»^ 

Mio« 

BekafloOieb  igf  abi^r: 

r^  ,     «       bex^n  ^^ 

P  =  a6ij  — -jgj^.  (3) 

Ans  (tjr  (?)•    (S)  fotgt: 


^«^4— 125r  =  «öij J53-.  (4) 


woraus  wir 


•r^aUeB^  oder  aocb-: 


X       z 


nt53y+£+fe)'-M=o-    (8) 


a      c 
Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet >  wenn 


und  weno 


---  =  0  (6) 


(^y+s+c?^)'-^»^®*      ^ 


ut 


Die  Clelohrnig^  (6)  gehört  elne^r  anf  die'  fibede''  üft  ax  senk* 

recbteo  Ebener  for,'  die  mit  der  Ebenem  der  xnf  er»eii  Winkel' bil«' 

er 
det,  dessen  trigonometrische  Tangente  —   ist.     Beschreiben    mir 

daher  uro  das  gegebene  Eiiipsoid  ein  rechtwinMichtes  Parallelepi* 
pedy  vi'ovoD  CÜTWAO  der  achte  ThinI  Ist,  und  legen  durch  ilO 
und  die  gegenüberliegende  Kante  TO  eine  Diagonalebene  des 
Paralleleptpeds 9  so  ist  diese  Ebene  derjenige  gesuchte' Ort«,  wel- 
cher durch  die  Gleichung  (6)  dargestellt  ist 

IMe  GIdobtnrg  (7)  stellt  im  Allgemeinen  eln'tfn  Cytinder  rwi* 
ihwMDBagfc  üa^'m  diorEbeM'der'^i^j^  befodliiJhe  Bllipi^  (7).  ist« 


C8       Mossbrugger:    0nier9uchung  über  geameiri$eke  Oerier, 

Um  zvL  antersacheiij  qf)  und  in  welchen  Fällen  die  GleiebuDg  (7) 
fflr  unsere  Aufgabe  eine  geometrische  Bedeutung  bat,  so  setsen 
wir  zuerst  in  der  Gleichung  (7)  :r  =  0,  so  kommt  z  =  cV3.  Diese 
Werthe  von  oc  und  z  befriediiren  allerdings  die  Gleichung  (4); 
da  aber  V3  >  1»  also  auch  cV3  >  c  Ist,  so  trifft  eine  durch  die 
Erzeugungslinie  jenes  Cylinders,  deren  Gleichungen  07=0,  xsscX^S 
sind,  gelegte  Ebene,  die  mit  dem  Hauptschnitt  ia,b)  parallel  Ist, 
das  Ellipsoid  nicht  mehr,  kann  also  hier  nicht  als  geometrischer 
Ort  betrachtet  werden.  Das  Gleiche  gilt  ftir  die  Erzeugungsitnie 
des  Cylinders  (7),  deren  Gleichungen  a:  =  aV3  und  z  =  0  sind. 

Um  aber  allgemein  bestimmen  zu  können,  ob  wirklich  einige 
Erzeugungslinien  des  Cylinders  (7)  vorhanden  sind,  die  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genü'gen,  so  wollen  wir  untersuchen,  ob 
die  Ellipsen,    deren  Gleichungen 

(f)"+(fy='' 

K^Vs)  +3^  +  (^v3J  ^* 

sind,  einander  in  reellen  Punkten  schneiden  oder  nicht.    Ans  der 
ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

a 
Dieser  Werth  von  z,  in  der  letzten  Gleichung  substituirt,  gibt: 

t/"i4:V=ns       ,  i/  iT\r=i5 

a:=±a^  2 '    ^=±cM  ^ " 

Da  diese  Werthe  von  w  und  z  imaginSr  sind,  so  finden  zwischen 
jenen  beiden  Ellipsen  auch  nur  vier  imaginSre  Dnrchschnittspunkte 
statt,  woraus  hervorgeht,  dass  die  letztere  Ellipse  die  erstere 
ganz  umschliesst,  ohne  sie  zu  berühren  oder  zu  schneiden;  mit- 
hin hat  auch  die  Gleichung  (7)  nur  eine  algebraische,  keineswegs 
aber  eine  geometrische  Bedeutung. 

Hütten  wir  den  geometrischen  Ort  der  Linien  gesucht,  die 
80  gelegen  sind,  dass,  wenn  man  durch  eine  jede  derselben  zwei, 
das  Ellipsoid  schneidende  Ebenen  legt,  von  denen  die  eine  pa- 
rallel mit  dem  Hauptschnitt  (a,  c)  und  die  andere  parallel  mit  dem 
Hauptschnitt  (6,  c)  ist,  und  dabei  die  Bedingung  gegeben,  dass 
diejenigen  Stücke  des  Ellipsoids,  von  welchen  das  eine  zwischen 
dem  Hauptschnitt  (o,  c)  und  der  mit  diesem  Schnitt  parallelen 
Ebene,  enthalten  Ist,  das  andere  aber  zwischen  dem  HanptsdHittt 
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(&9  ^  vnd  der  mit  lüesein  parallelen  Ebene  liegt,  immer  gleiche 
Inhalte  haben»  so  würden  wir,  wenn  wir  den  Inhalt  des  ersteren 
rok  V  bezelefanen;   wie  oben  gefunden  haben: 

F''=«cyJ-^^.  (10 

and  da  der  gegebenen  Bedingung  zufolge  F=  F^  sein  soll,  so 
bitten  wir  fCir  die  Gleiehungen  der  geometrischen  Oerter  jener 
Linien  wie  oben  gefunden: 

I  -  i =».  <") 


(i^)"'»fj+(sfä)'='-      '"> 


Die  Glefchung  (11)  stellt  eine  durch  die  Achse  2c  and  die  ihr 
gegenüberliegende  Kante  TW  des  umschriebenen  Paralielepipeds 
gehende  Diagonalebene  vor;  die  letztere  hingegen  wieder  einen 
imaginären  Cylioder. 

Hätten  wir  den  geometrischen  Ort  der  geraden  Linien  gesucht, 
durch  welche  schneidende  Ebenen  gelegt  sind«  die  mit  den  Haupt» 
schnitten  (a,  6)  und  {a,  c)  parallel  laufen,  und  welche  von  dem 
Ellipsoid  gleiche  Stücke  abschneiden,  so  würden  wir  fiQr  die  Oer- 
ter dieser  Linien  die  Gleichungen: 

i-f=0.  (13) 


(^3)' +  3% +  (6^3)*  =  *  <") 


gefunden  haben.  Die  Gleichung  (13)  stellt  eine  durch  die  Achse 
2a  und  die  ihr  gegenüberliegende  Kante  PT  gehende  Diagonal- 
ebene des  Paralielepipeds  vor,  die  Gleichung  (14)  aber  einen  Ima* 
ginären  Cylinder. 

Wäre  endlich  die  Bedingung  gegeben,   dass 

V=r'z:zV''  (15) 

sein  soll,  so  Hessen  sich  diese  drei  Gleichungen  auf  folgende 
reduciren : 

c      a      b      a      c      b  ^    ^   . 

Da  die  dritte  dieser  drei  Gleichungen  immer  eine  Folge  der  bei- 
den (il»rige»  ist,  so  stcfHen  je  awei  dieser  Gleichungen  zusammen 
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die  llnrchschnittaruiie  d«r  durch  jede  defselWo  Aiwgedrficktiii 
Diaganalebenen  des  oft  ervrähiiteii  Parallelepipede  i^er.  Die  Dia* 
gonalen  dieses  Parallelepipeda  sind  daher  die  gaevetriachen  Oer- 
ter  der  Punkte,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  das«  wenn  man 
dufiph  jeden  derselben  drei  Ebenen  legt,  wovon  je  eine  derselben 
mit  einer  der  Hauptschnitte  des  Ellipsoids  parallel  geht,  die 
$tdc)&e  dieses  letztem,  die  ^wischen  einer  solchen  Ebene  und  dem 
ijl^f  fin^l|(elep  H^y^pph^Ut  ^halten  ^ind,  gleich  groi^eo  InbaU  h^bw« 


2. 

Sind  statt  der  Achsen  des  Ellipsoids  drei  zugeordnete  Durch- 
messer 2a',  26',  2^'  desselben  gegeben,  und  bilden  die  beiden 
letztern,  26',  2c',  mit  einander  einen  Winkel  %\  ist  ferner  fi  der 
Kinkel,  dj^ft  d.er  prste,  2/?',  mit  der  Ebene  der  beiden  andern fnacM| 
fo  vs^i^  wenn  wir  diese  drei  Durchmesser  ^g  Coordinaten.-Acbseo 
fi^nehroeii  pi)d  p  in  Beziehiiog  auf  diese  Annahmen  dft^aelt^e  l^e* 
zeichnet,   was  F  in  1.: 

Mittelst  dieser  Formel  finden  wir  auf  dem  bekannten  Wege: 

6'c'^ 
e  =  120^  ^^^ ^  *'" ^  ^ ^^  *^  ""  ^*'*  ^ 

Bezeichnet  ferner  X'  den  Winkel,  den  die  Achse  der  y  mit  der 
Achse  der  or,  oder  26'  mit  2a'  bildet,  und  ft'  den  Winkel  der  Achse 
der  2  gegen  die  Ebene  der  xy,  oder  den  Winkel  des  Durchmes- 
sefi  %c'  mit  der  Ebene  der  Durchmesser  2a'  upd  26';  bezeichnet 
endlich  o'  in  dieser  Annahme  das  nämliche,  was  F'  in  1.,  so  ist: 

1?^  =  ^«'»^'  •'«*♦'  t3o'»i-«»|.  (2) 

Ist  endlich  l"  der  Winkel,  den  die  Achse  der  a  mit  der  Aehst 
der  X  bildet,  und  |t"  ^ex  Winkel  der  Aebße  der  y  gegen  die 
Ebene  der  a?2,  und  bedeutet  v"  das  dem  V  in  1.  entsprechende 
S^aient,  so  ist: 

e''=f^8inrsin^''|36'«y-y»).  (3) 

A^H  ^en  Werthen  ypn  «,  o',  e^  sehen  wir,  dass  bei  den  ent- 
sprechenden Bestimmungen,  die  wir  in  1.  bei  F,  F',  V  gemacht 
Il9ll«^f  4|a  gleichen  Sat^«  wie  in  \.  hePFoi^geheii  werden;  nur 
mit  4m  (^fl(^M4i«4e*  d^M  da#  dem  Elfi|i«eid  umMhriebeae  P«r 
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MtteiepipM  SeHealicheD  lial»  die  dtli  Mtfer  ImgtboniDalieD  Voor- 
4itt»t«ta-EbeB«h  pamiM  bind.  Zirischen  den  Winkelli  k>,  |iv  i'»  fi^> 
A*»  (»'  fiMkn  oftcbeteiitode  BeziehaAfagMdiuilgen  etatt: 

eiBJleiBfitsfttnA'Ma^'=^einreinfi'',  (4) 

Co»  X*  ±i  6d«  i  cös  i*  +  sVrt  1  V  »iha'*+ftj8inU*-fii,      tßj 
cos  A^= G08  V  cos  A  +  ein  X'  ViiD(A+f*')»«n(i-|AO ;      (7) 

oder  auch  statt  der  drei  letzteren: 


G08A  =co8A'co8r+8in  A''  V  siii(;i'+^^)8in(r— ^*'),  (8) 
C08  V  =  C08  X  C08 il''  +  sin  V  V  8ina+f*'')8in(il-^'^,  («) 
cos  X'= cos  X  cos  V  -f  ^n  X  Vain(i'  +  fi)8iD(Jl'  — fi).    (10) 


Nehmen  wir  jetzt  (Taf.  III.  Fig.  3.)  ein  geradliMi^hti^k  FkMf6- 
loid  an»  dessen  Leit-  und  Erzeugungslinien  die  Parabeln  SOS^ 
und  LOL'  sind,  von  welchen  die  erste  in  der  Ebene  der  yi  und  die 
andere  in  der  Ebene  der  xz  liegend  angenommen  wird.  Dieses 
Parabofoid  schneiden  wir  zuerst  durch  eine  mit  der  LeitparäfitA 
SOS'  parallele  Ebene  BLB*  und  bestimmen  den  Inhalt  V  des 
Solidums,  das  einerseits  von  dem  parabolischen  Schnitt  BLB\ 
andererseits  von  dem  diesen  Schnitt  auf  die  Ebene  yi  der  Leit- 
pafabel  proji^irendeit  Cylinderstdck  BLB'M'KM,  und  drittei^A 
von  der  Ebene  B'O'BMOM',  die  wir  als  Ebäne  der  dy  Hfin^k» 
men,  begrhnzt  ist.  Ferner  bestimmen  wir  den  Inhalt  V  des  So* 
lidüihSt  das  einerseits  von  den)  Theil  OÖ'BM  der  Ebene  der 
xy^  andererseits  von  dem  in  der  Entfernung  OM^^y  paraltel  ttlit 
der  Erzeugungsparabel  gelegteri  Schliitt  BSMBf  ^  und  von  der 
halben  Leitparabel  SO,  und  endlich  von  der  zwischen  diesen 
Gränzen  enthaltenen  Obei^fläcÜe  des  Paraboloids  eingeschlossen  ist 

Wir  suchen  ferner  den  g^iHnetrischeii  Ort  der  Durchschnitts- 
finien  der  beiden  Systeme  Von  Ebenen ,  von  welchen  die  des  einen 
Systems  parallel  mit  der  Ebene  der  Leitparabel,  und  die  des  at^ 
dern  parallel  mit  der  Ebene  der  Erzeugungsparabel  so  gelegt  sind, 
dass  Solida,  wie  die  oi^eagebanntto  F  tind  F',  immer  gleichen 
Iitkilt  haben. 
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•  Dm  den  ersten  Theü  dieser  Aufgübe  zu  lOseo,  nebmeiK  #ir 
die  drei  durch  den  Scheitel  O  des  Paraboloids  gehenden  Lmien 
OXp  OY  und  OZ,  von  weichen  die  letzte  auf  die  gemeinschaft- 
liche Achse  der  Leit-  und  Erzeugungsparabel  ßillt,  die  zweite 
aber  in  der  Ebene  der  Leitparabel  seokrecht  auf  OZ  ist»  und  die 
erste  OX  auf  den  beiden  andern  senkrecht  steht,  als  Achsen  der 
x^  y  und  z  an;  ferner  soll  p^  der  Parameter  der  Leit-  und  p 
der  Parameter  der  Erzeugungsparabel  sein ;  alsdann  haben  wir  ffir 
die  Gleichung  des  Paraboloids: 

--4=«.  (1) 

Bezeichnet  Q  den  Inhalt  des  ParabeUtflcks  BLB ,  so  ist: 

V=fQdx  (2) 


and 


Da  aber  auch 


Q  =  2.1»*.  G») 


y=dbV?i,    «=^,  (4) 


so  erhalten  wir: 


(5) 


also 


Um  den  Inhalt   V  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  Inhalt  des  Pa> 
rabelstficks  BSBfSI  —Q^,   so  ist : 

V  =fQ'dy,  (7) 

und  da 

e'=2Jaa,  (8) 

so  finden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (4)  .wie  oben: 
Soll  endlich    F=  V  sein,   so  erhalten  wir: 
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woraus 

^  =  ±yV^      .  (II),; 

folgt.  Die  geometrischen  Oerter>  welche  die  zweite  Bedingung 
der  Aufgabe  erfüllen «  sind  daher  zwei  Ebenen,  von  welchen  die 
eine  durch  die  geroeinscbaftliche  Achse  der  Leit-  und  der  Erzeu- 
gnngsparabef  und  durch  eine  im  Scheitel  O  des  Parabololds  gehende 
gerade  Erzeugungslinie  desselben  geht;  die  andere  aber  gebt 
ebenfalls  durch  jene  Achse  des  Paraboloids  un^  durch  die  in  O 
stehende  gerade  Erzeugungslinie  OB*  A^b  Paraboloids;  jedoch 
ist  diese  Erzeugungslinie  vom  zweiten  System,  wenn  die  vorer- 
wähnte  OB  vom  ersten  ist. 

4. 

Es  sind  zwei  eintheilige  Hyperboloide  gegeben,    das  erstere 
bat  seine  reellen  Achsen   2b  »^e   In  der  Ebene  der  gz  und  die 

imaginäre  2V  —  a*  fällt  auf  die  Achse  der  x;  das  zweite  hat 
seine  reellen  Achsen  2a,  26  in  der  Ebene  der  xy,  und  seine  ima- 
ginäre 2  V  —  c^  fällt  auf  die  Achse  der  z.  Beide  haben  ihren 
Mittelpunkt  im  Coordinatenanfang.  Es  soll  der  geometrische  Ort 
der  Durchschnittslinien  zweier  Systeme  von  Ebenen  gefunden 
werden,  von  welchen  die  des  erstem  Systems  senkrecht  auf  die 
Achse  der  x  sind  und  vom  erstem  Hyperboloid  StiScke  abschnei- 
den, die  von  der  Kefalellipse  und  der  Durcbschnittseltipse  einer 
solchen  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  begränzt  sind;  und  die  Ehe» 
neu  des  zweiten  Systems  sollen  senkrecht  auf  die  Achse  der  t 
sein  und  vom  zweiten  Hyperboloid  Stücke  abschneiden ,  welche 
von  seiner  Kehlellipse  und  der  Durchschnittsellipse  einer  sololieii 
Ebene  mit  dem  zweiten  Hyperboloid  begränzt  siod.  Endlich  ist 
die  Bedingung  gegeben :  dass  je  zwei  der  genannten  Soiida  glei- 
chen Inhalt  haben. 

AoflSsung.    Die  Gleichung  des   erstem  Hyperboloids  ist: 

-(D'+(0'+(0'=>' 

die  des  sweiten: 

©■+(l)"-(0"- 

Der  Inhalt   des  erstem  Soliduros,    dea   wir   mit    F  bezeichnen 
wollen»    ist: 
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0 

Bezeichnen  wir  den  lohalt  de«  zweiten  Solidoms  mit  F\   so  ist: 

r  =  ^(3A  +  i»).  (4) 

Da  aber  der  Bedingaog  der  Aafgabe  zufolge  F=  F'  sein  aell» 
eo  Ist: 

"3^  (3c«fc +1»)=^  (3«»« +«^, 


woraus 


.0-i)i(^y+£+(.-|3)"+M=o     m 

folgt.    Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet»  wenn 


ist  Keechreiben  wir  aus  den  absoluten  Gr5esen  2o,  26 «  3c  «ita 
rechtwinkllchtes  Parallelepiped»  dessen  Mittelpunkt  der  gemein- 
same Mittelpunkt  der  Hyperboloide  ist  und  dessen  Seitenflächen 
mit  den  Coordinatenebeoen  parallel  sind^  so  stellt  die  Gleichung  (0) 
eine  durch  die  Achse  26  und  die  ihr  gegenüberliegende  Kante  de« 
Parallelepipeds  gehende  Diagonalcbene  desselben  vor.  Diese 
Ebtne  ist  daher  ein  geometrischer  Ort  der  in  der  Aufgabe  ge- 
nannten Durcbschnittslinien.  Ist  noch  ein  drittes  Hyperboloid  ge- 
geben, dectsen  imaginäre  Achs«  2V*— i*  auf  die  Achse  der  y  uhd 
dessen  reelle  Achsen  2a  und  2c  auf  die  Achsen  der  m  uiid  i  fal«^ 
len,  dessen  Gleichung  also 


©■-©'+(0*=' 


ist 9  und  wird  dieses  durch  eine  mit  seiner  Kehlellipse  parallele 
Ebene  in  der  Entfernung  y  von  seinem  Mittelputikte  g^chitlttefi, 
und  der  Inhalt  des  Solidoms,  das  sich  zwischen  der  Kehlellipse 
und  jenem  Schnitt  beßodet,    mit  V^  bezeichnet,  so  ist: 


acn 


r«'  =  ^(3i«y  +  3,«).  («) 


weieke  00m  ftäckem  wmHtm  Ormies  MkkätnHt  ^Mtt  9^*        7tt 

Soll  nun  Fs5  V  sein,  so  finden  wir»  wie  oben,  fflr  dieGleicban- 
^n  der  geometrischen  Oerter  der  Darehschnittsiinien  der  Schnitt- 
ebenen, welche  bei  dem  Hyperboloid  (1)  und  dem  Hyperboloid  (8) 
parallel  mit  ihren  respektlven  Kehlellipsen  £eniacbt  .wurden« 
folgende : 

|-f=0.  (10) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  gehurt  der  durch  die  Achse  d«r  % 
und  di^  ihr  gegenüber  liegen  de  Kante  des  Parallelepipeds  gehen- 
den Diagonalebene  ai).  Die  Gleichung  (11),  so  wie  die  Glei- 
chung (7),  werden  nachher  untersucht.  Ist  ferner  die  Bedingung 
gegelien,  dass  F'ss  V  sein  soll»  so  finden  wir  fiir  4ie  Gleichun- 
gen der  geometrischen  Oerter  der  Durchschnittsllnlen  der  Schnitt* 
ebenen,  die  bei  dem  Hyperboloid  (2)  und  be«  dem  Hyperboloid  (8) 
parallel  mit  ihren  Kehlellipsen  «ngebracbt  sind,  folgende: 

i-J=0.  <1S) 

Die  Gleichung  (12)  gehurt  der  durch  die  Achse  der  x  und  die 
ihr  gegenGberliegende  Kante  gehenden  Diagonalebene  des  oben 
genannten  Parallelepipeds  an.  Die  Gleichung  (13)»  so  wie  auch 
die  Gleichungen  (7)  und  (11)»  drücken  im  Allgemeinen  drei  hyper- 
boiisehe  Cylinder  ans,  deren  Bogen  respektive  in  den  Ebenen  der 
xz»  x^  und  'S!  liegen.  Wir  wollen  untersuchen»  ob  einige  Erzeu- 
gungslinien dieser  Cylinder  reell  sind  oder  nicht.  Bei  dem  Cylin- 
der (7)  hängt  natürlich  die  ReellitSt  davon  ab»  ob  die  Hyperbel  (7) 
von  der  in  der  Ebene  der  xz  befindlichen  Durchschnittshyperbel 
der  Ebene  der  xz  und  des  Hyperboloids  (1)  geschnitten  wird  oder 
nicht;  ferner  ob  die  gleiche  Hyperbel  (7)  von  der  Durchschnitts- 
Hyperbel  der  Ebene  xz  und  des  Hyperboloids  (2)  geschnitten  wird. 
Dm  das  erstere  xu  untersuchen»  verbinden  wir  die  beiden  Glei- 
chungen ; 

C-^)'+£t(^)"+'=i         o») 

Ans  (14)  ist: 
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h = v^^'- 


Diesen  Werth  von  —  in  (15)  substituirt  gibt: 

c 

3a:*+IS««a;«+16o»=0. 
woraus  wir 

oder 

.     4/"— 6V3  +  Vn              .      a/  ~3v3±VlT 
^=±«V  2V3 '    ^  =  ±^V  2V3 

erhalten,  üa  sowohl  5v3>  VH»  als  auch  3V3>Vll  ist,  so 
ist  der  Werth  von  x  und  der  von  %  imaginär.  Es  gibt  also  keine 
reelle  Erzeugungslinien  des  Cylinders  (7),  welche  der  Bedingung 
der  Aufgabe  Genfige  leisten;  er  ist  daher  imaginär. 

Ist  endlich  die  Bedingung  gegeben,  dass 

F=  F'=  V 

sein  soll  9    so  reducirt  sich  diese  darauf ,   dass 

Z         X         'U         X         %         V        .^ 

c        a       0       a        c       o  ^    ^ 

Ist.  Da  diese  Gleichungen  mit  jenen  in  Nr.  1.  (16)  Identisch  sind» 
so  lassen  sich  auch  hier  wie  dort  die  gleichen  Schlüsse  und  Fol- 
gerungen daraus  ableiten,  so  dass  also  die  Diagonalen  des  oben 
genannten  Parallelepipeds  die  geometrischen  Oerter  sind,  welche 
der  hier  gegebenen  Bedingung  genügen. 


5. 

Untersuchen  wir  in  dieser  Nummer  noch  in  gleicher  Ordnung 
wie  in  4.  dasselbe  bei  den  drei  zweitheiligen  Hyperboloiden,  welche 
durch  nachstehende  drei  Gleichungen  charakterisirt  sind: 


-(f)"*(0'-(0*='- 

-©■-©■+a)"='- 


weieke  94m  FUMmn  fOUiUn  Gradei  abhäi^g  s^ki,  etci*        JJ 

Cm  bei  dem  Hyperboloid  (1)  den  Inhalt  FdesStQcka  zu  finden, 
das  sviischen  dem  Scheitel  einer  Schale  desselben  und  dem  in 
der  Entfernung  o?  von  seinem  Mittelpunkt  senkrecht  auf  die  Achse 
der  X  gelegten  Schnitt  Q  enthalten  ist»  so  bemerken  wir,  dass 

0=^(^«-a«)  (1) 

and 

V  =z  f  Qdx  +  Caosi.  (2) 

ist.    Wir  finden  daher: 


»^=  ^  (^  -  «V)  +  Const .  (3) 


Roheit 
und  da   F=0  sein  muss  für  j;=a>  so  ist  Const.  =  — » — ,  folglich: 


Auf  gleiche  Art  finden  wir  bei  dem  Hyperboloid  (2)  den  Inhalt 
V  des  Solidunis,  das  zwischen  dem  auf  der  positiven  Seite  der 
Achse  der  y  liegenden  Scheitel  desselben  und  dem  in  der  Ent- 
fernung y  von  seinem  Mittelpunkt  senkrecht  auf  die  Achse  der  f 
gemachten  Schnitt  Q'  enthalten  ist: 


flCÄ.g»  26». 


(5) 


Endlich  ist  der  Inhalt  V  des  Solidoras,  das  zwischen  dem  auf 
der  positiven  Seite  der  Achse  der  z  befindlichen  Scheitel  des  Hy* 
perboloids  (3)  und  einem  in  der  Entfernung  z  vom  Mittelpunkt 
senkrecht  auf  die  Achse  der  z  gemachten  Schnitt  Q'^  enthalten  ist : 


F.=  $!j-.^+??i. 


C) 


Ist  F=  V'f  so  sind  die  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter 
der  Durchschoittslinien  der  entsprechenden  Schnittebenen: 

f-f  =  0.  (7) 

(j^)'+S+(fv-3)'-'=»-  <»• 

Igt  Fs3  V,  so  sind  die  Gleichungen  dei*  hierbei  stattfiftdenden 
gemnetrisebe»  Oerter  der  Dafehscbnittslinien  der  enispfechendea 
Scbnittebenen : 


F-ä=0.  (9) 

Ist   V  =  F*.   so  sind  r 

i-|=0.  (II) 

die  GleichangeD  den*  geometrischen  Oerter  der  Durchsehnittslinien 
der  entsprechenden  Schnittebenen.    Ist  endlich  gegeben,   dass 

sein  soll,    so  sind  die  Gleichungen,,  welche  diesen  Bedingungeo 
genOgen : 

a       c        a        c       6  ^    ' 

Die  geometrischen  Bedeotongen  aller  dieser  Gleichungen  sind  in 
den  vorhergehenden  Nummern  hinlänglich  bestimmt  worden. 


6. 

Geben,  wir  endlich  noch  drei  elliptische  Parabololde,   deren 
Gleichongen : 

sind,  und  schneiden  das  erste  in  der  Entfernung  x  von  seinem 
Scheitel  durch  eine  auf  die  Achse  der  x  senkrechte  Ebene;  das 
zweite  durch  eine  auf  die  Achse  der  y  senkrecMe  Ebene  in  der 
Entfernung  y  von  seinem  Scheitel;  das  dritte  durth  eine  auf  die 
Achse  der  z  senkrechte  Ebene,  welche  von  seinem  Scheitel  den 
AtMand  t  hat.  Dle< Inhalte  F,  F^,  V  der  Solidh,  die  feH4schen 
dtevSebeltelii  dieser  Pantboioide  und  den*  gensimteif  Sehnittwbe«' 
nen  liegen,  sind: 
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a* 


v^.sr^'.^,  (5) 


F-  =  „V^.i*  (6) 

Ist  di^  Bedlüf^ng  gc^gebe»,  da«9  imiMC  V^  V  sfihi  «oll,  so 
erhalten  wir  fflr  die  Gleichungen  der  georaetriscben  Oerter  der 
Dnrcbscbnittslinien  der  Ebenen,  welcbe  die  Paraboloide  (1)  und 
(2)  in  den  Entfernungen  x,  y,,  ^^  y,  u.  s^w.  acbneiden,  folgende: 

ar  +  y=0,  (7) 

y-ar=:0.  (8) 

Dieoe  Gleicbungen  gehuren  zvrei  Ebenen  an,  welche  beide  durch 
die  Achse  der  z  geben  und  mit  den  Ebenen  der  xx  und  dec  yi 
Winkel  von  45o  bilden. 

Soll  F=  V  sein,  so  sind  die  Gleichungen  der  geometrischen 
Oerter  der  Dnrchschnittslinienr  der  entapiechenden  Ebenen: 

x  +  ar=:0,  (9) 

«— jr=:0;  (10) 

ebenfalls,  iswei  Ebeo.Qn,  die.  dujreh  die  Achse  der  y  geben  und  mit 
de,9  Ebenen  der  ory  und  yz  Winkel  yon  45P  bilden. 

I«t    F'=  F^,  so  sind  die  Qrtsgleichungen : 

2  +  y  =  0,  (11) 

i~y=rO.  (12) 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  geben  durch 
die  Achse  der  x  und  bilden  mit  den  Ebionen  der  xy  und  xx  eben- 
falls halbe  rechte  WinkeL 

Ist  endlich  F=  F'=:  V ^  so  sind  die  Gleichungen  der  geo- 
metrischen Oefterder  Punkte,  in  welchen  sich  je  drei  msaaraieiir^ 
gehOrij^,  ito  d^r  Aufgabe  genannte  Ebenen  seboeiden  r 

y  +  J^csx^jrsrr-fyaOi  (13) 

y  ^  X^  z— X = z^-y=0.  (14), 

Je  xwd  der  Gleichungen  (13)  ond  je  zwei  der  Gleichungen  (14) 
gehören  der  DurcbscbnitUdi^ie  der  Ebenen  an»  welche  durch  jede 
derselben  dargestellt  ist 
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7. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eine  Vergleichung   der  Inhalte 
der  Segmente  der  Flächen  des  zweiten  Grades  folgen  lassen. 

Wir  setzen    der  Symmetrie  der  Gleichungen  wegen  in   der 

Gleichung  Nr.  6.  (1)  des  elliptischen  Parabololds,  p=— ,  p'  =— , 
80  dass  jene  fibergeht  in: 


ay + ay =:- 


Ebenso  setzen  wir  in  der  Gleichung 7  =  ^   eines   ireradli- 

P      P  ■    ^ 

nichten  Parabololds  j9  =  — ,   p'  =  ~,    so   dass  diese  Gleichung 
flbergeht  in: 


ft)"-a)'=f- 


Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  Solidums  von  dem  durch  die  Glei- 
chung (1)  dargestellten  Paraboloid,  das  durch  eine  Ebene  in  der 
Entfernung  x  vom  Scheitel  senkrecht  auf  die  Achse  der  x  geschnit- 
ten wird,  mit  Vx,  und  jenen,  wenn  x  =  a  wird,  mit  Va,  so  ist: 

—  bc  x^       -^       ahcn 

rjr  =  «.— .y       Ka=-2--  (3) 

Bei  analoger  Bezeichnung  der  Inhalte  der  Solida  von  dem  gerad- 
lienichten  Paraboloid,  das  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist, 
haben  wir: 

Setsen  wir  nämlich  in  der  Gleichung  Nr.  2.  (1)  %  statt  x  und 
vertauschen  p  mit  p%  ferner  x  statt  z,  so  wird  jene  Gieicbnng  (1) 

sn  ^^ ;  =  ^»   und  der  dortige  Wertb  von  F  in  der  Gleichung 

(6)  wird  zu:     F=ä-7'Y  r?»    oder,  da  z*=p'ar,   so  wird: 
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Ferner  wi  bei  immer   gleichmümiger  Besekbnuiis  bei   dem 
Eltipsoid : 


also  der  Inhalt  des  ganzen  Ellipsoids  = — 7^ — • 


(») 


Bei  dem  eintheiligen  Hyperboloid: 

__  ^      bcn  ^  ^     ,     -.       __  ^      4abcn  ._^ 

Bei  dem  zweitheiligen  Hyperboloid: 

Aus  (5)»  (6)  and  (7)  folgt,  dass  wenn  ein  Ellipsoid,  ein  eintbei- 
liges  nnd  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  Achsen  2a,  2b,  2c  von 
gleicher  absoluter  Grösse  haben,  und  die  gleichnamigen  bei  allen 
drei  Körpern  auf  einander  liegen,  ferner  wenn  das  eintheilige  Hy- 
perboloid in  der  Entfernung  a  von  seinem  Mittelpunkt,  das  zwei- 
theilige aber  in  der  Entfernung  2a  ebenfalls  vom  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt  durch  Ebenen,  die  auf  der  Achse  2a  senkrecht 
sind,  geschnitten  werden,  die  abgeschnittenen  8tQcke  der  beiden 
Hyperboloide  gleichen  Inhalt  haben,  nämlich  jeder  so  gross,  als 
der  Inhalt  des  ganzen  Ellipsoids. 

Ferner,  wenn  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  darge- 
stellten Paraboloide  ebenfalls  durch  Ebenen,  die  auf  der  Achse 
der  a  oder  2a  in  der  Entfernung  a  von  ihrem  Scheitel  geschnit- 
ten werden,  die  Verhältnisse: 

r,:r.'=3«:2, 

Fa:Fa''=3:4,     )  (16) 

Fa':Fa*'=l:2jr 
stattfinden. 

Setzen  wir  in  (7)  a-f-o;  statt  x,  d.  h.  vorigen  wir  den  Schei- 
tel des  zweitheiligen  Hyperboloids  in  den  Coordinaten- Anfang,  der 
zugleich  Mittelpunkt  des  eintheiligen  Hyperboloids  und  des  Ellip- 
soids ist,,  so  wird  die  erste  der  Gleichungen  (7): 

^'"^=—ir^-^  (16) 

TImU  XXYU.  6 
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Setzen  wir  dieBen  Wertli  ron  V»^^  dem  Werthe  voii  Vw"  in 
der  Gleichung  (5)  gleich ,  und  bestimmen  aus  der  resultireoden 
Gleichung  den  Werth  von  x^  d.  b.  suchen  wir  die  Abscisse  Xf  in 
deren  Endpunkt  wir  eine  auf  die  Achse  der  x  senkrechte  Ebene 
errichten  müssen,  die  von  dem  Hyperboloid  und  von  dem  Ellip- 
soid  Stucke  abschneidet,  die  gleichen  Inhalt  haben,  so  finden 
wir  aus  der  Gleichung 


den  Ausdruck 


bcTcx^        bcTtx^      bcnx^ 


:r  =  ~|-v^3J:Vll|.  (17) 


Hier  rouss  natOrlich  das  obere  Zeichen  gebraucht  werden. 

Soll  Vx''=^  Vs^^  sein,  so  wird  das  Gleiche  wie  vorhin  jetzt 
bei  dem  ein-  und  dem  zweitbeiligen  Hyperboloid  untersucht.  Da- 
durch finden  wir  fibereinstimmend  mit  dem  Obigen:    j:r=a. 


Einige  Aufgaben  nebst  deren  Anflosungen. 


Von 


Herrn  Gustav  Skrivan, 
Lehrer  der  Mathematik  am  P.Bilka* sehen  Erftiehoagfl-lnttitate  in  Wien. 


I. 


Die  drei  Abstände  A|,  A^,  h^  der  Seiten  a,  b,  c  vom 
Mittelpunkte  des  um  ein  Dreieck  JjBC  (Tat.  IIL  Fig. 4.) 
beschriebenen  Kreises  sind  nebst  einem  Dreieckswin- 
kel C  gegeben»  man  soll  das  Dreieck  auflösen. 
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Setzt  mm  OD=ii^,  OE^h^,  OFbi*,.  0*=±0Ä=  JO=r. 
80  ist: 

■c.r  =  Äj.a  + Ai.6, 
An«  diesen  Gleicbi^igen  folgt: 


(1) 


daher 


oder 


ferner  ist  bekannt:    r:=- — :»;'  sabstituirt  man  diesen  Wertb  in 
(2),  so  einlebt  sieb  oacb  einer  eiofacheil  Redootiooo  u 


■od  daraus: 


.    C-B       Aa— Ä,   .   wl 


#  I 


Die  drei  Hüben  A^,  As,  As  eines  Dreiecke?  ABC 
(Taf.  III.  Fig. 5.)  sind  bekannt,  man  soll  das  Dreieck  auf- 
losen. 

Es  sei  fiFszhi,  Bk::izl^,  C/>^A3,l  so  tfafe*  span  ^  vön 
C  bis  m,  and  A^  von  C  bis  ii  auf,  ziehe  mn,  so  ist  wegen  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CEB  und  JCFi 


t  X 


A|:Aa  =  A:a, 

folglich  die  Gerade  mit  ||  ilA,  daher: 

6* 
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fiin:As==c:a  and»  wegen  ^ABFojCDB, 
c:a=A|:A3 

oder  ,„n=:%^.  (1) 

Nun  ist 

mithin  ans  (I)  and  (2): 

^p  ■  V(*.'+V)- w  „.  ^ 

coe  C/  ^ T — T — T~2 ■ —  >  u. «.  fr. 


Der  Integral- Ausdruck 


/dx     


kann  aach  mit  Hilfe  der  trigonometrischen  Punktionen 
aufgelöst  werden. 


Setzt  man  a:=:co8j;,   so  folgt: 


ZT  d .  Cos  5- 

9)* 


9 
cosg- 

9 
cos  5^ 


-,  r       ^        -_r   ^'»y^y  Aos^rf.co 

d.cos  ^  Z'  V  ^®*  2  —  *'*'"  ?y  ^"*  2  •^^^•f 

-l-t.sin^       t/  cosy  +  sin-^ 

=4  /  cos*?rf.cos?— 4.t  /  sin? cos ^ .12, cos ^ 

=J(».f+<.-.i|)=J(l^V^^'+<.i^VT=') 
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Uebungeamfyabe   für    Schüler.       Welche   BediDgnngeo 
find  nothweDdig,    dass  die  Gteichnog 

aU  eine  quadratieche  behandelt  werden   kann? 
Offenbar  wenn  a-i-l  =  b  ist,   denn  dann  folgt: 


oder 


X*  -J =  0 


*»— 6ar  +  *— 1  =  0, 
(«— l)(;rHa:+l)  — 6(a?— 1)=0, 

f«— l)(a;»+a?  +  l-Ä)=0, 
Ä— 1=0   oder  .t*  + j:+1— 6  =  0. 


Zwei  Theilungsaufgaben  zu  geodätischer  Anwendimg. 

Von 

Herrn  Professor  C.  FF.^Baur 

mu  der  potjtechoiecheB  Schale  la  Stuttgart. 


Zn  der  ersten  der  beiden  folgenden  Anfgaben  ist  die  hier  gege- 
btne^  ebenso  theoretisch  einfache ,  als  praktisch  brauchbare  Anf- 
losong  awar  schon  mehrfach  in  geometrischen  Schriften  mitgetheilt 
worden;  da  sie  aber  Tielleicht  nicht  allen  Lesern  bekannt  ist  und 
die  der  aweiten  Aufgabe  anf  ihr  beruht,  so  musste  sie  in  Kürze 
abgehandelt  werden. 
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Aufgabe.  Durch  einea  ßunkt  P  (Taf.  IIL Fig. 6. nnd 7.) 
eine  Gerade  zu  stieben,  ive.lclie  mit  den  Schenkeln 
eTnes  näcn 'Lage  und  Gru'ss^  gegebenen  V^tnle^lis  LON 
ein  Dreieck    OXT  von  gegebenem   Inhalt  q  bilde.  " 

Analysis  und  Auflösung.  Denkt  man  sich  in  dem  Win- 
kel LON  ein  Parallelogramm  OFGH  mit  dem  gegebenen  Inhalte 
g  so  constriritt,  Vfe««  dne  Seite  CTi?  nufhlgeiiflitlftVerKlngeH  durch 
den  Punkt  P  geht«    so  s^ll  0;x:r=^  QFQIf  oder 

^PHS=^^PYG^^FXS, 

oder,  wegen  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke, 

PH^-PQ^^FX^ 

» 

werden.    Hieraus  folgt  aber; 

FJC=  SfPH^-^PG^  *=i  V^iPH^J^HPn-PG). 

Da  sich  nun  dats  PäralJ^legramm  au^  seinem'  Inhalte  g  und  der 
aus  P  auf  OL  geföllten  Senkrechten  p  als  seiner  Hube  bestimmt, 
so  hat  man  nur  von  der  Ecke  F  aus  FÄ  nach  obigem  Werth  auf 
FL  abzutragen,  dann  ist  die  Verbindungslinie  des  Punktes  X  mit 
P  die  verlangte  Gerade.  ■  •'*    -  - 

Liegt  Punkt  P  innerhalb  des  Winkels,  so  ist  die  Auflosung 
nur  möglich,  wenn  PIF^PG,  ist  aber  diese  Bedingung  erfällt, 
so  erhält  man  eine  zweite  Auflösung,  wenn  FX,  welche  alsdann 
Immer  kleiner  als  P^  ausfällt,  von  Faus  gegen  O  abgetragen  wird. 

Liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Winkels,  so  ist  die  Auflo- 
sung innerhalb  des  Winkels  imnv^c»  ^ber  nur  einmal  möglich,  weil 
stets  PH^PGj  aber  der  Endpunkt  der  von  F  aus  rückwärts 
abgetragenen  FX  Qber  d^n  Scheitel  O  hinaus,  und  zvcar  näher 
bei  O  als  P  bei  G,  fällt;  die  rückwärts  abgetragene  /!^'gi5t  da- 
her die  Auflösung  in  dem  Scheitelwinkel  von  LOH, 

■ 

Bei  der  Ausführung  auf  dem  Felde  braucht  weder  das  ganze 
Parallelogramm  OFG'S,-  noch  die  Ecke  F  desselben  ausgesteckt 
zu  werden;  isiiur  p  und  PG^szg.  gemessen,  so  eihält  man  für 
die  Lage  des  Punktes  P  innerhalb  des  Winkels: 


I  <  I 


ta!t  dib  Lag«  von  P  aasserhafb  d(to  Wtelcelsr 

;     •  .       ■..  ..      , 

P 
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Aufgabe.  Von  einem  Vieleck  vennittelst  einer  6e* 
raden,  welehe  durch  einen  gegebenen  Punkt  gebt,  ein 
Stflck  von   gegebenem  Inhalte  abzuschneiden. 

Hat  man  diejenige  Ecke  des  Vielecks  ausfindig  gemacht,  de- 
ren Verbindungslinie  mit  dem  gegek^enen  Punkte,  Terlängert,  die 
Bedingung  möglichst  annähernd  erfiillt  (und  sich  im  Allgemeinen 
am  Zweckmässigsten  zur  Aufoahmslinie  eignen  wird),  so  ist  die 
Aufgabe  auf  die  folgende  zurückgeführt: 

Ein  Vieleck  durch  Drehung  einer  Seite  um  einen 
auf  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  um 
einen  gegebenen  Inhalt  q  zu  Yergrussern  oder  zu  ver- 
kleinern. 

Da  femer  mit  dem  Dreieck,  welches  die  fragtiche  Seit«  arit 
den  vertängerten  beiden  anstossenden  Seiten  bildet,  der  GroMe 
oach  dieselbe  Veränderung,  nur  vielleieht  in  entgegenge^tztem 
Sinne,  vorgeht,  wie  mit  dem  letzteren  Vieleck  selbst,  so  kann  die 
Aufgabe  auch  in  Beziehung  auf  ein  Dreieck  anstatt  auf  ein  Viel- 
eck ausgesprochen  werden,  unter  dem  Vorbehalt  jedoch,  dass 
bei  der  Auflösung  weder  die  der  fraglichen  Seite  gegenuberJle- 
geade  Ecke,  welche  im  AHgemeinea  als  umstftndlkh  bestimmbar 
oder  als  unzugänglicb  betrachtet  werden  muss,  noeb  der  Inhalt 
de*  Dreieckes  nicht  benutzt  werden  darf. 

Es  «ei  nun  GAB  (Taf.  Hl.  Fig.a,  Taf.  IV.  Fig.  1.  und  9.)  das 
Dreieck,  dessen  Inhalt  durch  Drehung  der  Seite  AB  uro  den 
auf  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  P  um  den 
Betrag  q  vermehrt  oder  vermindert  werden  soll. 

Es  iässt  sich  einsehen ,  dass  für  die  Lage  von  P  ausserhalb 
jede,  für  die  Lage  innerhalb  aber  wenigstens  eioe  kleine  Drehung 
der  AB  den  Inhalt  GAB  in  demselben  Sinne  verändert  wie  den 
Inhalt  des  Dreiecks,  welches  die  grossere  von  den  Strecken 
PA  und  PB  mit  der  awtoasenden  Dreiecksseite  und  der  Ver- 
bindungslinie GP  bildet.  Wir  nehmen  daher,  was  durch  eine 
Verweehstung  der  Seitenbezeichnongen  immer  möglich  Ist,  fn 
der  Felge^  stets  PA  >  PB^  und  die  Drehung  der  PA  von  oder 
gegen  O  an,  je  nachdem  das  Dreieck  GAB  vergross^rt  od'er 
verkleinert  werden  soll. 

Lässt  sich  nun  auch  die  Ecke  F  eines  Parallelogramms  GFGH^ 
dessen  Inhalt  gleich  GAB  sein  soll,  nicht  durch  Messung  von  O 
ans  absteeken,  so  kann  doch  der  Durchschnittspunkt  jS  der  Seite 
F^mit  der  nöthigenfalls  verlängerten  yl^  ohne  Kenntniss  des  Inhalts 
OAB  and  dMT  Punktes  O  angegeben  «^rden.    Es  ist  nSmItell  wi^cte« 
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oder  vermSge  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke: 

PS»— J5»=PÄ«.  (l> 

Da  aber  je  Dach  Umständen  PS4:AS=PA  gegeben  ist,  so  wird 

PB^ 
PSTAS^.^, 

PS  =  HPA  +  ~).  (2) 

Da  dieser  Werth  unter  der  angenommenen  Voranssetzung  PA'^PB 
Immer  kieioer  als  PA  bleiben  muss»  so  zeigt  sidi  der  in  Taf.IV. 
Fig.  2.  angenommene  Fall  als  unmuglich,  und  n  ir  haben  stets  S 
auf  PA  selbst  in  der  Entfernung 


AS=\{PA^^y     ^  0      (2) 


▼on  A, 


Soll  jetzt  OAB  um  den  Inhalt  q  vergrossert  oder  verklrinert 
werden  y  so  erhalten  wir  den  Punkt  T,  durch  welchen  die  Seit» 
PH'  des   Parallelogramms  OF'G'HP  vom  Inhalt  OAB±q  gehl, 

wenn  wir  57*=^  parallel  OA  vorwärts  oder  rückwärts  ahsteckeo. 
Nun  folgt  aus  der  verlangten  Gleichheit 

A  OXY-  OPGH' 

oder 

A  PSB'  =  A  PS'X^  ^PGY, 

▼ermöge  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke: 

PS'^T=z  S'X^+PY*, 

oder,  wenn  PA  von  PH'  in  U,  von  einer  durch  X  zu  OB  ge» 
zogenen  Parallelen  aber  in  V  geschnitten  wird,  vermöge  der  Aehn* 
Uchkeit  der  Dreiecke  PS'Ü,  PXV  und  PYB  auch: 

Pü^=ür^+PB*.  (3) 

Der  Punkt  U  lässt  sich  von  T  aus  bestimmen,  es  ist  also 

ür=  Vpü^^pb*=^  \riPq+PB){Pü--PB)    (4) 

als  bekannt  und  der  Punkt  V  als  gefunden  zu  betrachten. 


ttt  9€QMUieker  Aumendyng.  SB 

Wir'  komiten  dqd  Pnokt  X  vetfmittelst  eiliär  PaMlMeil  durrir 
F  zu  OB  bestimmen  y  es  ist  aber  unter  alleo  Uiisttn^n,  aweckw 
mSssIger,  för  den  Fall  einer  geringen  Convergenz  von  AO  und 
BO  sogar  allein  praktisch  ausführbar,  diese  Bestimmung  durch 
Berechnung  der  AX  auszufuhren.  Wir  haben  zu  diesem  Zweck 
aus  den  fihnlichen  Dreiecken  ^IFXund  SüTi 

AV 
^^  =  'SV *  ^^' 

Die  Strecken  AV  und  SU  sind  zwar  bekannt,    da  sie  aber  fÜT' 

den  Fall  einer  geringen  Convergenz  von  AO  und  BO  klein  aus- 

AV  ' 
fallen  und  desshalb  den  Quotienten  -^j  ungenau   liefern»   ist  es 

nothwendigy  denselben  folgendermassen  umzuwandeln :   VermOge 
der  Gleichungen  (1)  und  (3)  ist: 

PS»  -  iis« = PB« = pt;«-  V  FK 

ÜF«— J5«=  Pü»- P5«, 

(PF— il«)(l7F+i<S)  =  (Pl7--PÄ)(Pr+P8^, 

t 

(Ar-SÜ)(ÜV+AS)  =  SV(PU+PS). 


t    .1 


l  -« 


AV    ,  .  Pü+PS      PA±pr 

Sü~^^'UFTÄS'^  AS+üV 

also  endlich»  und  zwar  fär  den  Fall  der  Vergr;o.sser^iig,  wie  der 
Verkleinerung:  .      .  .  ;    • 

^^-^^'  AS^üV  (5) 


Die  Auflösung  ist  nun  neben  den  Angaben  über  di4  Psiallfälen 
iS7  und  TU  in  den  Gleichungen  (2)»  (4)  und  i(ö)  ▼oUMSndig.  Mir* 
halten. 

Bemerkung.  Auf  die  jetzt  getroffene  Bestimmung  des 
Punktes  X  hat  nun  eine  geringe  Convergenz  der  Linien  AO  und 
BO  nicht  mehr  den  geringsten  ungünstigen,  sondern  nur  den  Ein- 
floss,  dass,  je  kleiner  SVi  desto  kleiner,  auch  .^ F  wird,  und 
desto  mehr  sich  also  die  Werthe  von  PV  und  VF  denWeHben 
PS  und  AS  nähern,  desto  näher  also  endlich  auch  der.  Quotirtit 

■^  o  >  wTwr  dem  Grenzwerthe  -5-0  kommt,    welcher   fflr  den  Vall 
des  ToUstfindigen  Parallelisums  von  AO  und  BO  als  Coefficient 
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▼Dn  ST  im'Aiisdrack  fdr  AX  leicht  nacbzowctoen  M.     Es  fiihrt 
iiMinlichy  da  in  diesem  Fall 

P]Sit:^PAX.~  und  fiberdie88  PAX=^^, 


die  BediDguDg 


PAX^PBr=:  q=ST.p 


a«r 


^<,-^,=sn. 


oder 


PA  PA 

AX  5=  ST. UnT  ^^  ^^ •  TS ' 


ST  braucht  natilidkh  in  diesem  Fall  nidit  a«s£e#teelcl  dder  auch 
nur  für  sich  berechnet  zu  werden,  sondern  man  nimmt  kuraweg: 

AX^^-JlL^^t— 

^^   p(PA^-Pm' 

Liegt  übrigens  unter  dieser  Voraussetzung  Punkt  P  nicht  zu 
nahe  d6r  MHtellinie  zwischen  AO  und  BO,  so  wird  die  verlangte 
Theilungslinie  bekanntlich  einfacher  dadurch  erhalten,  dass  man 
vom  Halbirungspunkte  der  AB  ans  auf  der  Mittellinie  eine  Strecke 
abmisst,  deren  Länge  gefunden  wird,  wenn  man  den  Inhalt  ^ 
durch  den  Abstand  beider  gegebenen  Parallelen  dividirt.  Der 
Endpunkt  der  abgemessenen  Linie  mif  dem  Punkte  P  verhunden 
gibt  die- TViriängte  Tkeihiogislinie. 


\. 


4<  •'• 


Um  aber*  ton'' dem  UmAmge  der  Reehmnigeif,  welche  in  alU 
geMekiereii  Fall  die  Anvrendung  der  Gleichungen  (2)»  (4)  und'(5> 
erbelschl,  eine  Verstellung  zu  geben,  ftiigeffr  wir  noch  ein  Zahlen- 
beiapiel  mit  vollständig  ausgeführten  Ziffern rechnungen  bei,  sa 
wie  sie  unter  Anwendung  der  Tafel  der  Quadrate  der  1-  bis 
ges' BlaUeD  aazaslelieo  sind 


GemesMO    PB=4S',i 

GemeMeo     PA  =96,7  P^= 2043,04 

PB*     ^_,  1374 

^^  6890 

2i»S= 98,44  6183 

.   24S=38.96  .         -^ 

/'S =49.22  4goj 

Gemesseu    Sü=  2,6  266 
PJ7=51,82 

P17-|-P^=97,02  Gemessen  p= 52,1 

PU—PB=Qm  Gegeb«i»     9=:428.4  |8,13s=Sr 

58.21  66 


1,94 

009 
51121^ 


51,82=  Pü  62 

t2«i34=»py    .       -jj/ 

77,16=PF 
68,7  =P^ 

145,86=PJ +  PF 


\  i 


I7r=25,34  8,13=5r 

14,59 
4,38 

ür-{^As=ii0h\\ms,m\  26,45=^2:. 

I  8964^1  . 

389,49       ... 
26892 


*       • 


'   ■  w    » 


2053 
1793 


I  ■  • 


•  .    \ 


'2ÖQ  j  ;  •  ■ » •\ 


Wena  ifx  Zeitaufwani  bekannt  ist,  den  nicht  nur  planlose, 
sondern  auch  wohlangelegte  Versuche»  welche  der  Mähe  des 
Rechnens  auch  nicht  überhöhen,  stets  mit  sich  bringen»  der  wird 
den  Rechnungsaufwand»  den  obiger  Darstellung  gemiss  die  anjje- 
gebene  AariusMii^  erbei^^cbti»  als  keinen |Sii|  theuren  Kaurpreis  für 
einen  vollkommen  sicheren  Weg  erachten. 


•    •  ^  .  • '   ( 


Endlich  folge  noch»   Liebhahern  streng  euklidischer  Form  su 
Gefallen»  in  solcher  fflr  die  Richtigkeit  noserer  Acflfiita^  d^ ' 


9S  Baur:    Zm&i  TMHuHt^tt^ffffaden 

Beweis: 

Wegen  Aehnlichkeit  nachbenanoter  Dreiecke  Ut : 

^PBY:^PrX=2PB^:Pr^, 
▼ennOge  (3)  aber: 

PB^=Pü^^ur*z:z(Pu+ür)(Pü-vvy 

^PV{PÜ—ÜV)> 
somit 

^PBTi^PrX=^  Pü-  ÜVi  PV, 
feroer 

PrXiPAX=iPr:PA, 
also  •     PBYiPAX=i  PD-  ÜV.PA 

und 

* 

(6)  PAX^PBT:  PAX=  PA—PÜ-t-  ÜFi  PA^ 
■odann  aber  auch 

PAX:FPHir  ~  AXi  9ST 
oder  ▼ermSge  (ß)i 

(7)  PAÄtFPHH'  =  PA+PÜ+  ÜF:i{AS+  UV). 

Au  (6)  nnd  (7)  folgt  aber: 

.    PAX—PBT.FPHH' 
=  (PA—PU+  VF)  {PA+PU+  ür)'.2PA.(AS+  ÜF). 

Es  iot  aber  das  dritte  Glied  dieser  Proportion: 

(PJ  +  £7  F)«  -  i»  t7«  s=  P^« + O  F»— />D« + 2Pii .  ü  F , 

und  vermSge  (2)  nnd  (3): 

PA* + Ur*—PU*  =  PA!»  +  AS*  ~  PS» 

=  PA*+AS'—(PA^AS^ 

=  2PA.AS, 
also  jenes  dritte.. Glied  i 

^PA.AS+'iPA.ür^^^PA.iAS  +  üV) 

dem  vierten  gleich»   daher  auch  das  erste  dem  zweiten»   »imlicfa 

PAX--  PB  F=:  FPHH'  =  q, 

wie  yerl^gt 


*  • 


%u  ifeaädti^cher  An»e$$äun0. 
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Determination.  Gleichnng  (3)  zeigt  noch,  daes  die  Auflö- 
sung unmoglicli  wird»  wenn  PÜ'^PB,  was  nnr  im  Fall  der  In- 
haitsverlcleinening  des  Dreieclcs  und  der  Lage  des  Panictes  P 
innerliaib  stattfinden  Icann.  Im  Fall  der  InhaltsvergrOssernng  ist 
die  Auflösung  stets  mOglicby  wie  man  sich  leicht  überzeugt»  wenn 
bemerkt  wird,  dass  der  Dreieclisinhalt  dem  Unendüchgrossen  um 
so  näher  kommt»  je  näher  die  AB  gegen  die  zu  einer  der  Linien 
OA  und  OB  parallele  Lage  gedreht  wird. 

Kehren  wir  zur  Aufgabe  in  ihrer  ersten»  aufs  Vieleck  bezüg- 
lichen Form  JEurück»  so  wird  für  die  Lage  des  Punkts  ausserhalb 
des  Vielecks  ihre  Auflösung  stets»  und  zwar  im  Allgemeinen  auf 
zweierlei  Arten  mOglich  sein»  wenn  nur  das  rbrlangte  Stück «Idei^ 
ner  ist»  als  der  ganze  Inhalt  Für  die  Lege  des  Punktes  inner- 
halb des  Vielecks  aber  wird  man  eine  Uauptlage  der  durch  den 
Punkt  gehenden  Geraden  unterscheiden  können»  in  welcher  sie 
das  Vieleck  in  zwei  Theile  von  beziehungsweise  absolut  grGss- 
tem  und  kleinstem  mr>glichen  Inhalt  tbeilt»  und  die  Bedingung 
der  Möglichkeit  der  Auflosung  darin  erkennen»  dass  das  verlangte 
Stück  nicht  grosser  als  der  grossere  und  nicht  kleiner  m\s  der 
kleinere  der  beiden  Theile  sei.  Da  der  Uetücrgang  Tom  gröfsten 
com  kleinsten  Inhalt  tu  Folge,  ejner  Drehung  der  Geraden  um 
180^  nur  stetig  erfolgen  kann»  so  wird  mitn  ßj»ch  oiit  unserer  Auf- 
lösung am  Dreieck  seinen  Zweck  erreichen»  so. bald  man  nur  nach 
Angenmass  und  durch  Versuche  solche  zwei  .gegenüberliegende} 
Seiten  oder  Strecken  von  Seiten  entdeckt  hat»  ,.über  welche  die 
Linie»  ohne  wieder  über  eine  Ecke  zu  treten»  sich  drehen  mußs« 
wenn  der  Durchgang  des  Inhalts  des  einen  Stücks  durch  den 
verlangten  Betrag  stattfinden  soll.  Jene  Prehung  um  180^  If^nn 
nun  In  zwei  entgegengesetzten  .JRiehtungen  ^vorgenompi.^n  werden» 
es  wird  desshalb»  jenacbdem  roam  die  eine  oder  andere  Ricbtun|[ 
einschlägt»  auch  in  diesem  Fall  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen 
der  Aufgabe  geben»  die » '  wie  für  die  Läge  des  Punkts  ausser* 
halb»  in  Eine  zusammengehen»  wenm  die  Hälfte  des  Vieliecks  ab* 
geschnitten»  d.  h«  wenn  dasselbe  vom  Pnnkt'aushalblrt  werden  softf. 


Lagen  der  Geraden,  aber»  in  welchen  sie  das  yieleck: 
ifi  swd  Theile  von  relativ  grosstam  upd  kleinsjteajnhalte. tbeilt» 
kennen  zu  manchen,  fruchtto^en,  Versiicben»  A^9X  auch  zu  rmebt 
ids  zweilaehen  Amfloswge^  VeHiplaÄ^nng  gfbep», 


■  ()  •/ .'. 
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I  •  •  I    . 


'  I  1 1  '  1  ' 


»« 


^  I  I 


\  • 


Ueb^r  die  B^^timinang  des   Flacbetiinlialto  geif^igser 

Thefle  de6  Kreifies. 

\on 

dem  Heraasgeber. 


In  der  Ebene  eines  aus  dem  Mittelptktokte  O  mit  den!  Hälb«^ 
messer  et  beschflebenen  Kreises  wollen  Hir  nns  einen  beliebigen 
Punkt  A  denken,  der  sowohl  Innerhalb,  als  anch  atis^erhalb  des 
Kreises  liegen  kann.  Von  diesem  Punkte  A  aii^  denken  wit*  ^s 
nach  zwei  Punkten  i?  und  C  der  Peripherie  des  Kreises  die  Li^eh 
AB  und  AC  gezogen;  welche  nach  der  'Sirite  der  Kreierperipherie 
hin  den  von  AH  an  nach  einer  ge^visillen  Richtung  hin  genomme-« 
nen  Winkel  a  mit  einander  elnschliessen ,  so  entsteht  ein  Sector 
BAC^  welcher  von  den  Linien  Aß^  ^C  und  dem,  dem  Winkel« 
entsprechenden  Kreisbogen  AB  begtSn^t  wird;  den  Flltchenlnbtilt 
F  dieses  Sectors  wollen  wir  2u  bestimmen  suchen. 

Zu,  dem  ]&sde  legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  O  des  Krei- 
ses ein  reebtwinkligesCoordinatensystem.dei:  |a?y.un4.t^bmen  die 
i^xe  der  a?,.4er  Linie  4^  psfallel.  an;,  de v,  positive  Thei|  der  Axe 
der  X  soll  in  diesem  Systeme  von  O  an  nach  derselben  Seite 
hin  gerichtet  sein,  wie  die 'Liülef  AB\iyx  dem  Punkte  Atlkt,  und 
der  positive  Thefl  der  Ale  ilet  g  seit  so  angenemitteii  wmleiii 
dass  msfi  sieh,  um  too  dem  positiven  Tbelle  devAxe  der  w  «hireb 
den  CoordlnatenwiMk^l  (jNy)  bittdufeh  %if  d^M  positiven  l'hell«  der 
Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  rnnss, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  mnss,  um  von  der  Linie  AB  an 
durch  den  Winkel  a  hindorch  za  der  Linie  AC  zvl  gelangen.  In 
diesem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  wollen  wir  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  A  durch  /*,  g  bezeichnen.    Von  dem  Punkte 


des  naeUmMMu  fitmf99er  TMi9  dn  iCrH$e$.  W 

A  als  Pol  «w  dwte  num  sieb  omi  einen  V<MlDr  r  gesogen  aod 
beseicbne  den  von  demselben  mit  der  Linie  AB  eingescblosse- 
nen»  in  demselben  Sinne  wie  den  Winkel  a  genommenen  Winkel 
durch  tp,  se  siad  die  rechtwinkligen  CoordiMitett  des  Endpunkts 
dieses  Vectors  offenbar  f+rcoag)  und  ^-f-rsin^»  und  wir  haben 
daher  die  Gleicbnng 

.  ■ 

(/-(-rcos^)*  +  (^+rsin^)>Gc:  4^, 
die  man  leicht  auf  die  Form 

r*  +  S(/'cosg)+^sin9))t  =r  rf*  —  A*— S* 

Mngt.  Bestimmt  man  nan  aus  dieser  Gleichting  t,  so  etbSItman 
nach  leichter  Rechnung: 

rc2:-.(/'cos^+j7shi^)l:Vo*— </'slng)— ^€oe^)*y  » 

wo  sich  nun  frigt,  welches  Zeichen  man  in  dieser  Formel  zu  nehr 
men  hat  Multiplicjrt  man  die  beiden  Werfhe  yoa  r  in  einandeii 
aa  srlil^lt  man  als  Prgduct  die  Grusse  f^+ff^ — a*«  welche  nega- 
tiv oder  positiv  ist,  jenachdam  der  Punkt  A  innerhalb  oder  aus- 
serhalb des  Kreises  liegt,  so  dass  also  die  beiden  Werthe  von  r 
angleiche  «der  gleiehe  Yocaeicl|Da  beben»  jenaefadem  der  Punkt 
A  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt  Hieraus  ergiebt 
siclh  Uno  leicht,  dass  tnan  im  ersten  Faffe,  wenn  nSmlidh  A  In- 
ilefhalb  des  Kreises  liegte  das  obere  Zeichen  nehmen,  nnd  also 

ri=^--^(fc<m(p  +  ffB\n<p)  +  V^o^— (/sin^— ^coS9>)* 
mrtftui  Siosa;  dena  ist  /"cos 91 -hj^ sin 9  negativ«  aa  ist 

fl* — (/siny — ^cosg>)* 
ofenbar  positiv,   also 

negativ;  und  ist  fco9q>  + ga\nq>  positiv,  so  ist 

—  (/cosg)+£jrsinq>)  —  V^a*— (^siny— ^^cos^)* 
offenbar  negativ,   also 

—  (/"cos  v+^ sing))  +  V  a^-^(fmm<p^gc<m^ 
positiv.    Wenn  der  Punkt  A  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  so  ist 
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folglich 

Insofern  nun  der  Kreis  von  dem,  dem  Winkel  9  entsprechendeo 
Vector  r  wirklich  geschnitten  wird»  muss  offenbar  fcoa^-t-gslng^ 
negativ  sein»  weil  sonst,  wie  |ius  dem  Vorstehenden  und  der 
Formel 

r =  —  (fcoBip  -f-^Bin 9)  Jt  V^ö* — (/»•» 9 — jy cos g>)* 

auf  der  Stelle  erhellet,  beide  Werthe  von  r  negativ  sein  wflrdeo, 
was  ungereimt  ist.  Dann  sind  aber  offenbar  beide  Werthe  von  r 
positiv  und  das  obere  Zeichen  liefert  einen  grosseren  Werth  als 
das  untere;  und  da  nun  im  vorliegenden  Falle  in  der  That  jedem 
W^nl^ol  9>»  f^i*  welchen  r  überhaupt  mOglich  ist,  offenbar  zwei 
Vectoren  entsprechen,  so  sieht  man,  dass  man  ffir  den  grufitseren 
dieser  beiden  Vectoren  das  obere,  für  den  kleineren  das  untere 
Zeichen  nehmen  muss.  Ueberhaupt  ergiebt  sich  daher  aus  die- 
ser Betrachtung,  dass  man  in  der  Formel 

r= — ycos^+^sing))^:  V  a* — (f Bin  tp-^g  cos  ip)*, 

wenn  A  innerhalb  des  Kreises  liegt,  immer  das  obere,  wenn  da- 
gegen A  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  man  den  kleineren  oder  gros* 
seren  der  beiden  von  A  ausgehenden,  dem  Winkel  g>  entsprechen- 
den Vectoren  io's  Auge  fasst,  eine  Bestimmung,  die  wir  von  nun 
an  in  Beziehung  auf  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Formein 
und  Gleichungen  unverändert  festhalten  werden. 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  ist 


F 

also  nach  dem  Obigen: 


=  ty^"r»89. 


F^:^\l      \fcosq>'\-gB\nfp^^fa^'-{fe\nq> — ^  cos  9)*  1*  3g), 
0 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

Frz:!/" "  ta«  f  (/*-i7«)cos2g>  +  ^^sin29) 


T  2  (/"cos  fp-k-g  sin  q>)  V^o*-*(/'sin9>— ^cos9)')d^ . 


oder 
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Bekaontlieb  Ist  bqii 

COS  %f^^  =  \  sinSa,     #       sio  ^^^  =  }  (1  — •  cos  2a) 

o  o 

€0829)89}  =  sin  a  COS  ff,    /       8102989)  =  sina  sina; 
•  o 

and  weon  man 

IC  =  /sin  tp — g  cos  9 

setzt,  so  ist 

dti  =  (/cos  9)  4-  ^siD  9)  89 , 
also 

(/cos  9 -f^  sin  9)89  V^a* —  (/sin  9  —  ^7  cos  9)*  =  du  Va'— ti*. 
Naeh  einer  bekannten  Formel  der  Integralrechnung  ist 

/"  8if  V^o5r=:«? = \u  Vo«-w«  +  ifl« Aresin ^ , 

¥ve  man  den  Bogen  so  nehmen  mass,  dass  er  sich  im  ersten  oder 
vierten  Quadranten  endigt,  jenachdem  ic  positiv  oder  negativ  ist. 
Also  ist 

/    (/cos  9  +  j7  sin  9)  89  V  a* — (/sin  9  — g  cos  9)* 

=  |(/sln  9—^  cos  9)  V"a*— (^ln9~^co89)*+Ja*Arc8in^^ — r_-Sr2-x, 
und  folglich 

/      (/cos 9  H-  ^  sin 9) 3y  V^a* — (/sin  9  — ^cos 9)* 

o 

=  4{(/sina—^cos«)V^a*— (/sina— ^r  cos  ä)*+^Va*—^*| 

.  1  «i  A      .  /sin« — ocosa       .      .   — fl'» 
+  4a«{  Aresin  ^ ^ Arcsm — ^ }. 


a  a 


Führt  man  nun  alle  einzelnen  Integrale  in   den  obigen  Aus- 
druck von  Fein,  so  erhält  man: 

Theil  XXVn,  T 
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a^a  +  (/*— ^*)8iDacosa  +  2fgiAna$jntt 
gp 1  J  +[(/'8ina— ^cosa)V^a'— (/sin«— ^co8a)*+^V^a*— ijr*]  f 

T  a*  [ Aresin ^ A  rcsin  — ^1 

Cm  die  Richtigkeit  dieser  Formel  an  einem  Beispiele  zu  prü- 
fen, wollen  wir  den  Flächeninhalt  eines  Kreissegments  Sachen, 
welches  kleiner  als  der  Halbkreis  ist.  Die  unter  den  oben  ge- 
machten Voraussetzungen  in  diesem  Falle  als  positiv  su  betrach- 
tende Entfernung  der  Sehne  des  Segments  vom  Mittelpunkte  des 
Kreises  sei  /.  Ausserdem  ist  im  Obigen  ^  =  0  und  a  =  i^r  zu 
setzen.  Dadurch  erhalten  wir  aus  der  obigen  Formel ,  in  welcher 
die  oberen  Zeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  wir  den  Flächeniohalt 
des  Segments  durch  jS  bezeichnen: 

S=  i(Ja«»-/Va«-/»  -  fl«  Aresin  ^) 

oder 

S  =  Ja«« — S/Va«— /*  -  4a«  Aresin ^ , 

wo  der  Bogen  nicht  grösser  als  ^n  zu  nehmen  ist. 


In  Taf.IV.Fig.3.,  wo  O^  =  /  ist,  ist  ia^n  der  Flächeninhalt 
des  Kreisquadranten,  lf\f  a« — f^  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 


AOCf  und  ia« Aresin—  der  Flächeninhalt  des  Kreissectors  CODj 

so  dass  also  die  Richtigkeit  der  obigen  Formel  auf  der  Stelle  in 
die  Augen  föllt.  Setzen  wir  für  ein  Kreissegment  in  Taf.  IV.  Fig.  4., 
welches  grosser  als  der  Halbkreis  ist,  wieder  OAzszf^  so  mtls- 
sen  wif ,  um  dessen  Flächeninhalt  zu  finden,  im  Obigen  — f  tSLr  f 
setzen,  wodurch  wir  die  Formel 

«=  Ja«Jt  +  i/*  V^^«=7*  -  ifl*  Aresin  ^^ 
oder 


SÄja^+V'V  a«-/^  + Jd«Arc8lii 


a 


erhalten,  wo  der  Bogen  wieder  nicht  grösser  als  {n  zu  nehmen 
ist;  auch  die  Richtigkeit  dieser  Formel  erhellet  aus  Taf.  IV.  Flg.  2. 
auf  der  Stelle. 
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Ueber  die  Rectification  der  Ellipse. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Die  In  Taf.  IV.  Fig.  Ö.  verzeichnete  Ellipse  sei  mit  der  gros- 
sen Axe  2a  und  der  Ideinen  Axe  J26  aqs  d^m  Alittelpunlcte  C  be* 
schrieben.  In  den  Scheiteln  A  und  Ai  der  grossen  Axe  AAi 
errichte  man  auf  dieselbe  die  der  kleinen  Axe  BBi  gieicben  Per- 
pendikel DD'  und  AAS  so  dass  AD  =z  AD' z=b  und  J^A 
=  il,A'  =  ft  »t  und  ziehe  die  Linien  DD^'  und  D'A-  ^6>l 
diese  Linien  offenbar  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse  geben 
werden y  so  bestimmen  dieselben  die  Durchmesser  A'Ai  und 
B^Bi  der  Ellipse,  von  denen  sieb  aaf  folgende  Art  leicht  fiber- 
seben lässty  dass  sie  conjugirte  Dorcfamessei'  sind. 

Nehmen  wir  die  beiden  Axen  der  EUips«  aIs  Awn  eine« 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  9  an,  und  bezeichnen  in 
diesem  Coordinatensysteme  die  Coordinaten  des  Punkte^  A'  durch 
J^09  %»  so  ^st  bekanntlich  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  A' 
gelegten  Berührenden  der  Ellipse: 

Nach  der  Construction  ist  aber  offenbar 


ro:9o=a:&*   also    -2  =  g^; 


und  Mgiicb  die  CHeiobung  der  Berfibrenden  4er  Ellipse  in  dem 
Ponkte  A': 

7» 
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Also  ist  —  die  trigonometrische  Tangente  des  spitzen  Neigungs- 
winkels der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  A'  gegen  die 
grosse  Axe,  und  folglich  offenbar  der  trigonometrischen  Tangente 
des  spitzen  Neigungswinkels  des  Durchmessers  B'Bx  gegen  die 
grosse  Axe  gleich,  woraus  sich  ergiebt,  dass  dieser  Durchmefwer 
der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  A'  parallel  ist,  und 
dass  also  A'Ax  und  Bf B^  zwei  conjugirte  Durchmesser  der 
Ellipse  sind 4  wie  behauptet  wurde.  Auch  fallt  auf  der  Stelle  in 
die  Augen,  dass  diese  beiden  coojugirten  Durchmesser  einander 
gleich  sind,  so  dass  wir  also  einön  jeden  derselben  durch  2a' 
bezeichnen  können. 

Nehmen  wir  nun  CA'  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  w 
und  CB'  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y  eines  schiefwinic- 
ligen  Coordinatensystems  der  xy  an,  so  ist  die  (jleichung  der 
Ellipse  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  bekanntlich: 

(5y  +  (^y  =  l    oder   ^»  +  ^=a'«. 

E»  ist  aber 

a'«  =  ro'  +  t?o*. 
und  zwischen  jTq  und  %  hat  man  die  beiden  Gleichungen 


AoV  .  /^oV_|      ro_%. 


woraus  sich  auf  der  Stelle 

V=-2»     •^o  ='2  5    aiso  ^0=  :j^»     ^  — y2* 

folglich  nach  dem  Obigen 

a«  +  6« 


a'»=: 


ergiebt,   so  dass  also 


«•+»•= =^ 


die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  das  System  der  beiden 
conjugirten  Durchmesser  ASAy    und  B'B^    ist. 
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Es  ist  aafTallend ,  dass  mao  diese  beiden  conjugirten  Dwdiines« 
ser  noch  nie  einer  aufmerksameren  Betrachtung  gewürdigt  bat, 
da  sie  in  der  Tbat  zuweilen  besondere  Vartheile  gewähren  kön- 
nen, was  ich  jetzt  an  der  Rectification  der  Ellipse  zeigen  will» 
wo  die  Betrachtung  dieser  beiden  conjugirten  Durchmesser  zu  ein 
Paar  Reihen  fiSbrt,  die  ich  f(ir  bemerkenswerth  halte  und  dabef 
im  Folgenden  mittheilen  will,  wenn  auch  die  eine,  jedoch  nur  in 
einem  besonderen  Falle  und  auf  ganz  anderem  Wege  schon  von 
Euler  gefunden  worden  ist. 

Als  Anfangspunkt  der  elliptischen  Bogen,  die  wir  immer  im 
Allgemeinen  durch  s  bezeichnen  werden,  wollen  wir  den  Scheitel 
B*  des  Durchmessers  B'Bi  annehmen.  Der  Endpunkt  des  Bo* 
gens  9  werde  durch  die  Coordinaten  x^  jf  bestimmt.  Der  Winkel 
A'CBf  soll  durch  a  bezeichnet  werden.  Die  sämmtlichen  Bogen 
wollen  wir  aber  von  B  an  nur  bis  A  und  Ay  hin  nehmen,  was 
offenbar  zur  Bestimmung  aller  Bogen  der  Ellipse  hinreicht.  Auch 
seilen  x  und  jf,  man  mag  den  Bogen  t  von  B*  nach  A*  hin  oder 
von  B'  nach  Ax  hin  rechnen,  immer  beide  als  positiv  angenoAi* 
roen  werden.  Unter  diesen  Voraussetzungen  erhellet  aus  einer 
blossen  Betrachtung  von  Taf.  IV.  Fig.  6.  mit  Hülfe  eines  bekann- 
ten trigonometrischen  Elementarsatzes  auf  der  Stelle,  dass,  wenn 
der  Bogen  t  von  B*  nach  A*  hin  gerechnet  ist, 

8*«  =  ^x^  +  Sy«— 28a:(— By)  cos  a 
oder 

8ja  =  8a;«  +  8y«  +  Ihxby  cos  o ; 
und,   wenn  der  Bogen  $  von  B'  nach  A^    hin  gerechnet  Ist, 

8j«  =  8ar«  +  8y«—  28a:  (--  8y)  cos  (ISQo  -  a) 

oder 

8i«  =  8a:«  +  8y«  — 28a:8y  cosa 

ist  Nimmt  man  also  im  Folgenden  immer  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen,  jenachdem  der  Bogen  %  von  B'  nach  A  oder 
nach  Ax    bin  gerechnet  ist,   so  ist  allgemein 

8««  =  8a:*  +  8^«±28a:8ycos«, 

und  folglich,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  da?  und 
dl  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen  haben: 

Ans  der  Gleichung 
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folgt  dwrch  Differentiation: 


bx       *    dx  y 


also 


1  A.  /%V     a:«+y«      g'+ft* 

*  +  l,8x;  ~~    y«    ""  V 


und  folglich 


a.=a.V^^ 


cosa 


oder 


^       Va*+6*T4ary€osflf^ 

^'  = ^2 ^- 


Bezeichnen  wir  den  spitzen  Neigungswinkel  des  Durehmes- 
sers A'Ai  oder  B'Bi  gegen  die  Hauptaxe  der  Ellipse  durch  fi« 
so  ist  offenbar  a=  180^—2^,    und  folglich 

cos a  =it  —  cos2fA»    sin  a = sin2f». 
Nun  ist  aber 

tang^  =  ~, 
also 

j 1 c^       .     ^       tangft*  6« 

«^»f*  — l  +  tangf*«"-aMT«'    *'"'*  -"l+tangf*«^««+A*" 

folglich 

cos2fi=cos^*  —  sin  fi*=   04.^2» 


2a6 

sin2fi  =  2siof»co8f*     =^-p^; 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

a«— 6«       ,  2a6 

a*  +  6*  a*  +  o" 

Weil  ferner 

^*+**  —  — 2^ 
ist,  so  ist 
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also  oach  dem  Obigen»   wje  man  leieht  üüd0t: 


da: 


,  4  r-*^^'^.sf'-^'^i-, 

oder 


8etzeD  wir  Dan 


so  wird: 


SJ.A«  a*  +  6"  ¥2 


Wegen  der  Gleichung 
Ist  immer 


Leicht  iSsst  sieh  nup  jtbeir  zeigen ,  diMs  immer 

ist;    denn  wäre 

so  w&re 
also 

folglich 

was  ungereimt  ist.    Weil  also 
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Ist,  80  ist  immer 

I 

und  die  Quadratwurzel 


V'i^SffN^i^ 


1»« 


ttsst  sich  daher  nach  dem  binomischeD  Lehrsätze  immer  in  eine 
nach  den  Potenzen  von 

fortschreitende  convergirende  Reihe  entwickeln. 
Weil  nun 

*2XB-2'(^+65)  «»(VT=ir«). 

1-3.5     ^/a«— *«V  ^  ./- 

± 

1.3.6   /a*—b*\*  ,     r 

-0X4(^+6*)  «•(^1-»')* 

± 
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iat,  so  erliSlt  man  ans  dem  Obigen  leicht  dnicb  Integration : 

0  o 

o 


o 


.    1.3.6.7  /a*—b*y   /»"    ,,./-| i^- 

o 


Bezeichnen  wir  jetzt  fär  dasselbe  x  oder  u  den  von  B  an 
nach  ./l'  hin  geDommenen  Bogen  durch  i',  den  von  B'  au  nach 
Ai  hin  genommenen  Bogen  dagegen  durch  «i',  so  muss  man  in 
der  obigen  Formel  ffir  den  ersteren  die  oberen,  ffir  den  letzteren 
die  unteren  Zeichen  nehmen;    und  es  ist  also: 


0  o 

O 
0 


^   1.3.6.7   /o«-6*\»  /»«  „^,T 5-^^ 


' 
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0 

1.2.3U*  +  Wj  ^  ' 

0 


l.-2.3.4.5U*+6V  J      ^ 


0 

/ 


folglich 


1.2.3.4Va«  +  6V  J      ^              ^  [, 

1.3.5.7.9  /o«-6'\»  /*•  .,^1 «.« 


•i 


O  o 

1.3.6.7   /a»-Ä«\»  /*•    ...       „^ 

0 

1.3.Ä.7.9.11   /b«— ft*V  /*"   ,,,      ,-v,n.l 


•  •• 


WO  in  der  letzteren  Formel  nur  die  Integrale  rationaler  Differen- 
tiale vorkommen.    Mao  kann  auch  setzen : 


ermneri:   Oeber  Ol»  Keel^kMm  der  BU^u.  Wt 

0  o 

o 
.   1.3.8.7.9.11  /a«-6«\«  /^     „,      ^.„ 

+0X076.7  (^Tftäjy    «'(i-«va« 

0 

+ i 

Die  Länge  der  halben  Ellipse ,  welche  wir  darcb  £  bezeich- 
nen woDen,    erhält  maft  «ffenbar,    wenn  man  in  der  Formel  flir 

4  fa^  +  6* 
i'-l-'i'  die  Grofise  x^\  — ^ — ,  alao  fi=l  setzt ,  so  dass  also 

0  o 


1.3.«. 7. 9   /'««— &«V  /»*    ^,^/-, 5,^^ 


ist 


Setzen  wtr  -«csrssinx«  and  nehmest  50  nicht  grosser  als  5», 
also  09  nicht  grösser  als  n,  so  ist  V^l  —  ti'  =  cos^a>  and 
dii=5COS50>da>;    also 


tCCU=A^l^  5  (0  CO^  Ä  ^^^  ==  p Sin  (DOOB  9 

i^VTr--i?att  =Asln5«)*cosa  w^»=35sin  w^«, 
tt*(V^l — ti')'d«=5  sin  ö  a*cos  2a^a=o5  »in  ©*ö(», 


a.  s.  w. 
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Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

o 


it 


1      1.3.5   /««— 6«V    /»«    .      .,, 

o 

,  1     1.3.5.7  /a*—b*y  r-   .     .r, 

±  25  •  0X475  Kifl  +  lfl)  J       *•"  "^" 


und 


0 

1      1.3.5   /a»-6>\*  /»».      .„ 

-2*r2Xi(rtH^«;y    ""°^"' 

O 

1      1.3.5.7.9  /a*—b*yr<».      „  1 

-r«1.2.3.4.s.6Viq:6«;y  "'""'®"'' 


und 


«'-v 


0  o 

1      1.3.5.7  /^o»-6»V  /*«  .      -j, 
+  231.2.3.4.6V^+S»>/y      «■"•ö" 


1     1.3.5.7.9.11/a«-6»\«/»"  .     ,. 
P  •  1.2.3.4.6.6.7V5Hft*>'  y     •'" 
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Um  die  Länge  E  der  halben  Ellipse  zn  erhalten»  mOssen 
wir  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  s'-{-9x  die  GrOsse  «9  =  9«.  setzen, 
wodurch  man  erhält: 


0 

1      1.3.5  /a»-6»V   P"   .      ,0 


I 


1      1.3.6.7.9  /g»— 6»V    /»*    .      .- 
'"2«'1.2.3.4.6.6V.äH^/  y       »'""'9" 

O 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 

/.      ».a             sin  vfl^-^  cos  cd      2n— 1    /*  .      ^  ,^ 
8ina>^co=3 ^- '■"'9 —  /  fl*»»*"     ö», 

folglich 

/»   ^  2n 1    /*'* 

sin  Q)*^w  =5  — s—  /       sin»*"— *3a>. 


O  0 

Also  ist: 


sin(D*So=:5    /         d«9=59S, 

t>  0 

/^  3    /*^  1.3 

sin  (0^01=:  2  /       sina)^(ö=rt-2»j 

O  0  * 

0  0 

/n  7    /»«  13  5  7 

sin  »«8» = §y      «n  »«e«  =  g^gjg  «, 


o 

u.  s.  w. 


folglich  allgemein: 

J       sin  »«-a»  =     2. 4.6.8.. ..2n     "' 

O 

Ffihrt  man  nun   diese  Werthe  der   bestimmten  Integrale  in  den 
obigen  Ausdruck  von  £  ein,  so  erhält  man: 
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1_     1.3.8     1:3/0^— 6«\* 
~2«' 1.2.3.4*  2.4  U*  +  **/ 

1       1.8.6.7.9      1.3.6 /a«—A«V 
2«*  1.2.3.4.8.6*  2.4.«V«*  +  6V 


oder,  wie  Ealer,    der  diese  Reihe  für  den  halben  Dm&ng  der 
Ellipse  anf  ganz  anderem  Wege  gefunden  hat  *),  dieselbe  schreibt: 


1.1   3^/««-6»Y 
~Jl*8.8V^+6»>/ 

1.1  3_^     7.9    /«»— 6«\« 
*~4.4*8.8*  12.12  Vo>  +  6»y 

hl   h.^     7.9      11.13 /a'—6*\' 
""4.4*8.8* linjl«. 16  Vo*  +  *V 


/ 


Die  Reihen,  welche  gewöhnlich  für  den  Umfang  der  Ellipse  ge- 
geben  werden»   schreiten  nach  den  Potenzen  der  Gr5sse  — 3 — 

fort 9   welche  grosser  als  die  Grösse  ^9»l%  ist»    nach    welcher 
die  obige  Reihe  fortschreitet 

Bezeichnet   man    die  Differenz  der  Bogen  A'B'   and  Ai'B' 
durch  Dy  so  ist  nach  dem  Obigen: 

0  u 

1      1.3.8.7  /o«-fe«\*  /*».     ^ 
+  2*1.2:3.4.8Vo'  +  *Vy     «n«'0« 

O 

1     1.3.6.7.9.11  /g«— 6«\«  /»'»  1 

■*'2«1.2.3.4.6.6.7Va«+6Vj      «n«»'»»! 

O 
+ •      .  . 


*)  M.  •.  Mathematische«  Worterbnch.  Thl.  IV.  S.  193.  Aach 
vergleiche  man  den  Anfiatx  Ton  Herrn  Doctor  Hoppe  im  Archtv. 
Thl.  III.  Nr.  \\\.  S.  266. 
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Nach  derselben  Kednctionsformel  wie  oben  ist  aber 
/  siDa)*»^*3«=— — gm —  +  2n4-l  /  ^^^^^'^^^^^ 

also 

/»  -  2»       /*» 

siD  co^H-i  doo  =  Q     ,  I    #        sin  ©**^*  dm , 

0  o 

and  folglich: 


/7t  «2    /** 

sin  »'de»  s=  5   /      aiuioBa, 


O  0 


/Ä   ^  4  Z*^  2.4    Z^'' 

6ino)^do>  =  g  /       sin  OD^do)  =  «r?   /      sinrodo), 

0  0  o 

/n   ^  0  /»Ä  2.4.6    /*^ 

sina)^dai  =  f  #      8in»*0»=R-g^   /       sinodiD, 

o  o  o 

/n    ^  s  pn    ^  2.4.6.8     P^ 

sincD^da)  =  g  #       sin  00^80)= s-g-*^   /      sirnodo). 


u.  s.  w. 
Also  ist  allgemein: 


C   .      2-+i;5   _     2.4.6. 8....2n       P^  .      . 

o  o 

und  folglich  4  weil 

/  sinf»diü>= — cosco»     /      sino>d6}= — co8»-|-cosO=:l-f  1=2 

ist: 

/"^   .     «u.j^fo       c,      2.4.6.8....2n 
slnai*»+i3(»=2. 


3.5.7.9....  (2«+l)' 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

^"^Tfl+T^l  ~2~'*+2är2:3-5VS5TP/ 

1     1.3.5.7    2.4/ii«^y\^ 
+  2*' 1.2.3.4.6 '3.6  U*+AV 

l      1.3.6.7.9.11    2JL6/a«— Ä«\» 
**^2«1.2.3.4.5.0X5:7V55T^/ 

+ 


US  üebunff$aufpaben  /Ür  ScMUer. 

oder 

1     9.11  /g«— 6«\« 
■*'2«'3.6.7V^M:65y 

^2«'  3.5.7.9    Va*  +  ÄV 


Uebungsaafgaben  für  Schüler. 

Von  Herrn  C«  Küpper  in  Trier. 

L 

Aus    der   Theorie    der    TrSgheitsmomente. 

Lehrsatz.  Das  Trägheitsmoment  eines  ebenen  Systems  in 
Bezug  auf  jede  Gerade  in  der  Ebene  lässt  sich  ausdrScken  durch 
das  Trägheitsmoment  zweier  Punkte  dieser  Ebene  in  Bezug  auf 
dieselbe  Gerade,  vermehrt  um  eine  Constante.  Diese  beiden 
Punkte  liegen  gleichweit  vom  Schwerpunkt  des  Systems  auf  der- 
jenigen Geraden,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des 
Systems  ein  Minimum  ist;  man  muss  diesen  Punktengleiche  Masse 
und  zwar  die  halbe  Masse  des  Systems  beigelegt  denken ;  die  hin- 
zuzufilgende  Constante  ist  der  kleinste  Werth,  den  das  Trägheits- 
moment annehmen  kann.  Hiernach  berubren  alle  Geraden»  fjir 
welche  das  Trägheitsmoment  einen  beliebigen  constanten  Werth 
hat,  einen  Kegelschnitt,  dessen  imaginäre  Brennpunkte  jene  festen 
Punkte  sind.  Wann  ist  dieser  Ort  eine  Ellipse,  wann  eine  Hyperbel? 


Ceöungsaufyattn  für  SeMUer,  \\t 


n. 

Aas  der  Theorie  der  Cykloiden. 

1)  Eine  yerkfirzte  Cykloide  xyc^y  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  wird  vod 
der  Geraden,  fiber  welche  der  Erzeugungskreis  rollt,  in  zwei 
Theile  getheilt,  deren  Differenz  dem  vierfachen  Durchmesser  die- 
ses Kreises  gleich  ist.  Nenneo  «vfr  D  diesen  Durchmesser,  so 
hat  man: 

yc'/  —  (y^  +  yy)^4/>=  der  Cykloide  ncn' , 

welche  ein  Punkt  des  Umfangs  des  rollenden  Kreises  beschreibt. 

2)  Die  Cykloide  xyc*'/y  Ist  einer  Ellipse  an  Länge  gleich, 
welche  zur  kleinen  Halbaxe  xn,   zur  grossen  xn-^  D  hat. 

Wie  ged^alten  sifdi  diese  Besuitate  bei  ei^er  gestreckt^»  Cyktqid/9^ 


Von  Herrn  Dr^  C.  F.  Lind  man   in  StrenKB^t  in  Schweden. 

I. 

Integrale 


n 


'  /**      SitiyCes^rfy    • 

/       VSyn*9+€oi»| 


ad  fpnction^s  eltipticas  reducatur. 

'     •         .    nf 

n. 


•  9 


.■)i;ill  il.'.     •  •  '  -J 

,|n venire  aogulupi,  gni  f^ntinetur  ab  wi  nbscissarum  et  recta^ 
quae  curvam  aequatione 

df^ltam  In  puncto  d:=0,  y=0  tangit. 
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M  i  8  c  e  i  1  e  n. 


Von   dem    Herausgeber. 

Herr  Professor  Richelot  in  Königsberg  hat  in  den  Astro- 
nomisehen  Nachrichten.  ThI.  XLIL  S.  215.  fflr  die  Aargabe: 

In  der  Ebene  eines  Dreiecks  denjenigen  Punkt 
zu  finden,  dessen  Entfernungen  von  den  drei 
Ecken»  jede  mit  dem  Sinus  des  von  den  beiden 
anderen  Entfernungen  eingeschlossenen  Win- 
kels multiplicirt,  zusammen  addirt  den  m&g* 
liebst  grossten  Werth  annehmen; 

die  folgende  elegante  Auflösung  gegeben: 

Bezeichnet  man  die  drei  Ecken  und  Winkel  des  Dreiecks  durch 
At  B,  C,  die  ihnen  resp.  gegenüber  liegenden  Seiten  durch  a,  b,  e, 
den  zu  suchenden  Punkt  mit  />,  und  seine  Entfernungen  von  den 
drei  Ecken  respective  mit  A,  B,  F,  endlich  die  drei  Winkel,  welche 
von  den  betreffenden  Halbirungslinien  der  drei  Winkel  des  Drei- 
ecks in  directer  Richtung,  d.  h.  in  derselben,  worin  die  drei  Ecken 
Af  /?•  C  auf  einander  folgen,  bis  zu  den  betreffenden  Entferoun- 

(x    ß    y 
gen  A,  B,  r  positiv  gezählt  werden,  mit  2' §^'2'  ^^ ^^^^^^ lU&Q» 

fär  jede  Lage  des  Punktes  D,  als  Werthe  der  direct  gezählten 
Winkel  zwischen  den  Entfernungen : 


» •  •    I  1 


(r, 


;  B)=?+^*±|^, 


2 '      2 


«Bil  bicnm  f«lf«Bde  O^f  p elformeln : 

CSin — 5 08111 — 5—^ 

C  +  a-ß             J?  +  y— « ' 
cos 5 — -       cos 5 

asin — s-^  csin — a —  ' 


—  I '■  ■  I II 


cos ^-H cos ^c "^  M 


ösiD — s —  «Sin — 3-^ 


r  =  ^ 


cos—*——       cos § '^ 

« 

Subsittairt  raas  sowohl  die  drei  ersteren,  als  auch  d!e  drei  letx- 
(eren  Werthe  in  die  beiden  AasdrQcIce: 

i7=-4cos(r;  B)+ßco8(-4,  r)+rcos(B,  a), 

F=:^8iD(r,  B)  +JBsiD(^,  F)  ^  rsiD(B/^ 

* 

nd  nkniDl  die  Differenz  der  beiden  Werthe  von  17,,  40  wie  die 
Sanme  der  beiden  Wettfie  von  V,  so  erhält- man  ns^b  Jeicht^i^ 
trigonometriacben  Rediictionen  die  Gleichungen : 

0=asin 5 — -  +osin^ — k h^sin^ — 5 — ^,  ...  (I) 

2F:c:ccos^""^""^  +  6cos^""^'""  +  ccos^""g'"^....(2) 

f  • 

Es  ergiehl  sich  aus  dieser  Form  des  Ansdrucks  V,  welcher  eHi 
Maximum  werden  soll,  von  selbst,  dass  dies  fSr  die  zugleich  der 
Bedingongsgleichu^g  (1)  genugenden  Werthe 

«=0,    1J  =  0,    y=0 

der  Fall  ist,  weil  fOr  sie  die  drei  Cosinusse  des  Ausdrucks  (3) 
ihren  grSssten  Wertb  erreichen.  Auf  diese  Weise  ergieht  sich 
die  Auflösung  der  Aufgabe  von  selbst,  indem  diese  drei  Werthe 
auf  das  Centruro  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  fahren. 

Der  Aufsats  des  Herrn  Professors  Richelot   ei^thfilt   noch 
iMsehe  andere  interessante  Bemerkungen ,   aueh  eine  >  «on  Herrn 


Bauführer  Mendthal  gegebeoe  AoQOiOTfg»   ^img$m  irtidwi  Mn 
die  Leser  aof  den  Aufsatz  selbst  veriveisen. 


In  der  Abhandhiiig:  Variae  Demoiistrationes  geome- 
tricae.  Novi  Comroentarit  Aead.  Scientiah  Inip.  Petrop. 
T.  I.  p.  49.*)  bei^reiset  Euler  einen  8at£  vom  Kreise»  den  er  als 

F e r m a t ' 8    Lehrsatz 

bezeichnet,  ond  sägt  too  demselben:  ^^Reperitar  in  commercio 
epistolico  Fermatn  pr&posHto  qfüaedam  gemnetrtca,  qnam  Geome- 
tris  demonstrandam  proposutt«  Quae  etst  ad  naturam  circuli  spectat» 
nihilque  difficultatis  priroo  intuitu  involvere  videtur,  tarnen  a 
pJuriLus  Gee^etris  frastra  est  suscepta»  nequ^.  usque  adhi^^.  eiua 
demonstratio  est  tradita/'  Dieser  Fermat*sche  Lehrsatz  ist 
folgender : 

Wenn  man  Gber  dem  dtirchmesser  AB  (Taf.  IV.  Fig.8.) 
eines  Halbikteififes  ÄEB  al«  Grandlloie  ein  Rechteck 
ABCD  beschreibt,  dessen  Hube  AC  oder  BD  der  Sehne 
des  Qtiifflraht^'tr  d^^  Krüfs«!^»  tn  welchem  d«r  B^lb«' 
Urfeilf  ABB  gehört,  gleieh  i^t,  ttnd  voti  A^tt  b^'ldefi  Po»h«^ 
ten  C  und  D  nach  d«m  beliebigen  Putrttte  JS  d«» 
Halbkreises  die  Linien  CE  und  DE  zieht,  welche  den 
Q^ifrchmessef  AB  in  F  and  G  schneiden,  jso  jst  immer 

AG^^^BF^-ABK 

Euler  beweiset  diesen  Sat2  ifcn  Wesentlichen  Auf  toljgende 
Art«  Man  lege  durch'  A,  E  und  B,  E  gerade  Linien,  welche 
die  v«fiängert0  Linie  CD  in.H  und.J  schneid»««    F&lilm^B  dann 


\'-*h*         «■      ■■     <!■    fal»rf 


*)  In  dieser  Abban^lurig  p.  fö.  beweiiet  Etiler  an<;h  d6it  Salt  roitt 
Tiereclc,  „dass  die  Samme  der  Quadrate  der  Tier  Seiten  der  Sarame 
der  Quadrate  der  beiden  Diagon&len  plus  dem  Yierfacben  Quadrate  der 
Akt  Mlktflt^Mikle  der  Diagenalen  Torlnadeliden  Geraden  gleicb  i<l"f  naA 
1»0seicluiet  diesen  Sata  al«  ^in  y,  tbeorenia^  attsqüan  tfdhiia  na^ae  yfo^ 
Ulxin  aeqna  domoatttatuiik*'  Dieser  Satz  ist  aUa  Mn^  £rfioda|ig*  E fix- 
ier'«»  irie  auch  s«.  B.  Herr  Professor  Knase  in  sfiaem  LehrbaeJ^^ 
der  Geometrie.  Till.  1.  Jena  1B42.  S.  SSL  bemerkt.  Er  yerweiset 
deslkälb  abe^  auf  die  weit  spdterea  Nera  Aeta.  Petvep^  1.  49^,  da 
doNSliderSaCiaobaDlif'den  KovIsCaoiatentarlis.  T«  I.  t7M^f»di4 
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noch  TOD  £  M^JfB^U^  'V^^petOOM  EK,  ^«otMitelr  bekanotlicb 
die  äbnlicben  Dreiecke  AEK  and  BEK  eniMehen,  90  erbellet 
auf  der  Stelle  aacb  die  AehDlicbkeit  der  Ü'reieciie'AtHt  ünißDJ^t 
und  es  ist  also  .    - 

HCiAC=BD%JD^   ... 
folglicb 

BCxJD  =  ACxBD  =  AC^. 

Weil  DUO  AC  der  Sebne  des  Quidranten  gleicb  Ist»  so  ist  offenbar 

.      AC^viXAB^ii: 
also  . 

aikr    ''■''■ 


i     i 


'  I     I 


» <   I 


2HCxJD^C£ß. 
Nan  ist  aber 

HC:AF=zCD:FG, 

JDtBOitzCD:PO\ 


abo 


oder 


BCxJD:AFxBG=CDß:FG^ 


2BCxJD;2AF><ßG^CaP;FG», 

folglich 

24FxBG,=^FG^.    '  \    ■  "'• 
Nun  ist  aber  ,!     m^jh  , 

AG  +  BF^ABi^FG, 
also,   vvann  man- qnadrkt: 

folglicb  nach  dem  Vorhergehenden:  ; 

AG^+BF^  +  ^AGxBF^AB^i'Uf'XAG+iABxFG 
und 
AGxBF=(AF^FG)(BG+FG)=^AFxBG^BGxFG-t-AGxFG 

alao 


.      «. 
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2AGxBFsi  2AFXB<S  +  'iARxFß, 

üpd  folglich  D|u:h  dem  Obigen  offenbar 

AG^  +  ßF^=AB^. 
wie  bewiesen  werden  eollte. 


•  •    •  ••    m. .   • 

Einige   BeraertcaBgen   Aber   das   ebene   Dreieck. 

Die  Seiten  und  deren  Gegenwinicel  eines  beliebigen  ebenen 
Dreiecks  ABC  wollen  wir  wie  geidihnlicb  dnrch.ct,  6,  e  und 
A,  Bt  C  bezeichnen.  Von  einem  beliebigen  Punkte  O  in  Jer 
Ebene  dieses  Dreiecks  ziehen  wir  nach  A,  B,  C  die  Linien 
XfyyZ  und  fallen  auf  die  Seiten  a,  ö,  c  Perpendikel»  welche 
letzteren  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden  mugen»  jenach- 
dem  sie  von  den  betreffenden  Seiten  an  nach  dem  ioneren  oder 
äusseren  Räume  des  Dreiecks  hin  liegen,  und,  mit  Rucksicht 
hierauf,  respective  durch  t«,  «,  tv  bezeichnet  werden  sollen.  Dann 
fiberzeugt  man  sich  sehr  leicht  von  der  allgemeinen  Richtigkeit 
der  folgenden  Gleichungen: 

j?*  sin  2<^ = ü*  +  w*  +  2»ti>  cos  J , 
y«sin  J8«= »a+u«  +2feuco8By 
z^sin  C^=:u^  +  v^  +  2ut>  cos  C. 

Ffihrt  man  nun  aber  für  cosA,  cosB,  cosC  ihre  bekannten  Ans- 
drficke  durch  die  Seiten  a,  6,  c  des  Dreiecks  ein,  so  erh&lt  man 
nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

bex^ 8in A^=^(bw  +  cv)  (aa+6e+cie)  —  «(crtw+Änw+ctet)» 
cay*sinÄ*=(ctt  +  fltc)(att+6t?+ctr)-^*(awo  +  Ätott+«wr), 

also,  wenn  man 

iAssäu+bv  +  €u/  ^'=zavw+bwu-t^cuv 

setzt,  wo  A  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  bezeichnet: 

*    '  lbex^sinA^—(bw+cv)A—aA', 

icay^sAnB^=:(M^atBi)A^bA\ 
ia6z*sin  C^^(av+bu)  A-^cA'. 


Misceiien,  ]J9 

SaM  man 


00  wird: 


^='*U'- 


_*->«>•'*£. 


i6cxUmA'=6cJJ'  —  ^nJ—aJ', 

a 


CO 

ieay*  sin  B^^zeaJJ"  —  -r-  ©^  —  ft^' 


■  •  i  • 


oder 


labtUinC^:=ab//J^—^tcJ^cJ'; 


•  •         4 


iabcx^8\nA^=:abcJJ''''beuJ--a'*J\ 

•  •   >      "  .   ■  » 

iabci^  Bin  C"  =  abcJJ"  —  abtoJ'^0f^]d'. 

Ferner  finflet  man  leicht: 

tcary*  sin  Ä« = Idfz/'  ^  6  (r^^'  +  «,tt^ , 
i^bioz^  sin  (?• = ^J* — c(w-^' + 11»^ . 

•   *  ■ 

Estetaber    di»'^=^,    8iBÄ=^,    «InCis:?*?, 
also: 

fcraer: 

— "jj—  =siabeAJ^^QbtoA^i^J'\ 
und:  ••<» 

•  2irz>^P 

^♦1^  <»  .  »'"•-"ll-'lf'fl.^rn 
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oder: 


1  f' 


Also  ist  offenbar: 

aitt:»+6V  +  cw2*=  |^  {6^^' -(2-^^' +2^^'))» 

folglich 

aujfl  +  ftcjf* + et»*'  =  abc-^f 

welche  Relation  wohl  einige  .Beachtung  verdienen  dSrfte. 
Nach  dem  Obigen  hat  man  die  Gleichungen: 

2z«^  =  «***(«  +iy  ^-abc/t' ; 

also,    wenn  man  je  «vviet  4ieser  ^GleidiQngeB  V0n  einander  sob- 
trahirt: 

folglich y  wie  man  leicht  findet: 

^ + ^ +- — JA ='' 

I 

■    .    ... 

oder 

a«  +  "Ji  +  c»  — •* 


»     >     > 


was  ebenialls  eintf  hemerkensWerthe  Relatiott.4st. 
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Uurcfa  Addition  dar  drei  obigen  Gleichungen  erhilt-  mmc 


«       -       -•-,..,,* 


•      "TS^     T     A»     +     <j» 

Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt  auch 


oder 


^--     V      2(a:«^y>) 


t  &  (fno  +  er)  —  a(cM  +  atr)  je 

i7  = 


oder 


2(;r«-y«) 


((fe* — o*)««>4-  c(6e — at<))e 


Weil  010=84^ — an  — 6r  ist,  so  wird: 

^-  2(a:«-y«) 

also 

(6* — fl*)^  —  <i6c(ttcos  il  — «cos  B) 
^sir  — — Ä z » 

■ .  ■,•■•.  1^     ' 

und  folglich: 

__  ahc  (ti  cos  A  —  V  cos  ^ 

oder  '     .'»-.-. 


1'  » 


a6c  (bdos  i4 -^e  cos  A) 


<  •  1 


--(6^a)(6+ii)- (:r-y)(a?  +  y)' 

Wer  Vergofigeo  an  '  dergiek^hen  Dingen  findet,  kann  mitlelst 
des  Obigen  leicht  mehr  finden;  gelegentlich  Fon  mir  gefanden» 
werden   sie  hier  jii|r  mitgetheilt». -um  Vielleicht   gelegeiitHeh   aa 

Uebangen  för  Schdier  benutzt  zu  werden/ 

t        •     »  ■  I 

•       •    »  '  I  • 

Ffir  den  Mittelpunkt  des  uro  das  Dreieck  bescliriebenen  Krel- 
ees  ist  j:=ys9^^'al^o>iiach  dem  Obigen«  wenn  d^  Kflrze  wegen 


,1*       ,      e  w 


8* 


gesetiAj  win|(t. 


^•(f)'  +  nf)  -  fl*(w' + 1*0  =5.0, 
c*<nr'+ji/)-r6*(u:+»0=0, 

fl»(ti'  +  r')-c«(»'+tr')=0; 


oder : 


aV  -  6V  +  (a«  -  6«)  w'  =0, 
(6«-ri«)t«:  f  6M  -  c«to'  =0, 
aV  —  (c*— a«)r'— c«tt/=0; 

woraus  sogleich  durch   Addition  und .  Snbtraction : 

(c«+ a*—  6«)  u'  -  (Ä«+  c« -  II«) v'  =  0, 
(a*>Ä«-c«)i«'  — (6«+c«-a«)w'=0; 


also 


♦     \ 


erhalten  wird.    INtut  ist- aber.. 

also: 

**  ""««(A^+c?«— /i«)  +  6«(c«+aa— 6«)+c*(a*+6«-.cR' 

oder: 

,_ 2(W^>-c«*-fl«)2r 

Aehnliche  Ausdrucke  kann  niaiMiatärlieh  anch  filr  r'.und  w'  erhalten. 

Für  den  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses M(t<F=^v?=^»  al^o  n«idi . dm  Obigen : 


t 


Nunjst  abe^  in,  diesem  VMp  nftch  dem,  Ql^igeii^:. 

also,  wenn  man  diese  Apsdrfioke  in  dte  vorstehende  Gleichung 
einfiihrt,    und  aufhebt »    was  sich  aufheben  lässt: 


metitm  m 


l 


.        •         .  •  s  •.. 

wai9  m^n  auch  leicht  auf  andere  Art  finden  kann. 

..       '      .  ■  '         '    ' 

Weitere  Betrachtungen  Aber  diesen  Gegenstand  M^rfaisse  ich 


dbm  beser. 


•  1  < 


I  H  I  I  —  I. 


»*'■     n' :     '  . 


Schreiben  dee  Herrn  Dr.   W.  Stammer,,  ovApntUch^D  L^hiieM  fia.drK, 
Realschule  xn  Dösseldorf  an  den  Heranegeber. 


i»i    <         •    .     i  - 


Ici^,qiehAi^.ii4ir.die  F^eiheHn  IhMi^iMemU  einige.  Bunimlciwi 
gen  ZV  übersenden»  zu  wejchep  micb,zi«iei  Aufsjltze  |n  Ihjem  sehr 
gesch&tzten  ,/AYchlv  fifr  Mkth'eniatik  und  Physik^'  veranlasst  haben. 
Obgleich  ich,  mir  weder,  einbilde»  dasst auf  dieselben  eiA.gress^f 
Gewicht  zu  f^gen  isei,  noch  däss  sie  nicht  aücb  Andern  aafge- 
stpssejh  seien  »so  dQrften  siet  d^no^cblbier  Beachtivigvnlpiit  Hfilß<f 
unwerth  erscheinen. 

L    Iiq  ersten  Hefte  des  24,  Theilsibefindet  sich  Seite^  112.  ,eip', 
ßewei«  fOr  den  S^tz.  von  den  Rantenwin^eln  einer  kOrj^pIlchen.^ 
Ecke«  welcher  zwar  ftir  die  ipeift^n  Päl)e  ausreicbtAiin  ipai^cben 
aber  nicht/icbtig  ist.  Es  H  nüfnlicli  die l/ng|eichbieit  AÖ''B>AOB. 
nur  dann  i  min  er  richtig, ,  wenn  keiner  der,  beiden  i  Winkel .- Q'^jß. 
und,0'^^  stumpf  ist«  wie  man, sich  leicht, überzeugen JcaiHi»,wenjni 
man  die  Ebeye.  40/^  ir^  die  Ebenem,  in  iiielcber  0*  liegte,,  unjg^- 
Icgt  denkt,   E#>  nadsste  also, erst  bewiesen  werden,  dass.maa.iq.. 
jeder  Eckß  di^  Linie  00'-  so  ziehen  k^nn,  d^ss  f&r  eine^auf.ihri 
senkrechte  Ebene  s$)nmtljcbe  Winkel  O^Aßu  0'B4  spitze. sind.., 
Und  dieser  beweis,  di^rdann  eine  neaa  Bedingung  zur  Construi-.* 
rungder  Lmie  0,0^  nach  sicb.fiihrep  rmflsste^.wflrde  den  Beweis* 
des  Qerrn  «St^rm.sehr•cpn)plizirt^macbeil  und  ihm  das  Verdienst 
der  Einfachheit  rauben.  ,  • 

E^.fiSiiirte  mick;dies»  Bcmeriungi -afr;  einer  gtrnnetrischen'iAnf*  • 
gabe^  die  nfe  bis  jetitinoch  nkht)b«l;snnfc'war,inänlloh!  »^Ceber.' 
eioeff  gegebenen -Grundlinie  ili9.ein<  Dreieck'  zu  censtruireoi  desSeoi 
Spitze  aiif  einer  gegebenien«  Grerad*n  C£>  liegt: und  dbsseD  Win«- 
kel  an  der? Spitze  ein  IlUxiniiim  sei.'^  Zur.ConsIructloa-deeDffei«^ 
ecks  hat  man^imir  *su  beacbtenv  da^s  daaSpiÜe  auf  dem 'Umkreise«! 
des«ikleiins4ein^Kteiseft  liegen  niuss,  der  dvrch  A.  und^jS^gelegti- 
werden  kann,  d.h.  des  Kreises,  welcher  CD  berdbatj'.  Mas  hal-' 
alsp  nur  den  Kreis  zu  suchen ,  der  durch  A  und  B  seht  und«  CD 
beifihrt,  eine  Aufgabe,  die  so  elegant, durch,  diei, Lehre  ven  den.r 
Potev^P  im  Kreise  geldst  wird. , 


IL  Im  zweiten  H^fte  des  25.  .Theiis  S.:UI4.  >gibt  Herr  Haupt- 
roaoD  Reye^  an}  <A%9ß  man  clurch  Versuchet  gefundeii,  das«  die 
Anzahl  der  Stellen   der  Pßriode  des  Pezimalbruchs, ,  In  den  sich 

der  Bruch   -r  yerwandeln  lässt,  entweder  p  — 1  oder  ein  Theiler 

.f.i  '    -j^Mi^y-  '         .■       ■    :      .".  .•  ••  ■'    . .  •'^•' ;  .   .  .      .;  .'»•  .  .' 

von  p  —  1  ZU  sein  scheine.  Der  Beweis  hierfür  lässt  6i<4)  strfsng 
fifihren,  und  da  mir  die  beiden  von  Ihnen  In  der  Anmerkung  an- 
geführten Werke  nicht  zur  Hand  sind»  so  dass  Ich  nicht  nach- 
sehen kann^  ob  derselbe  sich  dort  befindet,  so  wage  Ich  es,  Ihnen 
meinen  ßieweis  mltzutheilen : ' 

Es  sei  der  periodische  Dezimalbruch  0»  aAc....aftc,  wo o: die 
Aftüuihl  dfir  Stellet!  der  Perlode/  in^ 'eineii  gewöhnlichen  Brikh  zu 

verwandeln;  bezeichnet  ^  diesen  Bruch,  so  erhält  man  bekannt- 

lieh.,  -  .  10*  —  abc  .....=  -r- :    daher.    -  (10*  —  1)  ?=  abc ....,  oder» 

W^V^ii'  Wir   —  auf  Äetne  Kleinste' Benennung  bringen',    — (10*  — 1) 

=.a6c,.^..    Neh;nen  wir.  nqr  dep  Fall,    wo  p  eine  Primzahl,   so 
f&Ifgt  hieraus' die  Con^r.uen^'  10*^1  (modp).  '  Öer  kleinste  Werth 
vbn'.o;^  welcher  fieser  Co^^gr^enz  genSgt,   erfüllt  auch. die  Bedip-^ 
gjang'der  .AufJ^a'be,  denn  er  macht  abc .....  zu  einer  ganzen  Zählt 
Alle  ,&brig^n  /Wertlye  '^ber  sind  nur  Vielfache  des  kleinisten  l^er-  ' 
the6  (wie' sl|bh' leicht  beweisen  lässÖ»    wQrden  .ieilso  Penode,n  Ije- 
förh,  wel^h^!'(lle  gefundene  .Periode  mebrerenial  enthietten.    Die 
aufgÜ^elfte  Congrpenz  aber  wirif  befriedigt  n.'ur' durch  ^=:jp,---I 
oder  'därch'gWisse,  hoch  naher  zu  bestimmende  Tl^eiler  von  a:^ 
Üäraü^' folgt,  dass'ili'c/f^eno^e  jedenfalls  p — 1  i^iell^en  ha- 
ben "müs's,'^  wenn   lÖ/einiß    primitive   Wurzel   zu  p.  Ut» 
Indem  jch  dlei^en  Satz  pruße  durch  V^rgleichiin^  der  Im  angc^fohr- 
tön  Aufsätze  qiitgeth.eilten  Tabelle  über  die  Anzahl  dar  Dezt^al-, 
stellen  Äf  p=:3  h\sp  =  \A^  mit  den  Tafelif  d^r  primitiven  "Wur-,' 
zeln,  die  ich  in  Serret:    Alg^bre  sup^rieure  (II.  Ed'it  pl340.) 
uffid  1nii'46;  Bande  destOrelle'seben  Journals  für:  Mathe ro. 
(S^>55i>.besi4bkev  : fand  ich  allerdlngis' denselben    in   oMger!  Forhi 
yollkoinmea  bestätigt;    die  Umkehruhg,  dass  nämlich  nur  in  die«" 
sera  Falle  die  Periode  y-^^1  iS<ellien  haben  kannte,   findet  niehf:' 
allgctfietW  statt y  näfnlicli  nichtnir  p=7,  das  nicht  10  .untei^^sdincifi ' 
pnimitliien 'Wurzeln. habien  kann,  insofern  10>7;  aber  lOsd(niodt)  ' 
und  >  3  ist  primitive  Wvrzel.    Fflr  atleübrlgen  Primzahlen  gilt' aber  ^ 
die  XJ«kehnfn^.      '  '     *    •  '    .'   -   \    a\  .'      ■••;.•.■' 

^'  1>ieseri'Gegenstand  weiter  zu  untersuchen,  ist  mir  augehblick- 
litih'nlctt  lüOglibh'^'da  mich  meine  Berufspflichten  zu  sehr  in  An-" 
Spruch  nehmen ;  doch  hoffe  ich  ihn  bald*  wieder  aufnehmen  zu  kon'neto. ' 
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Zur  Creechichte  des  Streites  über  den  ersten  Entdecker 
der  Differentialrechnung,  nebst  einigen  Bemerkungen 
über  die  Schrift:  ^^Die  Principien  der  höheren  Ana- 
lysis  in  ihrer  Entwickelung  von  Leibniz  bis  auf  La- 
grange, als  dn  historisch -kritischer  Beitrag  zur  6e- 
sdttchte  der  Mathematik  dargestellt  von  Dr.  Hermann 

Weissenborn.    Halle  1856/' 

Von 

Herrn  Dr.  C.  J.  Gerhardt 

%VL  Uerlin. 


Bekanntlich  wurde  der  Streit  über  den  ersten  Entdecker  der 
Differentialrechoong  zuerst  angeregt  im  Jahre  1699  durch  Fatio 
de  Dui liier,  einen  Schweizer«  der  seit  dem  Jahre  1691  in  Lon- 
don lebte.  Fatio  war  kein  unbedeutender  Mathematiker»  er  war 
Hitglied  der  Königlichen  Societfit  in  London  und  stand  in  Cor« 
respondenz  mit  Hugens*).  Aus  seinen  Briefen ,  die  er  von  Lon- 
don ans  an  den  letzteren  richtete,  geht  hervor,  dass  dieser  Angriff 
im  Stillen  längst  vorbereitet  war.  Ob  er  die  Billigung  Newton'9 
hatte,  lässt  sich  nicht  ermitteln;  indess  das  geht  mit  Sicherheit 
ans  Fatio's  Correspondenz  mit  Rügens  hervor,  dass  Newton 
ihm  Einsicht   in  seine  Papiere  gestattet  hatte«    Demnach  meinte 


•)  FatioU  Corretpondeni  mit  Hugeos  findet  sich  in:  Ch.  Hu« 
geati  alioranqQe  •eeoli  XTIl  ▼iroram  oelebriom  eiercitatioBet  matfae- 
naticae  et  philoeophicae ,  ed,  Uylenbroecki  Big*  Goau  ISIS.  Fase.  IL 
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Fatio^  dass  Newton  uobestnUen  der  erste  Erfinder  der  neuen 
Analysis  sei»  und  dass  weiter  zu  entscheiden  wäre»  was  Leib- 
niz»  als  zweiter  Erfinder»  von  dem  ersten  entlehnt  hätte.  Durch 
diese  unbegründeten  Beschuldigungen  musste  Leibniz  sich  um 
80  mehr  verletzt  fühlen»  als  er,  wie  aus  seinem  Briefwechsel  mit 
Wallis  hervorgeht,  im  Vertrauen  auf  die  Gerechtigkeit  seiner 
Sache  und  reinen  Gewissens  willig  die  Herausgabe  seiner  Cor- 
respondenz  mit  Newton  gestattet  hatte,  die  Wallis  zu  veröf- 
fentlichen beabsichtigte.  Da  Fatio  zu  den  Mitgliedern  der  Kö- 
niglichen Societät  in  London  geborte,  so  nahm  Leibniz  im  ersten 
Augenblicke  an»  es  sei  das,  was  Fatio  gegen  ihn  geschrieben, 
mit  Genehmigung  der  Societät  geschehen,  und  er  forderte  in  sei- 
nen, im  Jahre  1099  an  Wallis  gerichteten,  noch  ungedruckten 
Briefen  den  letzteren  auf,  seine  Rechte  wahrzunehmen.  E^n 
Sciireiben  des  Secretäre  der  Societät,  Sloane,  belehrte  iho»  das« 
seine  Annahme  in  Bezug  auf  irgend  welche  Betheiligung  der 
Societät  bei  diesem  Angriff  Fatio's  unbegrfindet  sei;  in  Fol^ 
dessen  beruhigte  er  sich  und  die  Sache  kam  in  Vergessenheit. 

Im  Jahre  1708  wurden  von  Keill  die  Angriffe  g«^en  Leib* 
niz  erneuert;  daes  Leibniz  ein  Plagiarlus  eei»  wurde  fast  direkt 
ausgesprochen.     Leibniz  hatte,  da  Wallis  im  Jahre  1703  ge- 
storben  war»  in  England  Niemanden,  der  seine  Rechte  wahrneh- 
men konnte ;  er  beklagte  sich  deshalb  unmittelbar  bei  der  König- 
lichen Societät    DilB  Folge  davon  war,  dass  von  Seiten  der  letzteren 
eine  Gommission  ernannt  wurde,  um  die  betreffenden  Papiere  zu 
untersuchen.    Der  Bericht  derselben  erschien  im  Jahre  1712  unter 
dem  Titel:  „Commercium  epistolicum  D.  JoannisCollins  et 
aliorum  de  Analysl  promota,  jussu  Societatis  Regiae  in 
lucemeditum.''    Da  dieser  Bericht,  so  wie  die  Auswahl  der  ihn 
begleitenden  Aktenstücke  lediglich  das  Werk  der  einen  Parthel  war» 
so  konnte  er  unmSglich  als   eine  endgillttge  Entscheidung  in  der 
Sache  betrachtet  werden ;    dies  fßhite  auch  die  Königliche  Socie- 
tät und  sie  erklärte  im  Jahre  1715»    dass  sie  nicht  die  Absicht 
gehabt  hätte,  über  die  Streitfrage  ein  Urtheil  zu  Rillen,  es  stehe 
vielmehr  Jedermann  frei,  auf  Grund  der  betreffenden  Aktenstucke 
eine  Meinung  sich  zu  bilden.     Leibniz   starb  gegen  Ende  des 
Jahres  1716;   indess  sein  Tod  versöhnte  die  Leidenschaften  der 
Gegenparthei  nicht.  Da  das  Commercium  epistolicum  nur  in  we- 
nigen Exemplaren  gedruckt  war,   weshalb   auch  gegenwärtig  die 
erste  Ausgabe  von  1712  sehr  selten  ist,  so  wurde  im  Jahre  1722 
eine  neue  Ausgabe  veranstaltet,  vermehrt  mit  einer  Vorrede:    »»Ad 
lectorem'S  und  mit  einer  „Recensio  libri'%  um  den  Leser  auf 
den  rechten  Standpunkt  an  stellen»  von  dem  aus  die  Schrift  zu  beur* 


Sntde^ker  4»r  DUrfrefOfnlreekti. ,  neHt  eMffen  BemerkuMffm  e/c,  ]  37 

Itetlo»  i«i$  nmtmetitfü  votemcbeidet  steh  diese  2wei4#  Ausgab» 
FOD  d«r  «wten  doreb  eioe  Menge  Varianten,  ^  aiaiintKcfo  sum 
Nacbtbeile  Leibniaens  gemacht  sind.  Es  ist  fs  ganz  neuester 
Zeit  festgestdltpdass  die  Vorrede:  Ad  lectorem  ond  dieRecen* 
sie  libri  enWerlcNewton'sslnd»  und  es  ist  mebr  als  vrahrsobelii* 
lieb»  dass  aocb  die  erste  Ausgabe  des  Commereitun  epistollcvn 
orteifuniiiittelbarerBetheUigiingMewtoa's reranstaitet  wurde (s. o.). 

In  Deutschland  trat  Keiner  auf,  der  nach  dem  Tode  Leib* 
nizens  seine  Rechte  zu  vertheidigen  nnternahm;  Job.  .fier* 
noalli,  der  ihm  bei  Lebzeiten  getreu  zur  Seite  stand »  war  ans* 
ser  Stande y  da  Leibnizens  Papiere  ihm  nicht  zur  Hand  waren, 
und  er  konnte  dem  Streite  nur  eine  solche  Wendung  geben ,  dass 
er  die  Ueberlegenheit  der  Lei bni zischen  Analysis  den  Englän- 
dern fühlbar  machte,  insofern  er  Probleme  vorlegte,  die  sie  nicht 
zu  lusen  Termochteo ^).  Der  eigentliche  Streitpunkt,  ob  Leib- 
niz  als  selbstständiger  Erfinder  zu  betrachten  sei  oder  ob  er  irgend 
etwas  von  Newton  entlehnt  habe,  blieb  unerledigt. 

EndKcfa  nach  Verlanf  eines  Jahrhunderts  unfernahm  es  erff 
framllslseher  Gelehrter,  der  gegen wSrtige  Nestor  der  fVanzSsischen 
Matheroaüker  and  Physiker,  J.  B.  Biot,  in  dem  Leben  New«* 
ton's,  das  er  filr  Michaud's  „Biographie  nniverselle''  re-^ 
digirfe,  die  Streitfrage  über  den  ersten  Entdecker  derDifferentiafrecfa- 
Dong  naefa  den  bis  dahin  gedruckten  Aktenstücken  einer  neuen  Prfifbng 
m  naterwerfen,  and  es  kann  nicht  gefSugnet  werden,  der  franzo« 
sische  Gelehrte  Ist  wacker  Ar  den  deutschen  Mathematiker  \ik 
die  Schranken  getreten.  Durch  eine  scharfe  Anafyse  der  Akten- 
stficke  zeigte  er,  dass  daraus  nicht  das  Geringste,  was  gegew 
Leibnix  sptäche,  gefbigert  werden  kannte;  aussercfem  aber  ht" 
hauptete  er  noch,  dass  die  zweite  Ausgabe  des  CommerciutA' 
epistolicum,  und  besonders  die  Vorrede :  Ad  lectorem,  so  wte^ 
die  „Recensio  libri**  unter  unmittelbarer  TheilnahroeNew^ton 's 
odertlelmelrrron  ihm  selbst  rerfasst  seien.  Bald  darauf,  im  Jabte 
1831,  erschren  die  Schrift:  „The  life  of  Sir  Isaac  Newton^ 
by  David  Brewster**,  in  welcher  die  Streitfrage  ganz  so  ent-- 
adiieden  wurde,  wie  es  von  Seiten  der  Herausgeber  des  „Com* 
merclam  epistolicom''  geschehen  war;  die  Verdächt^il^en 
Leibnizens  wurden  darin  wiederholt  unddieBehanptungenBiot's 
in  Bezsüg  auf  Newton's  Betheilignng  an  derRedaction  des  Com«« 
merciam  epistolicum  als  unbegründet  zurückgewiesen.  ladess 
Biet,  der  einen  grossen   Theil   seines  langen  Lebens  avrf  6$» 


^y  B««'*ot,  Geifchidite  der  Mathematik,  fibers.  f on  Relnre«.  TbelFl. 
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Stadiom  der  Arbeiteo  Newton's  verwandt  bat,  hat  niebt  gOTvM^ 
sieb  Gewisabeit  bhisicbtlicb  seiner  Bebauptnngen  zv  veFBcbafea ; 
mit  Hfilfe  der  Herren  Libri,  der  cur  Zeit  in  Lenden  lebt,  imd 
de  Morgan»  der  sieb  namentlich  mit  hiatoriscb-mathematlachefi 
Studien  bescbftftigt,  ist  es  gelungen,  das,  was  er  behauptet,  bis 
Eur  Evidenz  za  beweisen.  Newton  ist  der  Verfasser  der  Vor» 
rede:  Ad  lectorem,'der  Recensio  libri  und  der  Variantminder 
zweiten  Ausgabe  des  Commercium  epistolicum;  diese Thatsaehe 
hat  Brewster  nach  Einsicht  der  Papiere  Newton's,  die  neb 
gegenwftrtig  im  Besitze  der  Grafen  von  Portsmonth  befinden, 
in  seinem  grosseren  Vl^erlce  über  Newton:  „Memoirs  of  tbe  life, 
writingSy  and  discoveries  of  sir  Isaac  Newton,  Edin* 
burgh  18SS.  II.  vol/'  bestätigt  —  Um  Alles  das,  was  im  Auslande 
über  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  geschehen  ist,  hier  zusam* 
menzustellen,  bemerke  ich  noch  Folgendes.  Dohekannt  mit  den  neue- 
sten Arbeiten  Aber  Leibniz,  die  in  den  letzten  Jahren  in  Deutsch- 
land erschienen  sind,  hat  Biet  in  Verbindung  mit  seinen 
Schwiegersöhne  Lefort,  Ingenieur  en  chef  des  ponts  et  des 
ebauss^es,  eine  Vergleicbung  der  beiden  Ausgaben  des  Commer- 
cium epistolicum  und  einen  Wiederabdruck  desselben,  vermebft 
mit  neuen  AktenstQcken,  die  unterdess  verCffentlicbt  sind,  veran- 
staltet. Das  Werk  ist  in  diesem  Jahre  erschienen.  Aller  Wahr- 
scheinlichkeit nach  wird  es  In  Deutschland  nicht  sehr  bekannt 
werden*  Der  Verfasser  gegenwärtiger  Zellen,  der  während  sei* 
nes  Aufenthaltes  in  Paris  den  Herren  Biet  und  Lefort  versehi^ 
dene  Hittheilungen  in  Bezug  auf  Leibniz  gemacht  hat,  bat  ven 
Seiten  des  französischen  Ministeriums  ein  Ezemplar  zum  (»escbenlE 
erhalten;  es  hat  den  Titel :  „Commercium  epistolicum  J.Col- 
lins  et  aliorum  de  Analysi  promota,  on  Correspondance 
de  J.  Coliins  et  d'autres  savants  cdldbres  du  XVII'  sieele 
relative  k  TAnalyse  sup^rieure,  r^lmprim^e  sur  l'i^di- 
tion  originale  de  1712  avec  rindication  des  vartantes 
de  l'^dition  de  1722,  compl^t^e  par  une  coliectioa  de 
piöces  justificatives  et  de  documents,  et  publice  par 
J.  B.  Biet  et  F.  Lefort,  Paris  18ö6.    i." 

Indess  alle  die  Aktenstucke,  die  bisher  die  Grundlage  zur 
Rechtfertigung  Leibnizens  bildeten,  waren,  wie  schon  bemerkt, 
aus  den  Händen  seiner  Gegner  hervorgegangen;  der  Plan  Leib- 
nizens, dem  Commercium  epistolicum  ein  anderes  mit  Hflife 
seiner  Manuscripte  entgegenzustellen,  war  durch  seinen  Tod  ver- 
eitelt worden.  Der  direkte  Beweis,  dass  Leibniz  selbstständig 
die  Entdecirang  der  höheren  Analysis  gemacht,  fehlte  noch  immer. 
Der  Verfasser  dieser  Zeilen  hat  die  in  der  That  riesige  Arbeit 
nicht  gescheut,  die  mathematischen  Manuscripte  Leibnizens» 
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die  «nf  der  KtoiglicbeB  Bibliothek  io  HaonoTtr  tu  grfiseter  Voll* 
etiodigkeit  ood  In  demeelbeo  Zustande,  in  wekhem  man  aie  m« 
■üttelber  nach  dem  Tode  Leibnizena  dahin  brachte,  d«  h.  io 
der  groasten  Unordnung»  wie  er  so  oft  erwähnt,  aufbewahrt  wur* 
den»  zu  ordnen  und  einer  genauen  Prüfung  zu  unterwerfen,  um 
«eht  allein  die  Manuscripte  herauazufinden,  aua  denen  hervorgeht, 
wie  Leibnia  auf  die  höhere  Aoalysia  gekommen,  sondern  auch, 
«m  endlich  einmal  eine  vollstfindige  Ausgabe  aller  mathematischen 
Sckiften  Leibnizens,  wie  er  es  gewiss  verdient,  zu  Stande  zu 
bringeo.  Die  Untersuchung  der  Leibni  zischen  Manuscripte  ist 
insofern  mit  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten  verknfipft,  als 
Leibniz  die  Gewohnheit  hatte,  jedes  Wort,  das  er  dachte,  auf« 
zusehreiben,  wie  ea  auch  seine  keineswegs  zur  VerOiFentlichung 
bestimmten  Manuscripte  beweisen,  die  in  den  letzten  Jahren  an'a 
TagesUeht  gezogen  worden,  um  sein  Kocht  auf  die  selbatstindige 
Entdeckung  der  höheren  Analysis  darzuthun*  Uasa  demnach  da- 
rin Vielen  sich  findet,  waa  weggeblieben  sein  wfirde,  wenn  er 
sie  zur  Veroifentlicbnng  ausgearbeitet  hätte,  liegt  anf  der  Hand; 
zugleich  iat  aber  auch  ebenso  klar,  dass  bei  einer  Beurtheilung 
denselben  darauf  nothwendig  Rücksicht  genommen  werden  muas. 
1b  Bezug  auf  Newton  hat  man  sich,  wie  es  scheint,  wohl  ge- 
hütet, ein  Gleiches  zu  thun;  es  liegt  zur  Beurtheilung  der  Ge- 
schichte der  Fluzionsrechnung  nur  daa  vor,  was  entweder  New- 
ton  aelbst  veröffentlicht  oder  was  (ast  vollständig  ausgearbeitet 
und  zur  Veröffentlichung  bestimmt  unter  seinen  Papieren  sich 
verÜRsd« 

Zunächst  sei  es  erlaubt,  Inirz  zu  bemerken,  was  unter  „Ent* 
deckung  der  höheren  Analysis^'  zu  verstehen  ist  Ohnstreitig 
gebahrt  demjenigen  die  Ehre  der  Entdeckung,  der  einmal  eine  all* 
gemein  anwendbare  Bezeichnung  oder  einen  Algorithmus  flir  den 
Begriff  des  Stetigen  fand ,  um  ihn  in  die  Rechnung  einfOhren  zu 
können,  und  der  zugleich  zweitens  die  Rechnungsregeln  anbtellte, 
welche  diese  Bezeichnung  des  Begriib  des  Stetigen  zur  Folge 
hatte.  Was  das  Erstere  betrifft,  so  gebt  aus  Leibnizens  Ma- 
nuscripten  unbestritten  hervor,  und  selbst  eine  Leibniz  nicht 
gerade  günstige  Critik*)  hat  es  zugestanden,  dass  Leibniz  sei- 
nen Algorithmus,  auf  den  J»  damals  Alles  ankam» 
durchaus  selbstständig  und  unabhängig  fand.  Hinsicht- 
lich des  Zweiten,  der  AuCstellung  der  Rechnungsregeln,  hat  die« 
selbe  Critik  nicht  dargethan,  wodurch  Leibniz  in  der  Erfindung 
derselben  gefordert  worden.  Sie  sind  mithin  ebenfalls  sein  Werk> 
und  zwar  bat  er  sie  selbstständig  gefunden.    Woher  hätte  er  sie 


•)  Hr.  Weisaenbofs,  Die  Prbdpiea  äer  h5betea  Aaaljsie,  S.84ff. 
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aucb  nebroen  «oNent  In  Newton's  „ An&lysU  per  aequatione* 
namero  terfiilnorttm  iofinitas*^  finden  sieh  dergleichen »ieht  — 
Es  ist  noch  flbrig,  zu  sehen,  was  L  e  i  b  n  i  z  unter  „  D  i  f  f  e  r  e  n  ti  at  *^  ver* 
standen  hat,  und  in  diesem  Punicte  ist  die  mehrfach  genannte 
Crltik  gewaltig  mit  ihm  umgesprungen.  In  das  Einzelne  einzu- 
gehen ^  ist  hier  nicht  der  Ort  und  wGrde  zu  weit  fähren;  es  sei 
Bur  bemerkt,  dass  einzelne  AusdrGcke,  die  Leibniz  gebraucht, 
dasB  er  z.  B.  von  Bewegung  bei  der  Beschreibung  von  Ctir- 
▼en  spricht,  oder  dass  er  sich  des  Ausdruckes  „incrementa 
momentan ea"  in  seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1^84  bedient, 
als  ausreichend  betrachtet  werden,  um  darzuthun,  dass  Leibntz 
etwas  von  Newton's  Schriften  gekannt  oder  von  Newton' s 
Fluxionsrechnung  gebort  habe.  Indess  nirgends  wird  direkt  ge- 
zeigt, wie  dies  mSglicb  gewesen.  Kurz,  Leibnizens  Schwan- 
ken in  Bezug  auf  die  Auffassung  eines  Differentials  vom  Jahre  1664 
ab  wird  als  genügend  angesehen,  dahin  eine  Entscheidung  zu 
flttlen,  9, dass  sowohl  die  Möglichkeit,  als  auch  ein  gewisser  Grad 
von  Wahrscheinlichkeit  vorhanden  sei,  Leibniz  sei  bei  der 
Ausbildung  seiner  Methode  durch  die  Kenntniss  von  New- 
ton's  Fluxionsrechnung,  mochte  er  sie  durch  Tschirnhaus, 
ans  New  ton's  Briefen  oder  sonst  woher,  denn  der  MOgllefakel* 
ten  bleiben  ja  ausserdem  viele,  kennen  gelernt  haben,  unterstCItet 
worden.'*  Was  heisst  das:  Ausbildung  seiner  Methode? 
Leibniz  hatte  seine  Methode  im  Jahre  1084  fertig  ausgebildet 
Qrid  bis  dahin  wusste  Niemand  etwas  von  Fluxionsrechnung.  Als 
Curiosnm  mag  noch  angeführt  werden,  dass  Beweisstellen  Öfter« 
ans  Buffon's  Vorrede  bu  seiner  Uebersetzung  von  New  ton's 
,,Methodus  fluxionum'*  beigebracht  werden^  obwohl  in  einer  Note 
S.  106.  gesagt  wh-d,  dass  diese  Vorrede  den  Charakter  der  Lei» 
densehaftlichkeit  und  Gehässigkeit  in  hohem  Grade  an  sich  trXgt  *). 
Femer  wird  in  Bezug  auf  Barrow's  Tangentenmethode  erwähnt» 
^^es  mSchte  wenigstens  wahrscheinlich  sein,  dass  di^ 
darin  entwickelte  Methode  des  Cnendlichkleinen  nicht  ohne  Bki* 
flttss  auf  Leibnizens  Theorie  gewesen*'  (S.70.)y  woran  sich  dann 
weiter  der  Schluss  reiht  (S. 71.):  >»«s  daher  wohl  gerechtfer- 
tigt erscheinen,  .wenn  wir  sagen,  dass  sieh  bei  Barrow  die 
Keime  sowohl  der  Fluxionsrechnong,  als  der  Lelbniztsoben 
Differenüalreehnung  finden;  letztere  freSIch  unentwickelter  als  die 


*)  Blon  tue  la  nennt  sie  eine  ,,Pröface  cnrieuse**  und  Bosgat  spricht 
darüber  folgenderioassen :  £n  1740,  Buffon  le  tradnisit  cd  francais, 
et  mit  &  la  t^te  une  pröface  oü  Leibnitz  est  rabaiss^  avec  iin  eicös, 
un  ton  d^cisif,  qui  poorraient  en  imposer  ä  qo^lques  lecteara,  sE  la 
orittqne  te  r^fataic  d*elle-m6me  par  let  erreor«  donC  eile  fourmtlle. 


SntdecMer  am*  ätlffireiHMficän. ,  ned9t  eMgen  Bemerkungen  etc.  Ul 

der  entoD  Methode.  *'  Dabei  wird  $imt  des »  w«s  in  der  »» Enl^ 
deeknng  der  bSherea  Analysis^'  S.  48.  von  Seiten  LeibttiaeDa 
Wp;ebnioht  worden  iet,   mit  keiner  Silbe  erwähnt. 

Im  Interesse  der  Wahrheit  sei  schliesslich  Terstattet,  noch 
Einiges  zu  erwähnen.  Hr.  Dr.  W.  entwickelt  S.  25.  seiner  oben 
genannten  Schrift  die  Grundbegriffe  der  Flnxionsrechnung.  Hier- 
bei macht  er  ein  doppeltes  Versehen «  einmal  dass  er  sagt«  New- 
ton habe  die  Zeitdauer  =:0  gesetst,  und  zweitens  dass  er  in 
der  Note  erwähnt,  ich  hätte  die  Incremente  von  x  und  y  =0 
gesetzt  Das  doppelte  Versehen  besteht  darin,  dass  Hr.  Dr.  W. 
den  Buchstaben  o  für  Null  ansieht.  Newton  hat  nirgends  die  Zeit 
»0  gesetzt,  sondern  sie  stets  als  unitas  betrachtet.  Hr. Dr.  W. 
entwickelt  ferner  den  Begriff  eines  Moments  nach  der  bekannten 
dynamischen  Formel  ii=cf;  dies  stimmt  aber  durchaus  nicht  mit 
dem«  was  Newton  selbst  darüber  sagt,  und  daher  denn  auch  die 
Widersprüche  zwischen  Newton  und  Hrn.  Dr.  W..  Newton  nennt 
ganz  einfach  das  Increment  ßlr  die  Zeiteinheit  „Moment**  und  be- 
zeichnet es  durch  den  Buchstaben  o,  dahflir  dfton  auch  der  Aus* 
AvaA  „Incrementum  momentaneum'S  und  da  die  Incremente 
den  Geschwindigkeiten  proportional,  so  kOnnen  an  die  Stelle  der  In- 
cremente die  Fluzionen  gesetzt  werden.  Die  Ansicht,  dass  die 
Fluzionsrechnung  eine  phoronomische  Grundlage  habe,  Ist  demnach 
nnbegrfindet;  es  ist  lediglich  der  seit  Archimedes  in  der  Geo- 
metrie gebrauchte  Begriff  der  Bewegung,  dessen  Newton  sich 
hier  bedient. 

Inder  „Entdecknng  der  höheren  Analysis'*  S.38.  habe 
ichgesagt,  dass  die  Methode  des  GregoriusaS.  Vinceotio  auf 
Bewegung  beruht.  Dies  wird  von  Hrn.  Dr.  W.  zurückgewiesen, 
nnd  derselbe  behauptet,  dass  der  Grundzug  der  Methode  de« 
GregoriusMultiplication  wäre.  Das  Werk  des  Gregorins;  «»Opus 
geometrieum  quadraturae  circuli  et  sectionum  e.ooi**  ist 
mir  gegenwärtig  nicht  zur  Hand ;  ich  sehe  mich  deshalb  genöthigt; 
anf das  zurückzugehen,  was  Kästner  in  seiner  „Geschichte  der 
Mathematik.  Bd.  $.  S.  221.  ff.*<  davon  erwähnt  Der  alte  Herr  hat 
zwar  als  Mathematiker  zur  Zeit  keine  grosse  Autorität  mehr,  indess  ef 
referirt  in  seiner  curioseo  Weise,  Geschichte  der  Matheniatik  zn 
schreiben,  nach  meiner  Erfahrung  genau.  Da  heisst  es  denn  wurt* 
lieh  S.  232 :  Siebentes  Buch.  Mau  steile  sich  ein  Rechteck  vor» 
dessen  Breite  =6,  Länge  =c;  an  einer  geraden  Linie  ^c  sei 
eine  willkührliche.  ebene  Figur  beschrieben;^  deren  Ebene  werde 
lotbrecht  anf  des  fiechteckes  seine  gesetzt,  dass  ihre  Gränze  =c 
auf  des  Rechteckes  Länge  passt,  und  nun  so  sich  selbst  pand* 


1S3  Tae§0ri:   Zur  ijo§miikmmibmr$tilmm9. 

lel  for^efBbft,  so  beschreibt  sie  einen  KSrper,  dessen  GraniMiehe 
das  Rechteck  ist  Und  anf  S.  235. :  Neunter  Abschnitt  (des  sie- 
benten  Buchs).  Praxis  hajns  llbri,  de  planorom  in  se  docta 
multiplicatione. 


Zur  Logarithmenbereclmiiiig. 


Von 


Herrn  Taegert$ 

Lehrer  am  Gymnatiani  bq  Ceti  Id. 


Die  logarlthmische  Reihe 

/(li:«)  =  db(«  +  ^  +  ^  +  ...)-4(«*+Y +  ?+•)' 

wo  «<1»  gestattet  eine  leichte  Berechnnng,  wenn  f9r  x  ein  mög- 
lichst kleiner  Decimalbruch  gesetzt  wird ;  ist  der  Zähler  desselben 
kleiner  als  100»  so  findet  man  die  Potenzen  desselben  bis  zust 
neunten  und  tbeilweise  noch  weiter  schon  ausgerechnet  im  zwei- 
ten Bande  der  Vega' sehen  Tafeln  (2te  Ausgabe,  die  mir  gerade 
vorliegt»  Seite  140.  undS.  150 — 153.);  um  die  Glieder  der  obigen 
Reihe  zu  finden ,  bedarf  es  demnach  nur  der  leichten  Division 
durch  die  Zahlen  2,  3,  4,  u.  s.  w.  Die  Reihen,  welche  gewohn- 
Bch  als  zur  Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen  der  ersten 
Primzahlen  dienlich  angegeben  werden«  z.B. 

oder 
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scheinen  mir  nicht  recht  geeignet ,  da  die  Berechnung  der  einzel- 
nen Glieder  oder  eines  Aggregates  derselben  Divisionen  mit  gros- 
seren Zahlen  verlangt ,  wodurch  die  Rechnung  Erschwert  wird. 
Es  scheint  zweckmässig»  auch  für  die  LogariÜimen  dieser  Zah- 
len Reihen  anzugeben»   in  denen  x  ein  kleiner  Decimalbruch  ist. 

Begnfigt  man  sich  damit,  die  Logarithmen  bis  auf  ihre  7te 
oder  lOte  Declmalstelle  zu  berechnen»  so  kOnnte  man  folgende 
Glelchangen  mit  Vortheil  gebrauchen: 

4i3-3ö  - /10=  i^)=i(l +gi)= +(^  +  g^ + ^+...) 

~2VJO«+a.io"+5n^+-7' 
iaß-3fl0=/(i+^=+(^+^,+O^+....) 

1/24«  .     24«     .     24«    .     \ 
~  2  \W + 2 .  10»  ■*■  57np«"*'"7* 

Ans  diesen  erhalt  mm,  wenn  man  die  Reihen  zur  Rechten  ram- 
mirt,  AnsdrOcIce  ßr  die  Logarithmen  von  2,  3,  6;  die  beiden  ersten 
Reiben  sind  anch  schon  im  KIfigel' sehen  WOrterbuche  zu  die- 
sem Behnfe  in  Vorschlag  gebracht  worden,  üieselben,  so  wie 
die  dritte»  convei^ren  jedoch  nicht  sehr  stark,  und  sind  also  wohl 
SQ  einer  weiter  gehenden  Berechnung  der  Logarithmen  nicht  sehr 
BO  empfehlen.  Geeigneter  wSre  Tielleicbt  folgendes  System  von 
Gleichungen : 

L  ^=0,99;    IL  "•^,•^^=0,99968;    DI.  ^=0,994; 
IV.  ^=1.007;    V.^«(M)975j    VL  ?:^^=1.0001l5 

t 

2*.6«  —^'^^'^>    *"»•    T*  —pg' 
_  3».7.11.13.37   ^„„^.^   _  mi3   1,001    _  2*.3.13   ^^. 

^ W& =^»WWW;  X.  3,^=Q^9gg;  XI.  --p-si^^ogei. 
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Drfickt  man  diese  Gleichatigen  logarithmUch  ane  und  entvHckeit 
die  Logäritfameo  der  Zahlen  tut  Rechten  mit  Hfilfe  der  legartth- 
mischen  Reihe,  indem: 

""HT0*'*'2T10»'*"  3710»  "*■••••/'  "•®-'^-' 

ist  9  löst  man  femer  die  11  Gleichungen  nach  den  Logarithmen 
der  zur  Linken  stehenden  11  Primzahlen  als  unbekannten  Gros- 
sen auf>  60  eAält  man: 

a=— W(I) +4/ai)  -  4<(ni) + 22/(IV) — 22/(V)— 22/(VI) + V/(VII) 
+  V/(VilI)  +  17/aX)— 5/(X)--ß/(XI), 

aod  l«ieht  flodet  man: 

—16^)      =4^0.1606053736  H-  4/({l)    =-0.00128)02048 

-  4/(III)   =-1-0,0240722893  -22/(VI)  =-0,0024198609 

-^22I(IV)  5= +0,1634035022  +  V/(VIi)  = -0,0088011603 

— 22/(V)    = -f  0,0650688648  -M7/aX)  =-0,0000170000 

•fV^VIU)=:-f  0,3000400096  -  6/(X)  =-0,0100000083 
-12i(Xi)  =+0.0192183764  -  0,0196182364 


w»w 


4-0.7l!2()654159 
-0,0195182364 
/2= 4^  0,6931471806 

Femer  ergfebt  sich: 

B==|{7ß+/a)-i(II)+/{in)-/(IV)+/(V)+/(VI)-/(VII)-4/(IX)+i/(X)t 

fTMmits  /lO»   und  wenn  man  bflgg'sche  Logarithmen  zu  berech» 
Den  hat,  der  Modulos  dieses  Systems  hergeleitet  wird;  ferner  ist 

^^/(vnw(lin)_jß^flo.  /3=ii/(i)-/(ii)+/{ni)+6ß-/7}; 
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Die  iB  Anwendung  kommenden  Reihen  convergiren  echon  reehl 
gat^  nnd  man  konnte  bequem  mit  Hülfe  derselben  die  Logarith- 
men  bie  anf  etwa  30  Decimalstellen  berechnen.  Doch  hat  mau 
sich  bekanntlich  damit  noch  nicht  begnügt  und  die  Logarithmen 
bis  zur  60sten  Decimalstelle  und  darüber  berechnet.  In  diesem 
Falle  scheint  es  wünschenswerth,  noch  stärker  eonvergireode 
Reihen  zu  besitzen «  und  die  folgende  Combinatlon  von  Gleichun- 
gen,  die  In  manchen  Beziehnogen  vor  der  vorigen  und  ähnlichen 
den  Vorzug  verdient»  schelol  diesen  Anforderungen  zu  genügen. 
Es  ist: 

3».7,23i=10»-19;  3.6.23.29=l0*+5;  3.5.1IM9.39=10«-|-66; 

hienos  folgt: 

^        ii«.(io*  + 6)^55:7* 

Ferner  ist: 

3«. 5. 13.19=  10*  f  36. 

7.11.13=10»+!; 
dies  giebt 


7.11.(10«  +  35) 
«;    n-  34.5.(10.^.1)  • 


:  I 


Ferner : 
2*.7.19.473:10»+16;    5«.23.37.47=10«— 75;    3». 37=10»-!; 

3».7.23«=10«-19, 
woraus  folgt: 

s«.  (io»-i)  (10*  + 16)  V15g:^i9 

^  2*.  V3».  7«  (10« -75) 

Ferner: 

2».3«.  17. 19.433=  10«  +  8;    3,6«.31.43  =  10»-25; 

'i».32.7.31=10«-64;    2«.3.7a.l7=10»— 4. 

Dies  giebt 

*)    *»  —  210.3«.  (10»-  26)  (10*^4) ' 
EndHch  ist: 

3.11.157.193=:10»— 67;    3».  19. 101.193  =  10^-91; 

3*.11.101sl0*~l}    7».  13. 157  ä:  10« -1-9;    7.11.13s  10* -f-l. 


186  Tme§€rt:    Zur  laßoritkmenderecAmmg. 

INMgiebt 

Ans  1)  und  2}  folgt: 

ä».y.3» <'  + 10*^(1 +iös>* 

7». II«  "•         I M i5~=^-^' 

nm  1)  md  3): 

y.3».7     (i-igi)n  +  ig«)(>+igi) 

ans  2)  und  4): 

3«.s«_  ^~iö*^^'+iö»^c^-iöä) 

ans  SO  nnd  5): 

Endlich  ist: 

3«.5».7.127  =  100  +  126;    2.31.1»«=  10«- 2; 

2«.3«.7.31=lp«— 64, 
woians  folgt: 

5'  64 

3«.  7»       ^*'''iÖö^'^~iÖ») 

2*.56—         ~       2"         ~*^- 
Ans  diesen  fSnf  Gleichnngen  folg;t: 


2»».0./)' 


.     3.6M..B     „     3".»» 

^='wiF'*  "*=2re- 


IMckt  man  diese  Gleicbntigeii  logarithmi0ch  ans»  M  efKeben 
aicb,  wenn  man  lA  n.  a.  w.  nach  deo  obigen  Aamlrflckeii  mit 
Ufilfe  der  logaritbroiacben  Reibe  berecbnet»  die  Logaritbmen  der 
erateo  fönf  Primzahlen.  Berecbnet  man  dieselben  bis  znr  OOctten 
Decimalstelie,  so  wird  man  bei  keiner  der  obigen  Reiben  nOtbig 
haben,  mebr  als  bOcbstens  21  Glieder  zu  summiren;  meist  wird 
die  Summation  bis  zum  löten  Gliede  genfigen.  Einige  der  Reiben 
stimmen  in  ibren  Gliedern  ganz  oder  tbeilweise  überein ,  wodurch 
die  Rechnang  natürlich  nicht  wenig  erleichtert  wird.  Anf  das 
leichteste  ergiebt  sieb: 

■ 

—83IUß=+0,2n79Mm  -f270/^=r-O.06462471Ol 

—342/C  =  H- 0,4253354016  +l83lD=:-0filS6TJßlf» 

-|-422/£  =  -^  0,0703-286433  —0,0632072209 

+0,7764444074 

—0,0832972269 


12= +0,6931471809. 


Sind  die  Logarithmen  der  ersten  fOnf  Primzahlen  berecbnet,  so 
erhllt  man  mit  Hflife  der  schon  snmmirten  Reihen  die  Logarith- 
men  der  folgenden  Priroiahlen  aus  den  Gleichungen: 


10»  +  1,     .>      10* -4.     ,Q_10«  +  35.    „«     4/lÖi^ 

^-TÄT'    "-WJTß*    ^^-3*.5.13'    ^-\  "ST? 


-19 

; 


gn-^Q*+g.   a.^i0«-64.   3^    10»-1 

""-3.5.23'    ***     2«.3».7'    *'-     3» 


femer ; 


^-OOT'   ^^-35X15'    '^*-^rii*    *^-\X3r' 

^^^  =  irW*    ^^  =  3.11. t57' 

Aber  nicht  allein  f&r  diese,  sondern  auch  für  die  meisten  an- 
deren Primzablen  bis  1000  lassen  sich  Gleicbungen  aufstellen»  aus 
denen  sich  die  Logarithmen  derselben  yermitteist  Reiben  ent- 
wickeln lassen^  die  sich  ähnlicher  Vortheiie  erfreuen,  wie  die 
obigen,  wie  man  aus  Folgendem  ersieht.  Manche  der  neuen 
Reihen  stimmen  in  ihren  Gliedern  unter  einander  oder  mit  den 
vorhergebenden  ganz  oder  tbeilweise  überein.  Man  wird  ferner 
ersehen,  d^ss  man  die  Werthe  von  A,  B  u.s.  w.  auch  noch  an« 
ders  hätte  wäblen  k5nnen,  und  vielleieht  entdeckt  ein  geübterer 


f 
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Beobner  manohe  voithc»iUiaftere  CombinatloD  «»  Bereehnmig  der 
Logarithmen  von  2^  3,  6  u.«.  w.  —  Es  ist: 

69.17-9OT^10«-.fl  iiiid  -g^==j^ggy.  ö3=00?'  *=^22:g35^' 
^^_    ly— 49         .,_     Wf--»1  _,     10*+4 

4 
wie  leicht  /(l+jji)  äiw  den   beiden  Aggregaten  der  Rette  «fr 

/(l-^erhaltenwlrd),  97=*^.  71=.^j^,  103=1^, 

„       10«+27        ^        10^—22 

^"^TMÄW      ^  =  2X175773'     2*.3.83.25l=rl0<'-16. 

215        1,004 

3.83  ~  0,996' 
Ferner  ist: 

10«-85     ,ng_J0[+9«     ,„__10»+5     „,     10»-47 
^"'-3.5.7.89'  ""— 2».47.61'    '""OTM'   '*'=  7,109  ' 

137-  WHi        i3fl-     »O'-S^  10«+8  10» -21 

1*/-      73     ,      *«'— 2.3.11.109-ir3**'    ^^-TtöT' 

10^—78  10*— —'57 

181=2.7.11.43'     !<»=      61      ♦      2«. 3. 167.499  =  10« -4, 

167.3     10»  +  2      ,„_10f--6     „o_10«+73      ,„      10«+25 
499  -10»— 2'    ''**— 2.17»'    "^-~WM\'    **'*~Pj3.Tt' 

m-    10* +76        ifl7_10!-28      ,qo_10«-25 

t 

10» +  14     ^      10«-68  10*- 12      ..„     10«-77 

^"-2.3.79'    '™-5S7i9"59'    '^'"  =  "2^71"'    '"^=17131* 

OQ»        10'-67  _10«+43  10»-|-36    „^^10»-98 

"""-S.  11. 17.449'    ^-TOW •  ^=205:^' ^^"=^109' 


„rt     10»+IÖ     o«i    1  k    M    «»«.       iy+23       ^^      10»-27 
277_l?!±*    «ß,     10»+36     2g3_l<^SM6    gp,_  I0»+21 
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*"=  ä.l63  '    '"--2.3. 23.233*  ""'^-STSTJ*  "''^-«JÖ.Öä' 

IM     10^-101  _  W  + 137      «KQ_10M-174     ...      10« +  76 
^~~"^~ -3X101'    ^"-  4.7.199'    ^^= /PTTÖS"' 

~-      10»-36     ™^_10»+56  10«+ 13 

*^="'^:«r'  *^-2r3:n'  *^="7:^~" 

_  10^:5      ,.»_10«+163  10«-5»       -       10«+23 

*"— 3.5.163*    """7.11.31'    *^*—  6».19   *    ***—3.7.11* 

^«i-?2!±i?     ||.,     10»- 149     ^-     lOHW     «,_10!±M 
***— ä.lt.67'    ***~    37.61    *    **'—    3.73    '   *'*~3«.24l' 

^A*_M)»+8    ,^__10»-6-2_iy-129    ,^    10«+162_10«-ia8 
•^—  2».3»'  **       2.107  "~7».19.23'  *'^~2*. 3*.29~2'.7. 233' 

10« +  298  10« +  167     10^-294 

^*"-  2.13.79'    *^^—   3.7.97  -2.17.599* 

_10«-36  iy-186  W  +  74    ,.^_10«-24 

"**— ^TTT^l'    ""—2.11.19.47*   '*^*— 2X7167*  ^^-fOS?' 

_.,      10»+ 86  10«-84  10» -76  10^+6 

***-    Jj.3t    •  "•'-^TiöT"'  '*^'-'-2».3.7.1 1.29.67'  "^^«TMjRF?' 

__ig^+m    g-,_io'-77    ,-,  _ iy-13        io«+248 

iy-241      -UQ_10H33 
**^— 3.7.11.73'    °^—     167     • 


«ni_'0'  +  W     fi«r-J?!±M_    «n_iO*-«l  10»-46 

'"'*—  2^.1«  '    '*''-3".5.7.523'  ""-   163" '  "''""O* 

.--     10^-58  iy+88      fi.. _  10» - 4    _,    iy-64 


f 


jo»;+^  iy+4a  ^^^_  io«~46   „.  ioh93 

"*'"-2».3.7.2J*    '*^- 2.13.19^1*  "**=OI3IS*  ^^-TTM' 

ly+ior  iy-71    ^^  _  io«-89  „,  iy+i62 

®3=3«.ö.i27'  ^"^-rwr'  *^=srx6l'*®*=K3i5H- 


140  Tm«§ert:  Zmr  l»§miltlmtn%tn§kmHi§. 

iy-235  ly-jl,      10»+196  l»~4a 

'"*— 3«.6.317'    ""-    3.4t   -i«.3.7.11.131'  ^**=05?35S5' 

iy-116      y,,     l(y-414  «wvl0»>148  ,«.    10«+78 

^-OXISI*  ''^-OOSS'  ^^^^.YiAW  ^^*="5:eJ3"' 

^,  _    10«-89S       -K7_^^-t2?   '»>*     10*— 46    -ao_10»— 3 


^^*"-  17.761   '    '^'-     127     '    "'^ —4.5.233. 389" 

H„_10«-37     «j,      10^-22      fl^  _10«-66  10«-2B7 

**"—  3«.  139  '   *"^-2.3.r.ä9'   "**— ~5rS"'  *^~  3.4Ö3  ' 

1^-602      «H,_10«+ffl    ■^-     10«+602    «-.lOHlW 
**— 2.37.163*    *"~"2»7T49  '  **~2.3»  13.167 *  *'-  3.3d9  * 

-^     IC- 124     ^,_  10«+12S  10»-22    „-      10«-65 

'"''-  2«.3.97  '    *^~3«.5».103'  ^"-TTM'  '^^  it.ä»  * 

po»     iy-26      ^      10«-S07 
'^ -3.8«.  151'    '"'-11.37.277* 

^     iy-326     „-      10«-441      „-      10« -128      10»^ -371 
®"'=  3«.ö«.t«'    *"= 11.11587'    *"=     ä*.W    =  3».-«ö  ' 

^^      iy-244      „^     10^-436    „,,_10«-668   „,^_10>+32 
'^'=2».3*.2»9'    '^-  2«.23.29  '  "*       2.3«.59'  '"'"^•.3.11' 

w3-  3.6.t  '    **^- 2.11.47'    '''*-     MS^'  *^- 5.23.89' 

,^_10»-289     „._10*-8I      1009     1.009 
*°'—    3*.113  '    ""*""    1009    '     991  -"JRSSl' 

UDgefthr  drei  Tiertel  von  der  Anzahl  dieser  Gleichungen  er- 
geben logaritbmische  Reihen,  in  denen  x  kleiner  als  100  ist,  aber 
auch  die  ans  den  übrigen  hervorgehenden  sind  nicht  allzuschwer 
zu  snmmiren.  Mit  Hflife  einer  grosseren  Factorentafel ,  als  mir  so 
Gebote  stand,  Messen  sich  auch  wohl  noch  vortheilhaftere  Glei- 
dinngen  finden.  Nach  meiner  Ansicht  scheint  man  sich  der  obi- 
gen oder  Shnlicher  bei  Beredinnng  eines  logarithmischen  System« 
mit  Vortheil  bedienen  zu  können;  es  ist  mir  anbekannt,  ob  9» 
in  solchem  Umfange  bereits  geschehen  ist,  nnd  diese  Dnkenntniss 
mSge  die  Hittheilung  obiger  Kleinigkeiten  entschuldigen  *).    Aach 

*)  Nacbiem  mir  naehtrSglieh  Sherwin«  Hathematical  Table« 
von  1T48  sn  Geiicfate  gekomnea,    haii«  ich   aaf  Seite  SS  et  Mq.  die 


Ar  manche  der  folgmnrden  Primzablen  lassen  sich  ähnliche  Glei- 
chungen  aufstelleo,  z.  B.  1657 =g  ^m  ,^|  u. s.w.,  die  einer  weite« 

ren  Mittbeilung  niiebt  bedürfen,  da  sie  sich  leicht  finden  lassen 
(die  obige  Zusammenstellung  bat  allein  den  Zweck,  den  Gang  der 
Rechnung  su  zeigen).  *  Folgt  man  ttbrigens  bei  der  Logarithmen* 
Berechnung  der  gewühniicben  Methode,  so  gestaltet  sich  dIeRech» 
Dung  immer  leichter,  je  weiter  man  in  der  Reihe  der  Primzahlen 
fortschreitet,  namentlich  wenn  man  folgende  Reihe  benutzt: 


/(ar+8)  =  2/(ar  +  7)  — /(ar  +  5)  — /(ar  +  3) 
+  2te  — /(ar— 3)-/(a:— 5)  +  2/(ar-.7)  — /(o:— 8) 

^ '  a:«— 98a^  +  2401«:«  -  7200"*^ " V^«  -  9&r4+2401ar*-7200y  ■^•••*' 


welche  man  in  dem  Programme  des  k.  k.  Gymnasiums  In  Marburg 
Tom  Jahre  1853,  geschrieben  Tom  Herrn  Prof.  J.  E.  Streinz, 
findet;  Ist  x  grosser  als  1000,  so  braucht  man  nur  die  ersten 
beiden  Glieder  der  Reihe  zu  summiren,  um  den  Logarithmus  fast 
bis  zur  70sten  Decimalstelle  genau  zu  finden;  freilich  kostet  die 
Berechnung  der  beiden  Glieder  einige  Mfibe.  Welche  Methode 
vorzuziehen  sei,  wurde  die  Praxis  zu  entscheiden  haben;  eine 
wie  leichte  Rechnung  die  obige  oft  gewährt,  möge  noch  folgendes 
Beispiel  zeigen.    Es  Ist: 

woffans  irich  augenblicklich  ergiebt: 


GrandsDge diMer Methode ,  als  Ton  Wallis  herrührend,  mitgetheilt  ge- 
linden, auch  eind  daeelbet  einige  der  oben  gebranchten  GleichangeD  in 
Anwendung  gebracht  Die  Methode  wird  dem  Berechner  eine«  logarith- 
■dschen  Syetemes  als  sehr  zweckmässig,  wenigstens  in  manchen  Fällen, 
empfohlen,  die  weitere  Ansführnng  und  Anwendung  auf  die  Logarithmen 
der  einseinen  Primsahlen  bleibt  ihm  nberlassen.  Die  daselbst  gegebenen 
Notizen  Terdienten  auch  wohl  in  den  neueren  Schriften  logarithmotech- 
nischen  Inhaltes  einen  Platz, 

THsil  XXYn.  10 
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Nur  um  zwei  Einheiten  der  letzten  Decimalfltelle  ist  dies  Resul- 
tat TOD  dem  Wolframmschen  verschieden.  Mit  Hülfe  der  Grosse 
—  (il-f  i£)  findet  man  nun  noch«  wie  ancb  in  alle»  «oastigeo 
Ffillen»  einen  zweiten  Logarithmus. 


Grüner t:    üeötr  den  FMckeniukaU  loxadrüm.  Dreiecke  etc.  14t 


lieber  den  Flächeninluilt  loxodromischer  Dreiecke  auf 

der  Oberflädhe  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse 

um  ihre  kleine  Axe  entstandenen  Sphäroids. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung  Tbl.  XVL  Nr.  11.  habe  ich  eine  Reihe  merk- 
wSrdiger  Sätze  von  auf  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Rotations- 
Spbäroids  und  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  liegenden ,  durch 
loxodromiscbe  Linien  gebildeten  Dreiecken  bewiesen «  und  unter 
Beschränkung  auf  die  Kugelfläche  auch  von  dem  Flächeninhalte 
solcher  Dreiecke  gehandelt »  was  mich  gleichfalls  zu  mehreren 
Relationen  und  Gleichungen  gefuhrt  hat,  die  ich  für  sehr  merk- 
würdig zu  halten  geneigt  bin.  Rücksichtlich  des  Flächeninhaits 
loxodromischer  Dreiecke  auf  der  Oberfläche  eines  .elliptischen 
Rotations -Sphäroids,  mit  der  kleinen  Axe  der  erzeugenden  Ellipse 
als  Drehungsaxe,  ist  am  Schlüsse  der  genannten  Abhandlung  auf 
eine  späterhin  im  Archiv  zu  veröffentlichende  Arbeit  verwiesen 
worden,  ein  Versprechen ,  welchem  ich  bis  jetzt  noch  nicht  nach- 
gekommen bin.  Ich  werde  aber  nun  dieses  Versprechen  um  so 
Heber  erfüllen,  weil  so  eben  in  Paris  bei  Herrn  Mallet-Bachelier 
eine  mit  Anwendungen  auf  die  Navigation  versehene  Cebersetzung 
meiner  im  Jahre  1849  erschienenen  „Loxodromisehen  Trigo- 
nometrie^' gedruckt  wird,  die  einen  der  ausgezeichnetsten  Pro- 
fesseurs d'Hydrographie  in  Frankreich,  Herrn  Paul  Ter  quem 
in  Dünkirchen,  den  Sohn  des  allen  Lesern  des  Archivs  be- 
kannten, um  die  Wissenschaft  und  den  Unterricht  in  derselben  so 
hochverdienten  Herausgebers  der  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
th^matiques,  Herrn  Olry  Terquem  in  Paris»  zum  VerGnsser 
'hat    So  viel  ich  weiss,    beabsichtigte  Herr  P.  Terquem  auch 
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die  Sätze  über  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  auf 
der  Kugel  in  seine  Uebersetznng«  welcher  er  durch  die  beigefug- 
ten Anwendungen  auf  die  Navigation  jedenfalls  einen  ganz  beson- 
deren selbstständigen  wissenschaftlichen  und  praktischen  Werth 
verleihen  wird,  aufzunehmen ,  was  mich  zu  der  Hoffnung  berech- 
tigt, dass  die  folgenden  allgemeineren  Untersuchungen  über  den 
Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  für  ihn  und  andere  Leser 
des  Archivs  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  werden,  wenn  auch 
die  durch  diese  Untersuchungen  gewonnenen  Resultate  sich,  wie 
es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  nicht  derselben  Einfachheit  und 
£leganz  erfreuen,  wie  die  für  den  besonderen  Fall  der  Kugel 
geltenden  Sätze,  und  sich  schon  deshalb  weniger  zur  Aufnahme 
in  die  von  Herrn  P.  Terquem  zu  meiner  grossen  Freude  int  In- 
teresse der  Wissenschaft  und  der  Praxis  unternommene  Bearbei- 
tung meiner  Schrift  geeignet  haben  würden. 


I. 

Wenn  wir  die  grosse  und  kleine  Halbaxe  der  erzeugenden 
Ellipse,  die  kleine  Axe  als  Drebungs-  und  zugleich  als  Axe  der 
X  angenommen,  wie  gewöhnlich  durch  a  und  h  bezeichnen,  und 
der  Kurze  wegen 

6* 


Ä«  = 


a«— 6« 


setzen,  so  ist  der  Flächeninhalt  einer  vom  Aequator  an  gerech- 
neten, der  aus  dem  Mittelpunkte  als  Anfang  genommenen  Ab- 
scisse  X  entsprechenden  Zone  Z  der  Oberfläche  des  entstandenen 
elliptischen  Sphäroids  bekanntlich  in  der  Formel 

ausgedrückt  *),  Bezeichnet  nun  B  die  Breite  des  die  Zone  Z 
begränzenden  Parallelkreises,  nämlich  den  Neigungswinkel  der 
diesem  Parallelkreise  entsprechenden  Normale  gegen  die  Ebene 
des  Aequators,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ellipse 


a^x 


tangÄ=^^ 


und  folglich,  weil 


*)  M.  8.  s.  B*  meiscn  „Leitfaden  für  den  ersten  Unterrietft 
in  der  höheren  Analjeit*    Leipzig.  1838«    S.  915.** 


Okerfläehe  ein.  durch  ümdr.  einer  EiHpse  eie.  enütand,  SphäraMs.  145 
ist: 


viroravs  sogleich 


6*6inÄ« 


«•+*'*^°8^"«M-^^.lnÄ«)' 


oder,  weoD  der  Kürze  wegen  wie  gewShnlich 

a*— 6» 


6»= 


a* 


gesetzt  wird. 


«•  = 


a*(l~e*aiD^) 


folgt    Führt  man  den  hieraus  sich  ergelienden  Werth  von  x  in 
deo  obigen  Aasdruck  von  Z  ein  und  bemerkt  dabei,   dass 

«   -  o«— 6»  ~  o«e« 

ist,  so  erbXK  man  nach  leichter  Rechnung  fOr  die  Zone  Z  den 
folgenden  Ausdruck : 

f  1  —  6*8111  Ä*     2e  1 — esinBy 

Den  Fischeninhalt  der  halben  Oberfliche  des  Spfaäroids  erhält 
man  hieraus >    wenn  man  B=^W^  setzt,    nämlich: 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  der«  der  Breite  B  ent* 
sprechenden  Calotte  durch  K^  und  bemerken ,  dass  im  Vorher- 
gehenden B  stillschweigend  als  positiv  vorausgesetzt  worden  ist, 
so  ist,  wenn  wir  im  Folgenden  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen«  jenachdem  die  Calotte  kleiner  oder  grösser  als  die  halbe 
Oberfläche  des  Sphäroids  ist,  offenbar 

*    - 1       "°^        .   1  .l+esingj 
+  "*  jl-.6>siDi}«^'ii'l-esiDi}i  ' 
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also,   wie  leicht  erbellet, 

,.i       8in(±g)        ,    lJ+esiü(±B)l 
-"^   fl-e«sin(±ß)«''"2e'l-e8ln(±i?)»' 

folglich,  wenn  man  jetzt,  wie  gewöboUch,  die  Breite  B  fllr  die 
nördliche  Bfilfte  des  Ellipsoids,  welches  wir  von  jetzt  an  Immer 
als  die  Erde  hetrachteo  wollen,  positiv»  für  die  sfidliche  Hälfte 
negativ  nimmt,  in  völliger  Allgemeinheit: 

\       ging         .  I  ^l  +  eamB} 
-^   Jl— e«8iDß»+2e'l-e8inBl' 

woraus  nach  einigen  leichten   Verwandlongen 

„_  \,)a-»inl?)(l-fc«aing)  .   1  .(l+e)(l-g8in2?)^ 
*-*>   j    (l_e»)(l_e«sin£f«)    ^ ^e\\~e)(l^enmB) 


\ 


oder 


„_        j  28in(460-ig)»(H-e«8ing)        \^  (l+c)(l-<»ing) »      , 
*""   "   J        (1— ««)(l-««Mnfi«)         ■*■  2*'(l-e)(l+«ginÄ)| 

t 

erhalten  wird. 

U. 

Auf  der  Oberfläche  der  Erde  denlcen  wir  nns  jetzt  ein  Drei- 
eck, dessen  eine  Spitze  im  Nordpole  liegt  nnd  das  von  zwei  Me- 
ridianbogen und  der,  deren  Endpunkte  verbindenden  lozodromischen 
Linie  begränzt  wird.  Den  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  bezeich- 
nen wir  durch  jS.  Sind  nun  09  und  o  die  Länge  und  Breite  des 
Endpunkts  (in  dem  Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher 
die  Längen  gezählt  werden)  der  das  in  Rede  stehende  Dreieck 
zum  Theil  begränzenden  loxodromischen  Linie,  so  erhellet  mit* 
telst  einer  einfachen  Betrachtung  nach  I.,  und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  nach  meiner  „Loxodromischen  Trigonometrie.  S.  15.'' 
der  Krümmungshalbmesser  für  die  Breite  cS 

—  (1  —  e*  sin  5')-l  =  -75 ^  .   -^xi 

a^  '         a(l  —  e'sm  <•)■)• 

und ,  wie  leicht  ans  1.  geschlossen  wird ,  der  Halbmesser  des  der- 
selben Breite  entsprechenden  ParaUetkreises 


0^€r/UMeeiH.dwrcAUmdr.et$erSliip$eelc.€nitkniLSpAar€U^ 

«CO»  5  

ist,  sehr  leicht,  dass  in  TSlliger  Allgemeinheit,  mit  desto  gros- 
serer Genauigkeit,  je  näher  dm  and  z/S  der  Nnll  kommen: 

.^_     ^,,  i  (l--sin5)(H-eVm5)  ,    1  ,(l-f  e)(l--if8inQ)  \    Jw 
^o-     »0    |(i_e»)(I-.e«8inS«)"*"2e*(l— f)(l  +  csin5)r2» 


oder 


_    ,.o  i(l~8in5)(l-|-e^sin5)  .   1  ,(H-e)(l---esin5)t  ,^ 
"    *®    J  (l-e^(I-«»8in5«)'*'5i'a-«)(l+«8in5)' 


b*cosQJmd(S 


2(1— e»  sin  ö«)«' 
oder 


^_     ^     i(l  — siog)(l-fg«eln5)      1    (l+c)(l^esin5)|  if» 
ö-    «^  I  (l~e«)(l— ««sinö*)  ■*"2e'(l— «)(l+esinö)| -^ö 

>*cos5         ^ 
""2(1 -.e«  sin  ö«)« 

Ist  Liisst  man  nnn  Jq,  und  also  auch  das  davon  abhängende  Ja, 
sich  der  Null  nähern,  und  geht  in  vorstellender  Gleichung  su  den 
Gränzen  über,  so  erhält  man  die  folgende  völlig  genaue  Gleichung: 

BS     ,,,  {(1— sin5)(l+g^8in5)       1    (l  +  g)(l^csin5)}  dm 
85""'*  1  (1  — c«)(l^e»sinö«)  "**  2«*(1— 6)(l+esin5)  l  55 

oder 

5)c      .,.Kl-sin5)(H-i?«8in5)       1    (H-e)(l-gsin5){ 
^*  =  **   I  (l-«*)(l-«»siiiö»)   +2e\l^e)(l+esin5)J^"' 

also,  weil  nach  meiner  ^Lozodromisehen  Trigonometrie. 
S.  28.",  wenn  S  den  Guts  bezeichnet, 

(l--e»)tange35 
"""cos5(l  — c*sin5*) 

Ist: 
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(I— ging)(H-e*8ip5) 
C08  5(1—  «•sin  ö*)* 

l^e« (l+g)(l-esinö) 

2e  cos  5  (]  —  «•s'iD  5*)  ^1  —  e)  (]  -I-  €  sin  c3) 

welches  Differential  wir  nun  zu  Integriren  versnchen  müssen. 

III. 

Setzen  wir  za  dem  Ende  tf^sincS,  also  du=cosSdcS,  so  ist 

85    __^     8m  8tf 

cos5       cos 5*  *"  1 — ti*' 

und  folglich  nach  II. >    wie  man  sogleich  übersieht:  y 

(l+e«t<)8tt 

85  =  i6«tange{ 

"*■  2«  (1 — tt«)  (1  -  cV)  *  (1— e)  (l+ett) 
oder 

(l+g%i)8tg       1— c«  1-i-g  8ii 

(l+ti)(l— ««!««)•■**    2c    *1~«'(1— Il»)(l— C*ll«) 

8S=ri6*tange{ 

1 — ^ 8« 1 — eu 

so  dass  es  also  nnr  auf  die  Entwickelang  der  drei  Integrale 

/(l  +  e«tf)8tt  C  8t< 


/< 


8tt  1— e« 


(1— tt«)(l— «•a«)*l+eti 
ankommt. 

Wir  wollen  ans  snerst  mit  dem  Integrale 

r        hl 

welches  die  leichteste  Entwickelang  gestattet»  beschfUtigen.    Well 

1 1 

e«(i«-l)(u|- l)(tt--)(tt+-) 
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ist,  80  giebt  die  Zerlegung  io  PartialbriEche  nach  den  bekannten 
Methoden : 

_  1 L_|  1      .      1     4.^^  ^      f 


tf tt  + 

e  e 


oder 


also 

/du 

also  nach  einer  allgemein  belutnnten  Elementar -Formel  der  Inte- 
gralrechnung: 

/8tf L_mL±?j_  i?-Z£?i 
(l-ti*)(l— «%««)— 2(1-- 6*)^*l-ii  +  ^*l  +  eii^' 

Um  ferner  das  Integral 

/        (1  +  6%)  8m 
(l  +  l«)(l«6«t*«)« 

ZU  entwickeln,  setsen  wir 

1  +  6«W  l  +  6«tl 


«      \ 


and  erhalten  nun  durch  Zerlegung  In  Partialbrfiehe  nach  den  ge« 
w5hnlichen  Methoden: 

1  +  6*U 


(l+ff)(l  — 6V)* 


—  (1-««)(1+«)  +  4(l-6ii)*  +  2(I+6)(l-6a)"~4(lT^ 


2(1-6)  (1  +  611)' 

also 


du_ 
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(l+t.)(l-eV)» 

_     1        P  du       e    P      du       ,       e         /*    8t 
-1-««J  1  +  u^iJ   (1 -«.)*  + 5(1+^  J   1- 

e   p ^ e         P    du 

~IJ  (l  +  «.)«->i(l-e)y  1+««' 

also  nach  allgemein  bekannten  lategralformeln: 

/(l-fe%«)8tt 
(l  +  ii)(l-Ai«)« 

_l(l+«»)  .         1  1(1 -gtt)  , 1 1(1+ cw) 

—   I— e«   ■•■  4(1—««)  ~  2(l+e)  "'■4(l  +  e«)~2(l-e) 


oder 


/(l+e«it)8M 
(l+«)(l-e«tt«)« 


1  .1(1+«)     (l-<)l(l-c«)-Kl+e)l(H-eit) 

2(1— ««M*)"*"  1-«*  2(1—««) 


oder  aneb 


/(l-f«'u)8« 
(l  +  u)(l-«»u«)« 


1  1(1  + «)      1.(1  -ett)^-*(l  +««)>+« 

2(1 -«"u»)^"    1— «•  2(1—««) 


oder  auch 


/(!+«%«)  8m 
(1 +«)(!-«>«»)« 


^         I-.'       li  <'-'-"^'  {• 

='2(rri«u^'*' 2 (!-««)'  1(1 -««)»-•  (!+««)»+•'  ' 

oder  anch,  wie  man  lekdit  findet: 

/(l+C«M)8tt 
(l+ll)(l^  «>««)• 

««(fZAi^''"  1— e«  2(1-««) 


,V/   1-tt«      ,l±!f  .,,1= 

5(1-«^*)  +     1-««     +      2(1-««)" 


«u 
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Wenden  wir  uns  jetzt  endlich  zu  dem  Integrale 

du       1  —  gtt 

(1— ««)(!— 6*i?)'l  +eu' 

so  ist  nach  dem  Obigen  offen baV: 

du 1— et< 

(l-i^)(]-<?V)4  +  «i 

Allgemein  ist  aber,  wie  man  sieh  sogleich  durch  Differentiation 
Qberaengt: 


also 


'f^  8.-./!^2^a.=i(i +«).,(.-„,, 


folglich 


^r^^-^r^=^^-  -^(»  +  euW^eu) ; 


und  femer 


y*'-T|^3»=-jy*I(I  +e«)81(l  t«.)=i|l(l  +e»)l«; 


also 


n/^W^-  *'/t^^=  2"^»  +«')»H|(l(l-.«)l'; 


folglich,  wenn  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  snsaaiaMniiiBSit: 
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J      \—eu         J     l  +  «i      ^  J    l—eu         J    1+CM 
=5tl(l+«.))«+^tl(l-«u)}«-d(l  +  e«).l(l-«.) 
_e.l-k^eu    _e    l-eu 

Eodlicb  ist 

and  folglich  nach  dem  Obigen: 

y^  8«  .l-g«_ 1 i«riL±??n.«l_l±«'a.  \ 

(1-»«)(1— «%«)'l  +  «i~2(I-Ä«)  I2L'|-«,J  +t/   l-««*^{ 


oder 


7(1-««) (i~^ ' r+«ä'=2(i -«»)  pf'r+i&^'+t/  i-f?^j  • 

Bemerken  mag  man  noch,   dass,  wie  man  durch  Uifferentiation 
sich  leicht  fiberzeugt, 

/,1-^  P  .l±u 

T+gJ  ^       „1+«  .1— gtt  .      f     'l-«^ 

ist,  so  dass  man  also  auch  das  letztere  Integral  in  den  obigen 
Ausdniek  von 


/ 


du  1 — eu 


(1— tt«)(l-^»ii«)'l+eii 

einfuhren  konnte. 

Weil  der  absolute  Werth  von  eu  kleiner  als  die  Einheit  ist, 
so  kann  man 

I  itji^  =  -2(«»  +  >e»B»  +  4  cH»»  +  !«^«'  + . .. .) 
setsen,  und  erbSIt  also  di*  folgende  Formel: 
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wo  die  in  dieser  Formel   noch  vorkommenden  Integrale   mittelst 
der  Formel 

and  der  Reductionsformel 

berechnet  werden  können ,  wodurch  man  erhält: 


1-««- 


««       II*      «•      ,^/T 5 


Q.   8.   W. 

Hierans  ergiebt  sich  nach  gehöriger  Snbstitation : 

/■"■ 


1 


1»— «• 


+ 

=    2(e+i««  +  ie»  +  4«»  +  ....)IVl— K» 
+  i«»«i« 
+  JeV(l+iii») 

+  ;e'tf^l  +  4i«*+i«*) 
+  i«%"(l  +  lii«+J««+li.«) 

+ 
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also  nach  einer  bekannten  Formel: 

1 — eu 

1  +  CM  „  1  +  «  r 

+  i«»K*(l+4ii«) 

+  J«^«(I+4ii«+»«»  +  i««) 

+ 

oder,   wenn  wir  der  Kürze  wegen 

+icV(l  +  itf») 
+*««u»(l  +  iK»+iii*) 
+  ;e\i»(l+4ö»+ii»*+J««) 


setzen ; 


1— «I 


i  +  ett.         l-t-€       , 

j£^  8«  =  1  j-^ .  1  VT=Ü« + «/(«). 

Bezeichnen  wir  nun  darch  B,  Bi  die  Breiten  der  Endpunkte 
der  das  Dreieclc  S  theilweise  begränzenden  loxodromischen  Linie, 
und  setzen  der  Kürze  wegen 


*(«)=    2Ci 


—eu 
eu 


—*»»«)"'■      1—««     "•■        2(1—««) 

f  +2lj^.lV~r=l?+2*i(o) 


so  ist 


8=:  iö^tang^t  d>(sin£i)—  ^{sinB)] 
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Ohne  UM  bei  der  weiteren  Eotwickeiung  dBeeer  Formel  auf* 
sahalten,  weUen  wir  jetzt  sogleich  dasselbe  von  drei  loxodromi- 
schen  Linien  s«f  dem  Eliipsoid  begränste  Dreieck  A^AiA^  betiMb- 
ten,  dessen  Flächeninhalt  für  den  Fall  der  Kngel  wir  in  der 
Abhandlung  Tbl.  XVI.  Nr.  U.  8. 32.  durch  F  bezeichnet  haben. 
Dann  ist,  wenn  wir  alle  in  jener  Abhandlung  gebrauchten  Zeichen 
aoeh  jetst  beibehalten,  auf  ganz  ähnliche  Welse  wie  dort  entweder 


oder 


F=     4*«tangei|a>(8inÄa) 
— i^«tang©ol<^(«i»*a) 

— iÄ«tang©at<Ä>(sinÄi)- 

» 

=  \i^  tang  %  t  ^(sin  B{)  • 
+  4Ä»tangei|4>(sinJ?a)- 
+  l^«tang«al*(sinÄo)- 

F=  4Wang©ol<P(«io»2)- 
•f  il>*tang69|a^(sinBl)■ 
-46*tange|{<P(sin£a)• 
=— 4d«tangeol  ^^siiifii)- 
—  i»*tangel{a>(sin^s)- 
—  IV^  tang  As )  <2>(sin  B^)  - 


0(BinBo) 
'OiainBi) 

OieinBo) 

4>(sm^) 

<I>(8lnÄo) 
<I>(sinJffi) 

0(9\nBi) 

*(sinÄo) 
OiBinBo) 

a>(sini9^ 

<!>(BinBo) 
<P(sin^) 


so  dass  man  also  allgemein 


F  =     i^^tang  9q{  ^sin  Bi)- 
-f  iö^tangeit^Csinl^a)* 

+  ift»tangea{<»(sini?o)- 


a^(siDA,) 

0(s\nBo) 
0(fl\nB^) 


setzen  kann,  wenn  man  nar,  was  von  jetzt  an  festgesetzt  wer- 
den soll,  immer  bloss  den  absoluten  Wertb  der  Grosse  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  Gleichung  und  in 
allen  im  Folgenden  aus  derselben  abgeleiteten  Gleichungen  setzt 

Was  nun  zuenit  den  in  der  Function  0(u)  vorkommenden  Theil 

li |-«r"i — 
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betriflt,  so  geht  ans  demselben,  wenn  man  die  erforderliehoi  Sub- 
stitutionen Tornimmt,  daliei  alMr  der  Kflize  w^^en  alle  eonatanteo 
Factoren  w^lSsst,  der  folgende  Theil  von  F  hervor: 

f»„„«  .,(H-8i«^i)(l-«n^^  (l+ggin^i)(l-g»inig,) 

^    °''(1— sinJB,) (1+slnJBa)  ""*'  (l—es\aBi){l  +  e8\nB^ ' 

.,       ^  ..(H-8in^a)a-siDgo)       ^  (i+gsln B^  (I  — geingp) . 
+  «ng«»il'(i_8|„^^(i^gi„^^j  — «  (l_«.8inÄ0  (l  +e«infi;,) ' 

I  t,n„ft  ,.(l  +  »ingo)(l-sioZ^)  (H-gsin2?o)(l-^sing|), 

+  »ng  w,  l  »(i_8i„Ä^)(i.|.g|„Äj)       «(1— ««lni?<J(l+«8inÄ,)' 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

Q  ..„„ A  I, tang (460  +  4^1)  (l-K>sioi^)(l-gsing«) 

^  lang  Wo  II  tang  (4Ö«+  iÄ»)  ~  »*'  (l  —«sin  Ä,)  (1  +«sinÄ,) ' 

j.9f-n„«  ,,tangj45Mii^      ,  .(H-gsing^q-gsingo) 
+  ''""8''»''ti;5i(45o+4l?o)"~*^'(l— «8inÄ^(l+esinJB„)' 

.  9»,„„«  ,  1  tang(45«>  +  igo)  (UesinÄoKl-esinZJk) 

+  ^ttngö,{itju^(46o^.jßj)-.«(i_<,gj„fi;j)(l^^aüJ^)  I. 

und  nach  Tbl.  XVI.  S.  26.  verschwindet  also  dieser  Theil  von  F, 
woraus  sich  ergiebt,  dass  es»  mit  Rucksicht  auf  die  Bestimmung 
▼on  F  verstattet  ist. 


li/lE^ 

•(«)=2ä=^)+       1-e*      +'"1T^> 

+  ^i\^.i>n^=^  +  im 

XU  setzen.     Setzt  man  f3r  ti  seinen  Werth  sino,  so  bringt  man 
diese  Grosse  leicht  auf  die  folgende  Form: 

1(1— 6^  sin  5')  1  —  e  sin  5 

2(1— «2)      +''4  +  esbc5' 

+  i<j«sinö» 

-f  rVe^sin  o*(I  -|-isin  tS*) 

+  i^4e^0iD€^^(l  +  i8inS>-f  isinS*) 

+  TB  e^  sin  ö*(l  + 1  sinQ*4  isino^-f  1  sin  S*) 

+ , 
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mittelst  weldter  F«finel  man  alle  in  dem  obigen  i^nedrucke  von 
F  Torkonmenden  GrOeseo  berechneo  kann. 

Behält  man  das  Glied 

▼olletftndig  bei  and  Ternicblfisaigt  in  allen  Übrigen  Gliedern  eimnit- 
liehe  Grüesen,  welebe  in  Bezi^  auf  «  von  der  vierten  oder  einer 
hAberen  Ordnung  sind,   so  erhält  man: 

«(ein  c5)=J+^j— 5  +  2^1  ji^|lco8Ö+3e*sinQ*, 

und  nach  dem  Obigen  ist  folglich: 

tang  6o(sii>  i^i'— slnf,*) 

+  J«*  i  +  taug  ©,  (slii^*— sIbAd«) 

-I-  tang  6,  (sin  ^o* — »ii  'i  *) 


oder 


F=i«« 


+•^•^0] 


+  J^  i  +tang©iSln(Äi+H,)Äln(B,-~J^,) 
Für  6=0  ist  a=56,  und  weil 

ist,   80  iat  offenbar  2  der  Werth  von 

TkeilXXVII.  U 
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RfreobO;   folglich  bt  flhr  e^ü,  d.h.  fttr  die  Kvgdi 

F=a«{tangöoI^  +  tange.l^  +  tange.I^|, 

was  ganz   mit  dem   in  der  abgeführten   Abhandlung    gefundenen 
Resultate  übereinstimmt. 

Noch  CSrOHsen  sn  bdruokeiobtigen»  welche  e  io  einer  die  avi^lte 
flbersteigended  Potent  enthaltto»  also  etwa  nur  erst  Crlled«r  tüa 
der  sechsten  und  jeder  fi oberen  Ordnung  sa  vernachltff^^en  ^  hat 
nach  dem  Obigen  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  und  die  Ent- 
wickeluDrg  der  betreffenden  Formeln  kann  daher  gattE  dtaili' Leser 
überlassen  werden. 


.  •'* 


I 


i 


Einige  Sätze  über  sphärische  Dreiecke^ 

Von 

Herrn  £.  tlssen, 

ehrer  der  MoAemaMc  ^Md  t^yuUt  Atfti  GyiMieiioai  zd   Stargard. 


T-*-        r         [••**     *'--• 


Vor  einiger  Zeit  habe  ich  mir  erlaubt,  dem  Herrn  Professor 
G runer t  einen  Beweis  der  Gaussischen  Formeln  zu  übersen- 
den.; Der  Beweid  entstand,  als  ich  mich  mit  Betrachtungen  vt>n 
allerdings  sehr  elementarer  Natur  über  das  sphärische  Dreieck 
beschäftigte  y  und  ich  habe  daraus  die  Ueberzeugung  gewonnen, 
dass  die  sphärische  Trigonometrie  für  den  Lernenden  wesentlich 
erleichtert  werden  würde,  urenn  6ie  dureh  mannigfache  Uebungen 
io  Constructlonen  auf  der  KugelflScb«  eingeleitet  würde.     In  ge* 
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genwärtiger  AbbaodluDg  werde  leb  nun  Tersuchen,  einen  kleinen 
Beitrag  zd  einer  solchen  Vorschnle  der  sphärischen  Trigonome- 
trie zu  liefern,  wobei  ich  idlerdings  yoransschicken  muss,  dass 
ich  fast  lauter  Alltägliches  und  längst  Bekanntes  bringen  werde; 
ich  eigne  mir  nur  das  Verdienst,  wenn  hier  von  Verdienst  die 
Rede  sein  kann»  eines  Nachweises  der  Nützlichkeit  dieser  Sätze  zu. 


Wenn  sieb  drei  grösste  Kreise  auf  der  Kugelfläehe 
80  entstehen  im  Ganzen  acht  Dreiecke ;  diese  Dreiecke  verdienen 
in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  aufgefasst  und  benannt  zu  wer^ 
den.  Ich  mOchte  dazu  die  Benennungen  Scheiteldreieck ,  Neben- 
dreieek,  GegeAdreieok  yorschtagen»  Gegendreiecke  wurden  dieje* 
nifi^ea  a^in»  deren  Ecken  paarweise  um  halbe  Kreislinien  entfernt 
ain4>  Nebendreieeke  haben  eine  gemeinsauie  Seil«»  ein  Paar 
gleicher  Winkel  während  sich  die  andern  Seiten  ztt  halben  Krei«* 
lioien  ergänzen. .  Scbeiteldreiecke  haben  ein  Paar  gieieber  Winkel, 
die  Scheitelwinkel  von  einander  sind,  und  ein  Paar  gleicher  Sei- 
ten, während  sich  wiederum»  wie  votbin,  die  andern  Seiten  uBd  Win- 
kel paarweise  zu  zwei  Rechten,  bezfiglicb  halben  Kreislinien»  ergänzen. 

Den  Bogen  eines  gröaaten  Kreiees»  weleber  dei»  P44  eineei 
Kngelkreiees  mit  der  Peripherie  deaselbeo  verbindet»  kann  maA 
ffigllcb  einen  sphärischen  Kadius  nennen. 

Gehen  zwei  Kugelkreise  durch  einen  Punkt  Ihrer  sphärischen 
Centrale,  so  werden  sich  dieselben,  sei  es  von  innen  oder  von 
anseee  betfihren.  Hieraus  folgt,  dass  ein  kleiner  Kogelkreis  von 
einem  grossten  Kreise  berührt  wird,  wenn  letzterer  senkreeht 
durch  den  Endpunkt  eines  sphärischen  Radius  geht;  denn  alsdann 
liegt  der  Pol  des  grussten  Kreises  auf  dem  sphärischen  Radius 
bezfiglicb  dessen  Verlängerung. 

Die  Aufgaben,  um  und  In  ein  sphärisches  Dreieck  einen  Kreis 
zu  beschreiben,  werden  eben  so  gelöst,  wie  beim  geradlinigen 
Dreieck.  Sind  a,  b,  c  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und 
ff,  /},  7  die  von  den  ^erGbrungspunkten  des  eingeschriebenen 
Kreises  gebildeten  Abschnitte,  so  hat  man,  wenn  der  Abschnitt 
a  an  der  Ecke  A  liegt: 

b+c-a, 

ebenso 

^^a  +  c-'b 

a  +  5*—  c 
t- 5 


I(i0  Sisen':    Ein^e  Sdite  Mer  spMrheke  Dreieeke. 

und  dabei 

fi^rP'^y— 2 * 

■ 

Sind  o'y  /3'f  /  die  von  den  Radien  des  uro  beschriebenen  Kreises 
mit  den  Seiten  desselben  gebildeten  Winkel ,  so  hat  man,  wenn 
a'  an  der  Seite  a  liegt: 

a'  = X     ■  ■     tt.  s.  f. 

Diese  Formel  giebt,  wenn  der  Pol  des  Kreises  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt»  für  af  einen  negativen  Werth.  ßemerkenswertb 
ist  der  Umstand »  dass  der  Pol  des  einem  sphärischen  Dreieck 
einbeschriebenen  Kreises  zusanimenftllt  mit  dem  Pol  desjenigen 
Kreises»  welcher  dem  Polardreieck  umschrieben  ist;  denn  die 
EUlbirungslittien  der  Winkel  des  einen  Dreiecks  gehen  senkredit 
dnrch  die  Mitten  der  Seiten  des  andern. 

Fällt  man  vom  Darchschnitt  der  drei  Linien,  welche  die  Win- 
Icel  eines  sphärischen  Dreiecks  haibireo,  ein  Loth  anf  eine  Seite 
desselben,  so  ist  der  Winkel,  den  dieses  Loth  mit  einer  der  Hal- 
bimngslinien  bildet»  das  Supplement  des  von  den  beiden  andern 
Halbirnngslinien  gebildeten  Winkels.  Diese  Eigenschaften  haben 
die  sphärischen  Dreiecke  mit  den  ebenen  gemein. 

Die  snletzt  erwähnte  Eigenseiiaft  glebt  einen  seinr  Mehlen 
Beweis  flir  die  Formel 


sin 


sin  6.  sine 


enn  man  hat»   wenn  in  Taf.V.  Fig.l.  D  der  Durchschnitt  der 
Halbirnngslinien  der  Winkel  und  DE  ein  Loth  auf  BC  ist : 

sin  c :  sin  BD  =•  sin  ADB :  sin  ö  > 

sin  b :  sin  CD  =  sin  ADC:  sin  -^  • 
Hieraus  folgt»  wegen  der  Gleichungen 

« 

^ADB  +  ^EDC  =lSSfi, 
AADC  -I-  AEDB  =  180>: 


BMten:    SM§e  Sdi%e  üSer  tpkdriacke  Dreiecke.  Ml 

.  A*      sAnBD .  ain  BDE .  sin  CD  >  >iE  CDE 

810  -5-  = ; — 7 : " • 

Nun  aber  ist: 

BinBD.sm  BDE  =  sio  BE  =  sin  (^^— |^) . 

b\b  cd .  sin  CDE  =  sin  CE  =  sin  (^^^"^^  * 

woraus  sich  sogleich  die  obige  Formel  ergiebt. 

Vertauscht  man  Dreieck  ABC  mit  seinem  Nebendreieck  an 
AB,  so  kommt: 

A      r  .  ^a  +  b  +  c\   .  /— a  +  6-|-c\ 
_     %/  sinft.sinc 


€08  2" 


Bieraiis  läast  sich  leicht  die  bekannte  Formel 

co8a  =  coa6.cosc4- 9in6. sine. cos  ii 
ableiten. 

Weitere  Formeln  ergeben  sich  bekanntlich ,  wenn  man  zum 
Polardreieck  übergeht.  Wie  diese  Eigenschaften  zum  Beweise 
der  Gauss  Ischen  Formeln  benutzt  werden  können,  habe  ich  schon 
früher  gezeigt. 

Weiter  lässt  sich  dann  folgender  Satz  beweisen: 

Mehrere  Dreiecke  mit  gemeinsamer  Grundlinie  haben  gleiche 
Winkelsumme,  wenn  ihre  Scheiteldreiecke  einem  und  demselben 
Kreise  einbeschrieben  sind.    (Taf.  V.  Fig.  2.) 

Es  sei  A'B'C  das  Scbeiteldreieck  des  Dreiecks  ABC,  D  der 
Pol  des  einbeschriebeoen  Kreises;  alsdann  ist 

^  DBA  =  2 = 2 • 

So  lange  also  der  Punkt  D  und  mit  ihm  der  Winkel  Dß'A'  un- 
Toränderlich  bleibt,  Ist  die  Winkelsnmme  A  +  B+C  constant. 
Der  Winkel  DB'A'  ist  iQbrigens  das  Complement  des  sphärischen 
Ezcesses  im  Dreiecke  ABC. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  geometrische  Ort  der  Spitzen 
simmtlicher  Dreiecke,  welche  gemeinsame  Grundlinie  und  gleichen 
lobalt  haben,  ein  Kugeikreie  Ist,  der  «den  sämmtlichen  Scheitel- 
drelecken  umsehrieben  ist 


lOS  Essen:    SMpe  Säiae  über  sphdrieehe  Dreiecke. 

Dies  ist  ^er  Satz  tod  Leiteil,  liber  den  Herr  Professor  Stel- 
ner,  wie  ich  aus  etoer  Anmerkmig  in  Crelle*s  Uebersetznng  ▼on 
Fjegendre*s  Elementen  ersehe»  geschrieben  hat  Leider  ist  es 
mir  bei  dem  Mangel  an  literarischen  HOlfsmitteln  nicht  vergSnot 
gewesen,  die  betreffende  Abhandlung  einsusehen. 

Liegt  der  Pol  des  umbeschriebenen  Kreises  auf  einer  Seite, 
so  ist  die  finmme  d6r  beiden  anliegendeo  Winkel  dem  dritten 
Winkel  gleidb.  Alsdann  ist  auch  in  jedem  der  beiden  Scheitel- 
dreiecke,  welche  an  die  kleineren  Winkel  stossen,  ein  Winkel 
gleich  der  Summe  der  beiden  andern. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  3.)  im  Dreieck  ABC 
Alsdann  hat  man: 

Substitnirt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung,  so  kommt 

Jetzt  ist  es  auch  leicht,  die  beiden  Sätze»  welche  In  Legen- 
dre's  Elementen  mit  einem  ziemlichen  Aufwände  Ton  Schlfissen 
bewiesen  werden,  darzutfaun,   nSmlich: 

1)  Das  grusste  unter  allen  sphärischen  Dreiecken  mit  gemein* 
samer  Grundlinie  und  gleichem  Umfange  ist  das  gleichschenklige. 

Es  sei  ABC  ein  gleichschenkliges  Dreieck  (Taf.  V.  Fig. 4.). 
ABC  ein  ungleichseitiges ,  beide  von  gleichem  Umfange.  Macht 
man  CF^BC  und  verbindet  C  mit  C  und  F,  so  Ist  leicht  nach- 
zuweisen : 

C*F>  C'B, 

mithin 

^FCO^C'CB. 

Demnach  f&llt  die  Halbirnngslinie  CE  des  Winkels  BCF  zwischen 
CC  uttd  CF.  Nun  steht  die  Halbirungslinie  CE  senkrecht  aof 
der  HalbirangsUnie  CG'  des  Winkels  A'CB',  welche  ein  sph&r 
rischer  Radius  des  um  A'B'C  beschriebenen  Kreises  ist,  vad  iet 
also  eine  Tangente  desselben.  Also  liegt  C  ansserlialb .  dlesep 
Kreises  und  es  ist  daher 

^ABC'<,^ABC. 

S)  Unter  alles  Dreiecken  mit  zwei  beethnmleii  und  «fner  im- 
bestimmten  Seite  Ist  dasjenige  das  gr5sste,  in  weldiem  der  Win* 


Ünf0r4inger:    ü^^er  eine  Efgemchafl  ^^s  fr^9f$,         |^ 

keif  welcher  der  uobestimiiileA  S^ife  gegeofiber  liegt»    gleic|i  ist 
der  Summe  der  beiden  anderen  Winkel. 

Es  sei  in  den  beiden  Dreteeken  ABC  und  ABC  (Taf.  V.  Fig.  3.) 
die  Seite  AC  =  AC,  der  Winkel  CAB  sei  gleich  der  Summe 
der  Winkel  ABC  und  ACB.  . 

Im  Scheiteldreiecke  ^'S'C  Ut 

also  ftUt  der  Pol  D  des  umbescbriebenen  Kreises  in  die  SMte  A^Ci 
Verbindet  man  D  mit  C^  so  ist  leicht  nachzuweisen,  daes  C  A>  CO« 

Ich  will  mit  der  Aufgabe  schliessen»  aus  zwei  gegebenen  Sei- 
ten ein  Dreieck  su  construiren,  in  welchem  der  eingeschlossene 
Winkel  gleich  ist  der  Summe  der  beiden  andern  Winkel.  .  Bei 
Betrachtung  von  Taf.  V.  Flg.  3.  erkennt  man  sogleich»  dass  es 
bloss  auf  Construction  des  Scheiteldreiecks  A'BC  ankommt, 
die  so  leicht  ist»   dass  ich  mich  nicht  weiter  dabei  aufhalte 


I 

1    I 


>. 


I  I 


Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 

Ven 
Herrn  Franz  Ünferdinger, 


I      « 


•ii  ' 


IfeltensTsraicbfraiVt-Catciilitor  4er  V*  k«  p.  Aiienda  ^••iciiratricr 

stt  Trfett. 


Es  sind  zwei  sich  im  Puncto  C  (Taf.  V.  Fig.  5.)  durchschnei- 
dende Gerade  tT,  fP  wd  ein  Kreis  gegeben»  welcher  dieselben 
in  dem  gegebenen  Abstände  CD  =  CE  ^  A  beriibrt  Setzen  wir 
den  Radius  DO  des  Kreises  =r  vud  den  Abstand  CO  seines 
Mittelpunktes  von  Ci^Cy  so  ist  noibwendig: 


164         ünferdinier:    l/eöer  eine  El^entchaft  äet  KrehH. 

(1)  r«  +  A^=u», 

(2)  g^  =  tg9  =  i». 

so  dass  r  und  e,  so  wie  h  und  q>  als  bokannte  gegebene  Grteaen 
betrachtet  werden  können.  Zieht  nifn  nun  in  einem  beliebigen 
Punkte  M  des  Kreises  ebe  Tangente  Tr,  so  entsteht  ein  Drei- 
eck ABC»  und  unsere  Aufgabe  soll  darin  bestehen,  auf  analyti- 
schem Wege  die  Beziehungen  aus2umitteln ,  welche  zwischen  d<fti 
drei  Seiten  BCzsa,  AC^szß,  AB  :s:y  und  der  Lage  des  PuBk* 
tes  M  statthaben. 

Nehmen  wir  C  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  COje 
als  positive  Halbaze  der  x  und  Cy  XGt  als  positive  Halbaze  der 
y,  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises: 

(3)  y*=r«-(c— a:)«,    also   ^  =  2— 
und 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  a^i^i  gehenden  Tangeute, 
unter  Wi,  yi  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  M  verstan* 
den.    Man  hat  nun  als  Gleichungen  der  Geraden: 


(4) 

tT 

(8) 

fr 

(«) 

Tt 

•  ••••• 


Aus  (4)  und  (6)  findet  man  die  Coordinaten  As,  Ay  des  Durch- 
scboittspunktes  A»  an««  (5)  und  (6)  jene  Bxf  By  des  Punktes  B 
und  aus  diesen  alsdann  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

die  Seiten  a,  ß,  y  des  Dreieckes  ABC  als  Functionen  von  Xi 
und  ^f    In  der  That  ist: 

If  jf  —  — r--i —  >     £»tf  —  U . r— . —  • 
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Braetst  OMui  hierin  p^  nui  k  durch  seine  obigen  Werthe  nnd  re- 
dneirt,  so  findet  man: 

Seist  man  cur  leichteren  Cebersicht: 

(7)  ilf=yi»— ari(c— -arj),    iV==ry|-A(c-a?i), 

''=ryi+A(c— ar,); 
so  wird 

mm  mm 

Ay—B,=r.  j^ .  (P— iV)=2rA(c-a^)  21^ ; 

mithin,  da  isci,  ^  ein  Ponkt  des  Kreises,  also  nach  (3) 

(8)  »i*  +  (c-x,)«=r« 


tat: 


M      ,  _   «I*— «i(c— «i) 


/*~^       *yi+A{e-ar,)* 

)r_±2*r».^^ -±2*»»  ,,^j,_^,,(^_^^j,. 

WO  die  Vorzeichen  immer  so  gewfthlt  werden  müssen  ^    «las«  die 
Distanzen  «,  ß,  y  positiv  werden. 

Dm  aber  diese  Wahl  sa  treffen»  ist  nothwendig,  die  Zeichen 
der  durch  My  N,  P  repräsentfrten  Functionen  von  Xi ,  y^  zu  ken- 
nen, wenn  man  Xi  von  seinem  kleinsten  Werthe  c — r  alimählig 
bis  zu  seinem  grussten  c  +  r  wachsen  lässt.  In  diesem  Intervall 
sind  für  unsere  Zwecke  besonders  jene  Werthe  von  X|  (und  die 
correspondirenden  von  yi)  von  Wichtigkeit,  fiSr  welche  M,  N  oder 
P  veVschwindety  weil  diese  ziigleich  diejenigen  sind,  fSr  welche 
die  Function  M,  N  oder  P  ihr  Zeichen  wechselt. 


166        UnfenlingBr:   OeHr  eimt  Bi09n»ckaß  4e9  Knißu. 


Setzt  naH  JTsO,   S^O,  P:aO,  m  findet  mm   ieieht 

dass  M  verschwindet  flir  Xt^ie »    dass  2V  verschwindet   für 

c 

Xi  =c  — -— ,  fTfnn  ^,  positiv  Ist,   ond  IBr  a:i=c+— ,  wenn  ^i 

c  c 

negativ  i^i;  endlich  da»ß  P  verschwindet  für  :(pi^szc^ — ,  wenn  ji 

e 

r* 
negativ  ist,   und  f&r  dr|  =  c-| — ,   wenn  yi  positiv  ist. 

1/ 


Ist  also 


j:=c— r,    c^  — »    *"*"c"'    ^  +  ''» 


so  wird  bezielinngsweise : 

Jir=— r(c-r),         0,  +2r»,  -f-rCc-fr). 

P  =  +  *r.  +(1±1)^.      -dTl)^,      -Ar. 

wo  sich  allenthalben  die  nnteren  ispd  oberen  Zeichen  auf  einander 
beziehen. 

Wenn  man  dieses  Schema  mit  einiger  Aufmerksamkeit  be- 
trachtet»  so  gelang  man  leicht  zu  nachstehenden  Folgerungen : 

1)    Ton  a?i=:c — r  bis  ^r^ =«—*--  ist  ilf  und  N  stets  negativ 

c 

und  P  stets  positiv,  yg  mag  positiv  oder  negativ  sein.    Fflr  eineo 
Punkt  des  Bogens  DE  haben  also  die  GrOssen 

fK\  M      IV      P       ^       ^      ^ 

bs^Eiehiiiigsweise  die  Vorzeichen; 

--+      +      +- 
und  es  ist 
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(9)  «=-e.^,    ?=+e.*,    y=+«Ar^   * 


2)    Id  dem  Intervall  toö  j^i^c M»  jP|Oa:<f  +  -—   und  flir 

c  c 

positive  jfi  lat  M,  N  and  P  positiv  und  die  Glieder  der  Reibe  (S) 
haben  die  Vorzeichen: 


r« 
Nun  ist  aber  —^OF,  macht  man  daher  0P=  OF  und  zieht 

c 

durch  F'  lyi;' || />^,  «o  ist  c =  CF,   c-f-—=CP,  liegt  also 

C       '  c 

der  Punkt  M  in  dem  Bogen  />!>',  so  ist: 

M  IVI  ]§& 

(16)        vss+e.p,    ßtsi^e.j^f    r=+^2fti*.j^* 

3)  In  demselben  Intervall  von  Xi^s^c bis  oPi^^^^jf+s  aber 

c  c 

(Br  negative  yi»  ist  üf  stets  positiv»  N  und  P  stets  negativ.  Be- 
zeichnet also  oTi  p  yx  einen  Punkt  des  Bogens  EP ,  so  haben  die 
Glieder  der  Reihe  (8)  die  Zeichen: 

+        --        +        -- 
uod  es  Mit  daher: 

K 

(11)       Ät=— c.p,   ß^—c.^y  y=+2Äi^.7l^- 

4)  h  dem  Intervall  von  ;i^=€-|-—   bis  Xi:=ic^T  ist   üf 

und  iV  beständig  positiv  und  P  bestfindig  negativ,  y^  mag  positiv 
oder  negativ  sein.  Entspricht  aJso  Xi^  yx  einem  Pwikt  des  Bo- 
gens lyHj  9  so  haben  die  Glieder  der  Reihe  (8)  beziehuogsweise 
die  Torzeidien: 

+        +        -        —        +        - 
uod  es  ist: 

(12)         «  =  — c.p»    ß=  +  c.jfy    y=— 2äiJ.2^. 

Wenn  man  fülr  M,  Nund  Pdie  Werthe  aus  (7)  setzt»  so  findet 
tum  den  Ausdruck: 


168       ÜHferdinger:   ütber  eine  Btgtitukaft  On  KrH$ea. 
2*r«.  2^ +c.  ^-c.  J=5^.[2*.-+c(P-iV)] 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (8)   aber  findet  man  darch   Bliminatioo 
▼OD  yi  und  mit  Berücksicbtigang  von  (1): 

yi«-ari(c-a:i)=r*  - e(c-a;i),    rVi*- A*(c-:ri)«=r*-c*(c-.a?i)«, 
mithio  ist 

SAr'.^pp  +  c.^  —  c.  p  =  2A, 

also  von  Xi^  yt   onabbängig. 

Sobstitoirt  man  in  dem  ersten  Tbeile  dieser  Gleiehang  der  Reibe 
nach  die  den  drei  Gliedern  desselben  entsprecbeoden  Wertbe  aas 
(9),  (10),  (11),  (12),  so  erhält  man 

für  den  Bogen  Z)£  .  .  .  a  +  ß  +  Y=2h, 

Dir  .  .  .  — a  +  /5  +  y=2Ä, 

EE'  .  .  .  a  —  ß  +  yzs^^ 

UE  .  .  .  a+j5-.y=2Ä. 


»>  M  >» 


»9  9»  M 


ff  99  M 


Ist  also  in  (Taf.  V.  Fig.  6.)  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogeas 
DE 9  so  wie  Mx  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  DD^ y  M^  ein 
beliebiger  Punkt  des  Bogens  EE' ,  endlijch  M^  ein  beliebiger  Punkt 
des  Bogens  D^E' ,  und  zieht  man  in  diesen  Punkten  Tangenten 
an  den  Kreis,  welche  gehörig  verlängert  die  gegebenen  Geraden 
tT  and  I^T  in  den  Punkten  A^  A^,  A^,  J,  und  B,  £|,  B^,  B^ 
durchschneiden,  so  ist  In  dem 

^ABC     .  .  -       SC  +AC  +AB    ==2. CD, 

AAiBiC  .  .  .    — »iC+i<iC+/l|Bi=2.Cfl, 

^A^B^C  .  .  .       B^C--A^C+  A^B^—i.CD, 

iiA^B^C  .  .  .       i?8C+^,C-JsÄ»=2.CÄ 


Das  Vorhergehende  zeigte,  den  Weg  der  Erfindung*    :Wenn 
man  einmal  von  diesen  Eigenschaften  des  Kreises  Kenn^piss  bat. 


Onferdinger:    Veöer  eine  Eigen$ckoft  des  Mreises.         ]G9 

80  ßllt  es  nicht  schwer,  dieselben  synthetisch  zu  heweisen.  Liefet 
s.  B.  der  Pankt  M  in  dem  Bogen  DE,  so  ziehe  man  noch  den 
Radios  0£,  so  ist  ^CDO^\CEO,  mithin  CD—CE,  folg- 
lich ist  auch  AM=AD,  BM^BE,  also  AM\BM:=^AB^AD^BE, 
folglich  BC+AC+AB  =  BCi-AC  +  AD  +  BE  =  (BC+BE) 
'i'(AC+AD)  =  CEi-CD  =  2.CD.  Ist  Mi  ein  Punkt  des  Bo- 
gens  DD' ,  so  ist  nach  dem  frfiher  Bewiesenen  auch  AiMi^s^AfD, 
B^Mi^BiE,  also  J8,ilfi— 4*i=2liJ»i=ÄiJE— JiZ>,  mithin 
AiBi-{'AiC'-BiC=BiE'^AiD+AiC--BiC=(BiE'^BiC) 
-KAiC — AiD)=2.CD.  Aehnlich  ist  der  Beweisgang  in  ffen 
beiden  anderen  Fällen. 

Diese  Eigenschaft  des  Kreises  gestattet  auch  eine  sehr  ein- 
fache constructive  Auflosung  der  Aufgabe:  Durch  einen  gege- 
benen Punkt  T  (Taf.  V.  Fig.  5.)  eine  Gerade  Tr  so  zu  ziehen ,  dass 
das  Too  einem  der  GrSsse  und  Lage  nach  gegebenen  Winkel 
TCV  abgesehiittene  Dreieck  ABC  einen  gegoltenen  Umfang 
habe.  Man  tbeile  den  gegebenen  Winkel  TCT  durch  die  Cr  in 
xwei  gleiche  Tbeile »  mache  CD  gleich  der  Hälfte  des  gegebenen 
DmfangeSy  errichte  in  D  auf  CD  ein  Perpendikel  DO  bis  zum 
Durchschnitt  O  mit  der  Cx  und  beschreibe  von  O  aus,  als  Cen- 
trum, mit  dem  Halbmesser  OD  den  Kreisbogen  DE.  Zieht  man 
nun  durch  den  gegebenen  Punkt  T  eine  Tangente  Tr  an  diesen 
Bogen,  so  wird  das  durch  dieselbe  abgeschnittene  Dreieck  ABC 
den  gegebenen  Dmfang  haben. 


170  Hoppe:    BtwH9  fiir  die  D&riteiiunff  des  Stuue 


%:% 


Beweis  fSr   die  Dttrstellnng  des  Sinus   and  Cosinaft 
als  Prodacte  unendlich  Tieler  Factoren. 

Von 

Herrn  Doctor  jR.  Hoppe, 

PriTatioceatoD  an  der  UolTeraltil  za  Barlln. 


Per  bekannte  Satz  von  Job.  ßernoulli,  welcber  den  Sinns 
und  Cosinus  als  Producte  nnendlicber  Reihen  darstellt ,  nimmt  in 
ipethodischer  Beziehung  in  der  Lehre  von  den  Reiben  eine  buchst 
b^ßdieutsame  l^felle  ein,  insofern  aus  ibm  mit  grosser  Leichtigkeit 
die  EntH-ickelungen  der  Tangente  und  ähnlicher  Functionen  nach 
Potenzen  des  Bogens,  sowie  die  Hauptsätze  von  den  ßernoulli- 
sehen  Zahlen  fliessen,  die  sich  auf  anderem  Wege  zum  grossteo 
Theile  nur  ziemlich  umständlich  ableiten  lassen.  Dass  man  gleich- 
wohl die  genannten  Stdcke  nicht  gemäss  ihrer  augenfölltgen  Ver- 
wandtschaft in  einen  geschlossenen  Abschnitt  zusammenzafassen 
und  den  anfangs  erwähnten  Satz  an  die  Spitze  zu  stellen  pflegt, 
vielmehr  die  Theile  desselben  öfters  gesondert,  wo  und  so  gat 
man  eben  kann,  ableitet,  scheint  mir  darin  seinen  Grund  zu 
haben,  dass  man  in  den  Beweisen  fOr  diesen  Satz  entweder  die 
Strenge  oder  die  Leicbtfasslichkeit  vermisst,  welche  man  bei  ihm 
als  Grundlage  so  vieler  wichtiger  Sätze  fordern  mflsste.  In  der 
folgenden  Ableitung  habe  ich  beiden  Forderungen  zugleich  zu  ge- 
nfigen gesucht,  und  helfe,  wofern  die  angedeutete  Anordnung  des 
Stoffes  Eingang  finden  sollte,  dadurch  zur  Vereiofachnng  der  Me- 
thode einiges  beigetragen  zu  haben. 

Entwickelt  man  die  Grösse 

co82na:-f  tsin2ft:r  =  cos^j;(l  -|-  ttgor)^ 

nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  so  ergeben  sich  die  simultaBsn 
Gleichungen : 


unä  eoümn  aUrroämfie  unemIHeh  pMer  Fm^reii,         |7l 


C0Si!ft^=C08^:r  -^  (— l)*(4n)«ttg*^d:» 
sin2iia;=co6^ar    2    t7^1)*0n)*if4.itg**+*ar- 

4=0 

Setzt  man  o~  fQr  ^»  so  ersieht  man,  dass  die  GrSssen 


ganze  Functionen  Ton  tg*n~  sind,  erstere  vom  nten,  letztere  vom 
(ii— ])8ten  Grade.    Erstere  verschwindet  für  die  n  Werthe 

ar=t(f*— 4)«;    |»  =  1,  2,  ...*fi, 
letztere  f&r  die  n— 1  Werthe 

und  zwar  sind  die  entipteoheudei  Werthe: 

«g  2»— »8     4„    ».    *8  2n     *8  2ii 

simmtlich  yon  einander  vfrs^liledee.  Ftir  a?:=0  gehen  beide  Gros- 
sen in  1  fiber;  folglich  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die 
ganzen  Functionen: 

tt»x        ^,-         ^  2»     . 
=  •"    (1 "o  "" "  t '  ^* 


cos  •*  ?r  tg*  -^-5 — « 

* 


it'    ■•      " 


::=2i_^.=-  n    (i ^. 

< 

Diese  Gleichungen  gelten  ohne  Unterschied,  mag  x  reell  oder 
imagiuJIr  sein  9  weil  sie  nur  rationale  und  gonlometrische,  also  nur 
▼on  Natur  einwerthige  Funotlondii  enthallea.  Auch  .soll  im  Nächst- 
folgenden in  dieser  Beki^hung  keihe  Einschränkung  gemacht  werden. 

FSr  11  =  OD  gehen  die  Crossen  zur  Linken  über  in 

•  ■»•       ••'»  . '  •    •.     '1=  simfifi , 

COSwT,      j 
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die  allgemeinen  Factoren  der  beiden  Prodocte  sor  Rechten  io 


'-(#^)-  '-^^' 


Setzt  man  der  Kürze  wegen: 


eo  wird 


2n 


C08d;  n  ^     i?« 


««-a 


«Ef =p^»=Ä.,:%4 


WO  flir  11= oe  die  Grössen  Bm^  Bwl  flbergehen  in  Am^  Ami.    Die 
noch  fibrig  bleibenden  Factoren  der  rechten  Seiten: 

Bm        jx  m\\  ^         V  X    2li — 1      / 


4» 


mfleeen  daher  gieich&lle  Grenswerthe  haben »  diese  seien  Cm  «nd 
CU'.    Dann  ist 
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co8ar  =  ^,C;»,    ~=AJCJ.  (1) 

Ist  non  erstens  x  reell ,  so  setze  man 

^  ,     .  ,^    ^  2m — 1     ^ 
»I7e>(mf  !)«> — g — «>  Va:*» 

dann  «lird  innerhalb  der  Grenzen  der  letzten  zwei  Producte: 


•<Kö'<e<r 


Da  nun  die  Function  ^ —  ununterbrochen  wächst»  wenn  «p  von 

O  bis  -K  wächst,  wie  man  aas  ihrem  stets  positiven  Differential- 
qaotienten  sieht,    so  ist 


.     X  .    \k% 


(2) 


n  2n 


oder 


*    ^ 

t««;; 


o<Q)<(f.)-<.. 

®2« 


daher 


X 


^2n 

Setzt  man  fär  ^  die  ganzen  Zahlen  von  m-t-l  bis  n— 1  und 
anitiplicirt  die  Ungleichungen,  so  kommt: 

Gerade  ebenso  findet  man: 

Die  Producte  Am^  Am  sind  convergent  und  haben  flir  fii=OD 
Grenawerlbe  A^  Af  ^  weil  die  Reibensumnien»  deren  aUgemeine 
Glieder 

TbcU  XXYII.  12 
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-(äji^O  •  "ö 


siod,  coDvergireD.    Lässt  man  demnach  it  in*s  Unendliche  wach- 
sen, so  werden  die  swei  Ungleichungen: 

=        :=z   A  =       ,  -^    ^' 


F«lrm=ODwird^m=^,  ^m'  =  ^',  folglich  G.  =  1 ,  Cm'  —  h 
also  nach  den  Gleichungen  (1): 


co8jr  =  if  = 


Ist  zweitens  x  imaginär  Ton  der  Form  iy,  so  ist,  da  allgemein 

^i^_l    e^-e-^  clC^^"^ 

ist»  ohne  Einschränkung  in  Bezug  auf  das  Verhältniss  xifin,  die 
Ungleichung  (2)  erfüllt.  Aus  ihr  geht  die  folgende  durch  Multipli- 
cation  mit  der»  im  gegenwärtigen  Falle  negativen»  Grösse 


\4/ 


2n 

hervor,  wodurch  die  Zeichen  <  in  >  fibergehen.  Man  findet 
demnach,  dass  Cm  und  Cm'  zwischen  denselben  Grenzen  enthal- 
ten sind»  wie  im  ersten  Fall.  Die  resultirenden  Formeln  gelten 
daher  auch,   wenn  ü?  reell  ist 

Der  Fall»  wo  x  eine  imaginäre  Grvsse  in  allgemeinster  Form 
ist»  mag  hier  fibergangen  werden  als  von  keiner  Anwendung  auf 
das  Folgende.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen»  wie  aus  den  eben 
bewiesenen  Gleichungen  die  Theorie  der  Bernoulli 'sehen  Zah- 
len auf  die  einfachste  Weise  hervorgeht. 

Es  sei  jr  «ine  reellft  oder  mit  dem  Factor  j  behaftet*  CMsse. 
Nimmt  man  die  Logaritbnen  yob  beiden  Smten  beider  Gieieh«»* 
gen»  so  ergiebt  sich: 


und  CMmtM  ai$  Prüdneie  nnendlfcH  pieler  Faei^rtn.        Vt% 


log  cos o;  =    ^    log  (1  — 


wo  die  beigefägten  Gültigkeitsgrenzeo  durch  die  Grenzen  der 
Stetigkeit  der  Functionen  zur  Linken  vorgeschrieben  sind,  auf 
welcher  allein  die  RechtmSssigkeit  der  Einführung  beruht.  Ent- 
wickelt man  die  Logarithmen  zur  Rechten  nach  Potenzen  von  or, 
so  kommt: 

Iogco8.:  =  ^^^    ^^    _Q__^^    ,    (x*<(2;). 


.     sinor  a«=od   *=«  1  /j-\«fc 

Da  die  Con?ergenz  dieser  Reihen  in  keiner  Weise  durch  die 
Vorzeichen  der  Glieder  bedingt  ist,  so  kann  man  die  Folge  der 
Snromationen  vertauschen,  und  erhält: 

logco..  =  -^^(-)     4,(2^.-1)-«. 


ioff  sin  :r  =  —    2    y  l  —  J       -*     ia— ■*, 


Setzt  man 


fZi^      ^     (2Ä)I     ^' 


so  ergibt  sich  durch  Multiplication  mit  2^^^: 
nnd  durch  Snbtraction  beider  Gleichungen:. 


11=00  ^1t 1      4r2^       k 

» 

Hiormit  sind   zunächst  die  Relhenentwickelungeo  der  FonetioneD 

logcodo:,    log  sin  or,    log(e*±*~*) 

k 
anf  dieselben   Grössen    B  zurfickgefllhrt.     Durch  Differenziation 

ergeben  liidh  danM»  die  4er  fVinotioDen 
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und  durch  Subtraction  und  Addition  die  von 

logtg:r,    cosecxy  etc. 

h 

Zur  Bestimmung  der  Werthe  der  B  entwickele  man  die  Ele- 
mente der  Gleichungen 

coa;rtg:r=8inar» 
sind?cot^=:cos:r» 
8ina:cosec:r=:I 

gemftss  den  so  erhaltenen  ReihenausdrCleken»  so  kommt: 


do       (2Ä)I       ^        (2*)!      ^*^     -  i,       (2A-1)!      ' 

kf«    (2A+i)i   '^-^  d  (atli^^^    ^^  *fo     (2*)t    • 

fco      (2A  +  1)!     ^o:  +  ik^    (2ifc)l  ^        '  -  *' 

Setzt  man   A  — A  filr   k  und  vergleicht  die  Coefficienten  ron 
«^~^»  :r^9  soerhält  man  die  Relationen: 

A=*~i  (-1)M*~*(4*-*-l)  *Ji»_  (-l)Hi 
fco         (2A)I(2A-2A)I        ^-(2*— 1)1' 

>=*-^       (-l)M*-*        *~*       (^D*        (-1)* 
fco  (2A+l)I(2*--2A)f  ^"-(2A  +  l)l"""^Ä)r* 


=^-1  (-l)*(4*-*-^2)  *-*  _(~l)H-x 
fco  (2A+1)I(2A-A)!  ^  ^(2A+  l)f 

Nach  Vertauschung  von  A  mit  k  —  A  und  Entfernung  der  Nenner 
gehen  dieselben  in  die  bekannten  recurrirenden  Gleichungen  der 
Bernoulli'schen  Zahlen  fiber: 

^  (^l)*+i(2*)tt4*(4*-.l)B=2*, 


*5^  (-.l;M-i(2*+l)ak4*B=2*, 


S  (-l)H-i(2A+I)ti(4*-.2)B  =  l, 


durch  welche  die  B  als  rationale  Brttclie  bestioiml  sind. 
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EbciMio  eiofaek  ergibt  sich  der  Ansdrack  derSnmnie  der  gaaaeB 
poeitireD  Potenzen  der  natörlicben  Zahlenreibe.  DerKflrze  vregeo  eei 

dann  iat: 

Setzt  man  f&r  e^*,  A,  B  ihre  ReiheDautidrOelce,  uo  kommt: 


and,   wenn  man  Im  letzten  Theiie  m— 2A*f  1  Rlr  m  setzt  und  die 
SnmmatloDsfolge  umkehrt. 


•=0  ml    ft=so  fn=o   (fR-f  1)!  M=i     m! 


(2*)l(m-2A+l)!' 

Die  Vergleichung  der  Coefficienten   von   as^   ergibt  für  fii=0 
it=^y   für  jedes  andere  mi 


Dieser  letzte  Satz  ist  es  namentlich»  dessen  Herleitnng,  wie 
sie  gewöhnlich  geschieht,  nämlich  von  der  Theorie  der  arithme* 
tischen  Reihen  höherer  Ordnung  aus,  einen  grossen  Aufwand  von 
Operationen  erfordert,  an  welchem  demnach  der  Gewinn  an  Ein* 
ftchheit  in  der  hier  von  ihm  eingenommenen  Stellung  am  Deut- 
lichsten in  die  Augen  fällt.  Der  Einwand :  man  dfirfe  die  Behand- 
hing der  speciellen arithmetischen  Reihe  1«*,  2">,  3^,....  nicht  von 
der  allgemeinen  Theorie  der  letztern  trennen,  ist  ungegründet  In 
mehr  als  einer  Beziehung.  Denn  erstens  bedarf  die  Analysis 
keiner  solchen  Theorie,  da  deren  Resoltate  einfacher  aus  andern 
Theoremen  fliessen ;  und  zweitens  bt  die  obige  Sumnatlonsforroel 
keui  unmittelbares  Ergebniss  derselben,  sondern  eine  weiter- 
gehende  Speculation  mit  Zuziehung  fremder  Elemente,  — -  die  LO" 
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mug  einer  Aufgab«»  die  svrar  als  epecielle  in  der  jener  Theo- 
rie eothakea  ist^  deren  epeeialieirende  Bediogangen  jedoeh 
innerhalb  derselben  Iceinen  Auedrack  finden. 


Ueber  die  Beetiamiang  eines  darch   fönf  gagebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitts  darch  Rechnimg. 


Von 

dem    Herausgeber. 


S.  1. 

# 
Die  gewohnliche  analytische  Auflu^ong  der  Aufgabe:  durch 
flinf  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen ,  ist  «war  im 
Allgemeinen  äusserst  einfach,  weil  sie  nur  die  AuflSsung  von 
f&nf  Gleichungen  des  ersten  Grades  erfordert,  und  in  der  Abhand- 
lung Tbl.  IX.  Nr.  XXVIII.  S.  393.  habe  ich  TollstSndig  entwickelte 
Formeln  zur  indepeiidenten  Bestimmung  der  CoefBcienten  der  Glei- 
chung des  gesuchten  Kegelschnitts  gegeben;  wenn  es  sich  aber 
un  die  wirkliche  numerische  Berechnung  der  den  gesuchten  Kegel* 
schnitt  seiner  Lage  und  GrOsse  nach  bestimmenden  Elemente: 
der  Lage  und  Grosse  der  Axen,  der  Lage  des  Mittelpunkts,  der 
Ezcentricität ,  des  Parameters,  u.  s.  w.  handelt,  so  ist  der  Gebraveli 
der  in  Rede  stehenden  Formeln  im  höchsten  Grade  beschwerlieb, 
vnd  man  muss  dann  nothwendig  auch  noch  alle  die  Formeln  wm 
Hfllfe  nehmen,  welche  bei  der  sogenannten  Discussioo  der  Mg^ 
meinen  Gleiehnng  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Terfinderll- 
eben  Grossen  entwickelt  zu  werden  pflegen,  was  aber  unter  aüe« 
Umstftnden  im  höchsten  Crrade  unbequem  ist  md  fiberbaupt  wenig 
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pniktiMlMii  NvlMi  hat.  l«h  mit  ckher  in  dtodev  Abbaadlung 
F«nn«lii  estfriekeln,  durch  welche  die  des  gesaohten  Kegelecboitt 
bestimmenden  Elemente  oimiittelbar  ans  den  Coordinateii  der  ge<- 
gebenen  Paukte  mit  aller  der  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit 
berechnet  werden  kSnoeo,  welche  dieser  Gegenstand  überhaupt 
SU  gestatten  scheint,  und  halte  die  Mittheilung  dieser  Formeln  an 
diesem  Orte  fflr  gerechtfertigt ,  weil  die  Bestimmung  eines  durch 
fünf  gegebene  Punkte  gebenden  Kegelschnitts  auf  dem  Wege  der 
Rechnung  fSr  viele  Anwendungen,  z.  B.  in  der  Astronomie  bei  der 
Bestimmung  der  Bahnen  der  Doppelsterne,  wenn  man  auch  bei 
diesem  Gegenstande  jetzt  gewöhnlich  nur  Tier  Beobachtungen  zu 
Grunde  legt,  indem  man  dann  noch  die  Zeiten  der  Beobacbtangen 
zu  Hfilfe  nimmt,  von  Wichtigkeit  ist  oder  wenigstens  sein  kann. 


5.  2. 
Die  lUnf  gegebenen  Punkte  wollen  wir  durch 

■"0»      4»      •"•>      -^S«      -"4 

bezeichnen,  und  nehmen  an,  dass  nicht  drei  dieser  Punkte  in  ge- 
rader Linie  liegen,  weil  bekanntlich  ein  Kegelschnitt  ton  einer 
geraden  Linie  in  nicht  mehr  als  in  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den kann.  Die  gegebenen  polaren  Coordinaten  dieser  fGnf  Punkte 
in  Bezug  auf  ein  beliebiges  System  sollen  respective  durch 

Ao»  Ko5    A| ,  «1 ;    A^y  K^;    A3,  R3;    A4,  R4 

bezeichnet  werden;   wären  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

^o«  aro;  ^i>yt;  ^«»  ar«;   ^»»ara»  ^4>3f4 

der  Punkte' 

-"O»      ■"!'      -"S»      •"•>      -"4 

gegeben  y  so  wfirden  sich  aus  denselben  die  polaren  Coordinaten 
immer  leicht  mittelst  der  Formeln 

^0  =  Rocos Ao,  ^0  =  '^0*'»" Aq; 
OTi  =:Ri  cos  A| ,  ^1  =  Ri  sin  A| ; 
^^s:Rf00sA«,  yasaR^sioAs; 
drgssRgcosAa,  ys^Rt^inAs; 
0:4^3  R4000  A4,  y4s&R4SlnA4 
iMTOohnen  fawsea,  was  hier  einer  weiteren  Erliulerang  nidit  bedarf. 
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Dvrch  des  Punkt  Aq  als  Pol  oder  Anfimg  denken  wir  nne  iian 
ein  neues*  dem  primitiven  Systeme  pardleies  System  gelegt»  and 
beseichnen  die  polaren  Coordinaten  der  Punkte 

in  Besag  auf  dieses  neue  System  respective  durch 

«1»  ^i;   «ff  e«;  «s»  ^s;  «4»  ^4- 

Da  die  primitiven  rechtn-inkligen  Coordinaten  des  neuen  Pols  oder 
Anfangs  A^ 

RoCOsAo»    Ro^nAo 

und  die  prin^tiven  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte 

Ai  p    A^ ,     A% »    A^ 
respective 

Rf  cos  Af  f    Ri  sin  A^ ; 

R^  cos  A^ ,  R^  sin  Af ; 
RgCosAs,  RssinAa; 
R4  COS  A4  y    R4  sin  A4 ; 

die  secttndiren  rechtwinkligen  Coordinaten  derselben  Punkte  aber 

^costfi,  ^isincti; 

(^coso^,  ^sinoa; 

pgcoso^,  ^sincx»; 

^4  cos  «4»  ^4  sin  «4 

sind;    so   bat   man   nach   der   Lehre  von    der  Verwandlung  der 
Coordinaten  die  folgenden  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

Ri  cos  Ai  =  Rq  cos  Ao  -|-  ^1  cos  «i ,  R|  sin  A|  =  RoSin  Ao  -f  pi  sin  or^ ; 

R^cosA^ssRoCosA^-i-^cosixa,  R^sinAa^RoslnAo+^^lo^; 

Ry  cos  Ag = Rq  cos  Aq  -f  ^8  co^  Ht  Rft  sin  As  =  Rq sin  A^  -f  q^ sin  a^\ 

R4C0S A4=RoCOS Aq  +  p4Cosa4,  R48in A4=R9sin Ao -f  P4sln a^ ; 

also : 

9iCos«|=RiCosAi— RoCosAo»    ^sinaisR^sinAi  — RosinAo; 

(9Cosaa=:R«cosAs-*RoCOA^o»  ^sino^^RssinAa  — Ro^inAo; 
PsCosfl^sRsOosAt— RoCosAo»  ^siaa8=R,sinA8— Ro^lnAo; 
^4Coscii^sR4CosA4-«-RoOosAo»    (4sino^=R4sinA4  — RoaioA«; 
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welcher  Glmcimogea».  vras  einer  weiteren  ErUotenii^  hier 
bedarf»  die  Coordinaten 

ans  den  Coordinaten 

Ao*  «o;    Aj,  Ri ;    Ajy  Rjj    A39  Rg;    A4,  R4 

leicht  berechnet  werden  IcoBnen ,  so  daae  wir  also  berechtigt  sind, 
die  ganse  Anfldanng  unserer  Aufgabe  auf  die  Coordinaten 

«A'  «1;     ^»  Q^\     ^tf  H\     «^4>  (4 
als  gegebene  Stflcke  zu  grflnden. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  Ai^.  A^,  A^p  A^ 
In  dem  Systeme^  dessen  Pol  oder  Anfang  der  Punkt  Aq  ist,  wol- 
len wir  respective  durch 

bezeichnen,  so  dass  also 

Xi  =  Qi cos«! ,  t^i  =  Qislnai ; 

)f«  =  ^cosa^,  9s  =  es^>n^; 

J^8  =  ^cosfi^,  9,  =  ps's'iott» ; 

jr«  =  (4C0S «4,  ^4  =  ^4sin  04 
ist. 


S.  3. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  durch  die  Rinf  gegebenen 
Punkte 

Aq,    Alf     A^f    A^9    A^9 

▼on  denen  bekanntlich  nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel  beschrieben  werden  solle,  und  wollen 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  fönf  gegebenen  Punkte  in  Be- 
zug auf  das  System  der  beiden  Axen  dieser  gesuchten  Ellipse 
oder  Hyperbel  respective  durch 

X^y  Fo;    X|,  Ti\    X^y  Fj;    X^^  Fg;    JC^,  F4 

bezeicbnen,  ludem  wir  annehmen,  dass  f&r  die  Hyperbel  die  Aze 
der  ersten  Coordinaten  oder  der  sogenannten  Abscissen  die  Haupt- 
axe  sein  soll«  in  welcher  die  beiden  Scheitel  der  Curre  liegen. 
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Die  Annahme  des  positiven  Tlieils  der  Axe  der  X  ist  bei  beiden 
Curven  willkflhrlicli ;  was  alier  den  positiven  Theil  der  Axe  der  Y 
betrifft,  so  muss  man  sich  denselben  immer  so  angenommen  den- 
ken, dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
X  an  darch  den  rechten  Winkel  {XY)  hindurch  so  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  F  zu  gelangen,  ganz  nach  derselben  Rich- 
tung hin  bevregen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss» 
um 'von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  des  reeh* 
ten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y, 
oder,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  (rt;)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  9  zu  gelangen.  Denken  wir  uns  nun  ferner  von  dem  Mittel- 
punkte der  gesuchten  Ellipse  oder  Hyperbel  aus  eine  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x  oder  r  parallele  und  gleich  ge- 
richtete Linie  gezogen,  so  soll  der  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  X  mit  dieser  Linie  eingeschlossene  Winkel,  indem  wir 
denselben  von  der  in  Rede  stehenden  Linie  an  in  demselben  Sinne 
wie  die  Winkel 

Aq,       A|  ,       A3,       Ag,       A4 

oder 

<*!>    <*•»    «8>    «4 

von  0  bis  360^  zählen,  durch  b  bezeichnet  werden;  und  legen  wir 
dann  durch  den  Punkt  A^  ein  dem  Systeme  der  XT  paralleles 
Coordinatensystem  der  X^T' ,  in  Bezug  auf  welches  die  Coordi- 
naten  der  Punkte 

Ai ,    A^ ,    A^ ,     A^ 

respective  durch 

bezeichnet  werden,  so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen^ 

ri=Jr,'cosO-  Yi'Binß,    t?i=Ji'sin«+Fi'cos6; 

1[^=X^'coae—  Fs'sind,    %= J^^'sind^  Fa'cosd; 

)r»=-X»'cos«-  Fg'sin«,    ff^=^ X^' Biue+  Y^' co&e; 

jr4=-X4'cos«—  Fft'sind,    94= JCt'0lo94*  F4'cosa; 

am  denen  sich  sogleich  umgekehrt 
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Jfj'  =  jTg  €08  e+t^  sin  Ö,     Fa' 
-X4'  ?=y4C08  ö  + 1^4  sin  e,     F4' 


— jri8i»d-f  91 608  0; 
:^jra8ind4'99Cosd; 

t  —  jr48iü  6  +  t^^C08  (^ 


ergiebt    Nach  der  Lehre  von   der  Verwandlung  der  Coordinaten 
ist  aber  ferner 


also: 


X,: 

X, 


J4  :=  Ajj  +  A4   , 

-^o  +  Tj  COS  d  +  9i  sin  ö, 
: -Xi> +^2  cos  ö  + 1^  sin  d, 
•  ^0  +  Jl^s  cos  ö  + 1^  sin  d, 
:  JITo -f  X4COS  6 -f- i^4sin  0^ 


Fi: 
n: 
F.: 
F4: 

F, 

Fa 

F3 
F4 


Fo+F,'; 
Fo+F^'; 
F0+F3'; 
F0+F4'; 


Fo- 
Fo- 
Fo 


=  F..- 


risiod  +  i>|Cosö; 
jTssind-l-t^sCosd; 
jTssind-t-l^sCosd; 
jr4sind^t;4C08d; 


lind  da  nun  nach  §.  2. 


y  j  =  ^1  COS  «i 
^2  =  ^2^08«^ 

jr3=p,cosft^ 

^4=^4^08^4 


ist;    so  ist,   wie  man  nach  gehiiri 


jri  =  -Xo  +  ^iCos(ai  — ö) 
jra=-yo  +  ^co»(«a  — ö) 

X^  =  Xq-^  P,  COS(0f8  —  ö) 

Z^Ä  A'o  +  ^4  cos(a4— d) 


«^1  =  ^1  Sinai; 
1^2 =92  sin  oe,; 

«?3  =  PsS«n«3; 


liriger  Substitution  sogleich  iwdet: 


Fi=Fo  +  pj8in(ai-d) 
F2=  Fo  +  pasin(«i-Ö) 
Fs  =  Fo  +  ^3  sin  («3—0) 
F4=Fo  +  P4«ii(<^-ö). 


Lisst  man  non  im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeichen  der 
Ellipse,  die  unteren  Zeichen  der  Hyperbel  entsprechen,  ond  be- 
seichnet,   wie  gewöhnlich,    durch  a  und  b  die  beiden  Halbazen 
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dieser  Corven;  so  hat  mau,  ireil  die  gebuchte  Ellipse  oder  Hy- 
perbel durch  die  fünf  Punkte 

deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  der  beiden  Azeu 
dieser  Curven  -Xo,  Fq;  Jfi,  Fi;  -X»,  F^;  JT,,  F,;  X4,  F]» 
sind ,    gehen  soll ,   die  flSnf  folgenden  Gleichungen : 

c  j;»4^iC0s(tt|— 6)^»      i  Fp-f  ^^sin(g|--^)a«_^^ 
4^^4r£4Cos(fi^j-^  i»      ^  Fo+easin(ga->^)j*_^ 
iAo+y,co«(«^— ^)  5«      ^  Fo  +  p3sin(tt^-^)a*_^ 


C  J^Jj4C08^flr4-^  i  •        c   Fo+^4Sin(tf4--e)  ?'_|. 


aus  denen  die   ffinf  Grossen   ß,  a^  bf  JTo»  ^o  bestimmt  werden 
mGssen. 

Entwickelt  man  die  in  den  vier  letzten  Gleichungen  vorkom- 
menden Quadrate  und  zieht  dann  von  diesen  Gleichungen  die 
erste  Gleichung  ab,  s.o  erhält  man,   wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,    nach    einigen   leichten  Reductionen  die  folgenden 
Gleichungen : 


1 2X0  +  ^1  cos  (ö-«,) }  cos  (ö-ffi)  =  €  1 2  Fo  —  pi  sin(ö  -«i)  Isin  (Ö— «|), 
t21[i)  +  ^co»(d— aa)lcos(ö — «2)=«{2Fo— ^sin(ö— a5|)lsin(d— 0»), 
{iXo  +  Qu  cos  (a— oa) )  cos  (Ö— a»)  =  cl2  Fo— ^  sin  (Ö  -  03) )  sin  (Ö— 1^), 
{ 2Jlo  +  ^4Cos  (Ö— «4)  1  cos  («—«4) = £  { 2  Fo — ^4sin  {B—a^  ]  sin  (6-  «4) 

oder 
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=  *- Ä  {co»(6— «i) +e«in(d  — <»i)taDg(Ö— «»i)l, 
2Jto— 2£FotaDg(ö-«j) 

2A;>-.2£rotaDg(d-«3) 

r 

=  —  PalcosCÖ— i%)  +  68iii(d— c^)tang(d— «a)!, 

2-X;>— 2fFotang(Ö— «4) 
sc— ^4{co8(d^  «4)  +  €«iii(d— a4)tang(d— a4)|. 

Multiplicirt  man  die  drei  ersten  dieser  vier  Gleiehungen  nach 
der  Reihe  mit  den  folgenden  Differenzen: 

> 

sin  (flCft  — -  ctb) 

t>ng(g-a,)-tong(g-a^=-^^g^";[;';-'^_^; 

addirt  sie  dann  su  einander«    multiplicirt  die  dadurch  erhaltene 
Gleichung  mit 

cos(d — a|)cos  {B —  0%)  cos  (ö  —  a^) , 

und  erhöhet  in  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  alle  Indi- 
ces  um  eine  Einheit»  so  erhält  man  die  zwei  folgenden  Gleichungen : 

0=    pi6in(fl%-*O3)(c08(d— ai)*-f  e8in(d— tti)^) 

+  ^sin(a,— ai){cos(ö— aa)*+6sin(d  — «t)*l 
+  ^  sin(«i  — «b)  Icos  (ö— «3)«+  csin  {6  -  c^)* ) , 

0=    es^in  K  ^  ^4)  ( <^o»  (Ö  —  «a)* + «sin  (Ö  —  0^)*  \ 
-feisin(a4— o^|cos(d«-a3)<-f-€8in(0— 1%)*) 

'  +P4Sin(a3— «3)tcoß(6— «4)«+€8in(Ö— «4)«); 


oder 


]gB  Grnntrt:    €€ber  die  Beitimmunp  einet  äurek  finf 

0=     ^8in(a^--a9)tl4-s4-(]^^)co82(0^iri)) 

+  ^8iit(«i— oi)U  +  e  +  (l-..)coa2(6-«8)}, 

+  ^4sin(ai  ~  i)f,)H +  «  + (1— «)co82(ö— «4)1; 
folglich»  wenn  wir  der  Kurze  wegen: 

P^^9i  8in(a|— a,)  +  ei8iii(tf,^tf|)  >f  ^sin(«|  — %), 

femer 

Qo=^i  8in(a^— c^)  co82ai-f  ^8iD(fl^--a|)co82f%-f^8{D(0|--<%)^o82ff,, 
Q,  =^2S>ii(<'t~~'i^4)c<>^^'f^88^o(<V4~^<^<>'>'^aH-^48iD(a^— O^)C082a4 

ttod 

R^  =  ^  8iii(<%— at)siD^^i4^8in  (o^ — a^)  8in2o^-f  p,  8(11(01—09^810203, 
J^j  =  ^2810(03— 04}  sin  2fl%-f^6in  (o4—02)8iD2os-|-p48in(fl^— 03)810204 

setzen : 

(I  +  OPo=-{l-«)(eoO«2ö  +  Äo8ln2ö), 
(l+f)Pi=— (1— e)(eiC082ö  +  Äi8in2d); 

woraus  darcb  Division 

Po_Qf,coB7,e^Ro9\n^  _  Q(»-Hi^tang2g 
Pi  ""  Qi  cos2Ö  +  Äi  sio 2ö  ""  Öl  +  Äi  taDg2^ ' 

also 
'> tang2e  =  -p^^_p^^ 

I 

folgt. 

Ueberlegt  man  nun,  dass,  wie  man  mittelst  einiger  bekannten 
goniometiiscben  Relationen  sogleich  findet, 

sln(i%—Oi)8in(o4— Ol)— sin(oj— 0^810(03— 04)=sln(«3—e^)8in(oi  — «ij 


geffOeue  PwhU  geksHden  K^gsisdMm  durch  Recknung.     1S7 
ist,  80  erhält  mao.  ans  dem  Obigeo  ehne  alle  Schwierigkeit: 

PqQx  —  P\Qo^  —  9i  ^«in.(«i— «»)  »in  («s— ir4)(co«2«i  — go82o^) 

—  Pi  es  sin  {u% — «%)  «in  («4  —  «,)  (coe  2a|  —  cos  %x^) 

—  ^1  ^4«'n  («i  —  «s)  «!■(«»  —  «»)  (cos  2«!  —  CO8  2«4) 

—  ^2^  ein  («a — <%)  ein  («|  —  of4)  (cos  2«^  —  cos  205) 

—  ^9*  sin  ((«2 — ^)  sin  (es  —  «i )  (cos  2a2  "■  cos  204) 

—  ^^4  sin  («a— «»)  sin  («i  —  «»)  (cos  2a8  —00821x4)« 

Po^i — ^Äo  =  —  ^1^  »'" («a— «9)  sin («j — «4)  (sin2ai  — 8in2<%) 

— "  Pi  Pa  sin  (oj — a,)  sin  (04  —  o^)  (sin  2cfi  —  sin  2«^) 

—  9i  Qa  sin  (%  —  Oj)  sin  («s  — -  «3)  (sin  2ax  —  sin  204) 

—  paps  sin  (o^ —  a^  sin  (cir|  —  04)  (sin  2a^  —  sin  2a^) 

—  ^P4sin  (oj  —  e^)  sin  {u^  —  «i)  (sin  2c% — sin  2«4) 

—  ^8^4  sin  («a — «s)  sin  («^  —  Oj)  (sin  2aa  —  sin 2a^ ; 

also»  wenn  man  die  Differenzen  der  Cosinus  und  Sinus  in  Facto- 
ren  zerlegt: 

PoQt  —  A  Oo  =     SVie^in(«a--^)sin(«i+aa)«»n(«^^-«a>*n(«8--«<4) 

+  2^1  ^sin(a^— a3)8ln(ai  +a8)sin(ai  —  crs)sin(a4— «^ 

+  2fi  p4sin(o^--«3)8in(«i  -|'«4)sin(a|— fi^)8in(i^->ci^) 

•f  2eaP,sin(aa— (%)sin(oa4-os)sin(02— 08)sin(a|— 04} 

-t-2e2P4sin(aa— •ff8)sin(oa4-<^4)sni(cr2— a4)8in(a^-flr|) 

+  2f8^8in(i^— ci^)sin(or,-fa4)sin(a,-*a4)sin(ori— o,), 

Poßi  —  Pi  Rq="-2qi  9«sin(aa— 08)cos(cf4 +«a')sin(of|  —a^Bmia^—a^ 

— 2eiP8S»n(«a— fi^)cos(ai+aa)s>n(«i-«s)sin(fl^— aji) 
—2^1  ?4«in(aa— aa)cos(ai  4-a4)sin(aA  — <^)sin(a2— a^) 
— 2eap8stii(oa-«3)cos(oi+a8)sni(c%-a^)sin(ffi-a4) 
—2^^4810(0,— «8)cos(aa+a4)8in(a^-.of4)8in(a8  -ffi) 
— 2p8p4S>n(aa-«8)cos(a8  f  a4)sin(a8— «4)sln(c,— o^ ; 
Qod  setzen  wir  nan  der  Kürze  wegen: 


168 
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2).    .    Af=     ^i(ssin(ff|  •fax)8io(flr| ^«() sin (0^—04) 


n(«i— «4)« 

ii(a,— «4)8 
n(fl^— «4)8 


d(«4 
d(«i- 


«4) 


und 


3)  . 


iV=     ^1  ^2  CO8  (flfi  +  0^)  8in  (cfj  —  e%)  8 

+  Pi  P8  CO»  («1  +  «s)  »*""  («I  —  «»)  » 
-I- Pi  ^4  cos  («1  4- «4)  sin  (a|  —  «4)  8 

+  ^^s  CO»  («2  +  «s)  ««n  («1 — «3) « 

+  ^P4  CO«  («ji  +  «4)  8ln  (c%  —  «4)  8 
+  ^8^4  cos  («j  H-  «0  »10  (^  -*  <^)  » 

80  ist  nach   dem  Obigen: 
4) 


n(as — «4) 

o(«4— «%) 
n(«a— «3) 

D  («i  —«4) 

n(fl^— «,) 


tang20  =  -^ 


Nachdein  man  mittelst  dieser  Formel  6  gefunden  hat»  lisst 
sieb  8  mitteist  ▼erscbiedener»  ans  dem  Obigen  sich  onmittelbar 
ergebender  Formeln  leicht  finden.  Die  einfachste  Methode  scheint 
mir  aber  die  folgende  zu  sein,  mit  deren  Entwickeinng  ich  mich 
daher  auch,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  f^r  jetzt  begnfl- 
gen,  und  nur  am  Ende  dieses  Paragraphen  noch  kurz  auf  die 
Berechnung  dieser  GrOsse  zurückkommen  werde.  Aus  den  bei* 
den  oben  gefundenen  Gleichungen 

(l  +  8)Po=— (1— c)(QoCOs2e  +  fio«lnM), 

(l  +  €)Pi  =— (1— 8)(0icos2ö  +  Äisln2ö) 

erhSit  man,  wenn  man  etwa  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen 
benutzt,  auf  der  Stelle : 

und  fährt  man  nun  in  diese  Formeln  die  aus  dem  Obigen  bekann* 
ten  Werthe 


§e99äeH€  FumkU  f»hemlm  M^^l9CkMim  durch  äwekmmff.     ISB 


com p^Q^^p^Q^^ 


ein,  80  erbalt  man  nacb  einigen  leichten  Redoctionen: 

"^"^^P^R.-P.ßo' 

""^^  PoQl-PlQo' 
Mnn  ist  aber,   wie  man  mittelst  leicbter  Rechnung  findet: 


1+« 

1  +  8 
1-«  = 

QoÄ,  —  QiRo  =—^iQ2»in  (02  —  ^x9)» 

—  ^^48in(o^— o{^)s 

—  e2ftl»>n(«B  — «8)8 


n(«^—»4)sin2(aj— -oa) 
0(^4  —  c^  sin  2(ai  —  oj) 
n  (oa— «3)  sin  2  (orj  — a^) 
n  («1  ^a4)sin2(os— «3) 
n  («8  •—  «i)  sin  2  («,— «4) 


—  ^^48in(«2— «s)»" 

—  P8?48in(ai— «3)«n(«i— «a)sln2(a, —^4), 

also  offenbaor  nach  dem  Obigen,  wenn  man  dec  Kürze  wegen 


«) 


-''=  Pi?asin(a8  — a4)6in2(a,  —  oj) 
+  Qi(f9  sin  (of4—  o,)  sin  2  (aj  — a^) 
+  ^,  ^4  sin  («a — 0^)  sin2  (ai  —  a4) 

+  ^^48in(a,— «,)sin2(aa— «4) 
-I- ^894sin(a|  — 02)6in2(a8— «4) 


setst: 


l  +  e 


l  +  < 


Tz::i=2S«»2«,  j_=_j_cog2d 


22V' 


Hat  man  aber  mittelst  einer  dieser  beiden  Formeln  -, 


1  +  « 


net,  s«  «rbSit  buwi  e  leicht  mittelst  der  Formel: 

1  +  e 

7) e= 


1- 


berech- 


i=r 


-l 


l+£ 

1  — r 


+  1 


ThaU  XXVU. 


M 
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Aus  6)  erblift  nan  aach  leicht: 

8) }+-^=:±  ^ 


welcher  Ausdruck  zwar  von  B  ganz  unabhängig  ist,  es  aber  an- 
entschieden lässt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat. 

Setzte  man 

-f  ^j  9s  cos  («1 — c%)  sin  (ffi  —  og)  sin  («4 — o^ 
+  ^94C08(cifi  — ce4)sin(a|  — a^%m  (a^ — Oj) 
+  e»^BCOs(aj— «s)  sin  («a  — «s)  sin  (aj—aj 

+  ^^4  COS  («2 — «4)  sin  («2 — «4)  sin  («s  —  «1) 
+  9,P4Cos(a8— a4)sin(a3— «4)sin{ci  — o^), 
SO  wäre: 

im  ^+^  ^      .    0/1        1  +  g  fl^  o/i 

***)    •    •      rZTi  ^  1»  **n2ö,    j-—  =  —  2v  ®®® "^5 

und  bei  der  Berechnung  der  Grtissen  ty  M^  N  wfirde  man  sieb 
nun  am  besten  auf  folgende  Art  verhalten : 

Man  berechne  die  Hülfsgrössen 

2l  =  ^^siD(ai^ax)sin(a,  —  «4)^ 

j&=:  9i  ^3  sin  («1  —  «3)  sin  (04  —  a^ , 

C=9l948in(ai— «4)sin(a3--ii^), 

Z>=^98  8in(aa— a^)sin(ai— «4), 

iE=  92^4sin(tt9— a4)siD(a3— -ai), 

F=  9,^4  sin  (og  —  «4)  sin  («i  —  1%) ; 

so  ist: 

,fÄ     ilco8(oi *- Ol) +  -0 cos («I --<%)  + Ccos(c^—o^ 

+  Z)cos(ö2— ag)  + JScos(fli|— «4)  +  FcoB(a3-*«4) 

und 

M  =     2<sin(«i  +  «2)  +Äsin(«i  +11^)  +  Csin(a|  -f  04) 

-I-  I>sin(a2  +  08)  +  £Bin(tt^  +  «4)  +  F8in(a8  +  «4)> 
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Nsz     Jcos(o|  -f  «i)  +  BcoB  («1  +  «%)  +  €<*•  («1  +  «4) 
+  Dcos (1%  +  og)  +  £co8 («B  +  C4)  +  ''cos (ik,  H  cr^) ; 

wobei  man  sich  auch  noch  die  folgenden  Relationen  merken  kann : 

F=:^^A,    E==ii^ß,   I>=&S«C. 
9»<f*  9*9*  9%99 

Zur  Berechnung  Ton  A'o»   Fq  hat  man  nach  dem  Obigen  die 
Gleichungen : 

2A'o-2€Fotaog(ö-ai) 
=  -^{cos(d— ai)  +  fcsin(0— ai)toBg(d— «|)|, 

2JKo-2frotang(d-i«,) 

aus  denen  leicht 

2  J^sio(«|— «9) =  —  ^1 8iD(ö— «a)  l  co8(d— ai)*+€8in(ö— n^)*  j 

+  Q^  8in(d  -  ai)  { co8(d— 02)« + s  8in(Ö— n^« }, 

2c  Fo8in(ai— «a)=—  ^iC08(d — Oj)  lco8(d— «i)*+€8ln(ö— «1)*) 

+  p,C08(ö— «1 ) }  co8(ö  -  04)*+  e8in(d— (%)* } 


11) 


oder 


12) 


+  ^8in(ö— «i)|l+|^co82(ö— oii)l, 

48Fosin(cr«— 'cu)  .^         xi^.l — *       «/^        v» 
l^g      ^=-eieos(Ö— «a){l^-Jq:^co82(g-«^)} 

1  — c 

+  ,?aC08(Ö-ai)Jl  +  j^C08i(Ä— Ha)! 

folgt.    Berechnet  man  die  Hfilfs^rinkel  ti|,  ti^  mittelst  der  Formeln: 

I—«  1  —  « 

13)    taug  «1  sa  yq^  cos  2(Ö— ai ) ,    tang  t%  s=  j-^;--  cos  2(^-- 1%) 

und  setzt  der  Kürze  wegen: 

18' 
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(H-£)giCos(450-fft)     y_(l+0(>aco8(450-tt,), 
14;    Ai-  2V2.COSM1       •  **■"       2v2.cosua       ' 

so  ist: 

iJo  =  ACi  sin  (ö — oj)  +  JPasin  (Ö  —  «i) , 
«Fo= JTiCosCö  — ««)  +  ÄaCOs(ö— aj. 

Bekanntlich  sind  X^y  Fq  die  Coordinaten  des  Punktes  A^  10 
Bezug  auf  das  System  der  Axen  der  Ellipse  oder  Hyperbel»  und 
RoCosAq,  R^sinAo  sind  die  primitiven  Coordinaten  desselben 
Punktes.  Bezeichnen  wir  nun  die  primitiven  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X»  !P»  so  Ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

RoCosAo^X-f'^oC^*^ —  Fgsind, 
Ro^nAo=y -f^sin^-f  Focos^; 
also 


16)    .    . 


X  =  RoCosAo  — ^0^^*^+  Fosinö, 
|)=KgsinAo — XQ%m% —  Focosd; 

und  folglich,  wie  man  mittelst  15)  leicht  findet: 

iJE  =  Rocos  Ao-f^i  sin«!  -f  £r«sino| , 
ip = Rq  sin  Ao — Kx  cos  «2^  K^  cos  a^  • 

Die  beiden  Haibazen  a,  b  lassen  sich    nun  endlich   auf  fol- 
gende Art  berechnen.    Mach  dem  Obigen  ist 


und  folglich: 
17)    ...    .   a=V^Ö*+7F?,    *  =  T7^; 

wo  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  mass, 
jenachdem  t  positiv  oder  negativ  ist.  Berechnet  man  den  Hulis- 
Winkel  v  mittelst  der  Formel: 


18) 
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tangü  =  -^Vdb«» 


80  ist,  wie  man  leicht  findet ,    wenn  £  positiv  ist: 


19)  •    .      a=:val.  abs. — — ,    6  =  val.  ab».  ~r^  ; 

CO80  sinp 

QDd  wenn   e  negativ  ist: 

20)  a=val.  abs.  — —  Veos2r,    Ä=:val.  abs.  -r-^Vcos2ü. 

cosv  8int> 

Aus  den  beiden  aus  dem  Obigen  beiurnnten  Glmcfaungen: 

0=  ^isin(o2 — a8){cos(d— a|)*+esiii(d — «i)*} 
+  ^,8in(<^— «,)|co8(d— ci^«+e8in(ö— tt«)"! 

+  ^3sin(ai— aa)tcos(6— a3)«  +  €6in(ö— a8)*!> 

0=  ^sin(i^  ~«4)|co8(d— c%)«+e8in(d— a^*} 
+  ^3  8in(a4— a2){co8(ö— a3)*  +  esin(d— «s)*! 
+  ^48in(a2-ai){cos(ö— a4)a+€8iii(d— «4)*) 

erhSlt  man  auch,   wenn  der  Kürze  wegen 


üo=  ^  sin(aa— «8)cos(ö— «i)* 
+  ^8in(«3— ai)Gos(d— o^)* 
+  ^  8in(ai— aa)cos(6— «3)*, 

JJx  =    ^8in(«8— «4)cos(ö-c%)* 

+ es  8in(a4— aa)co8(ö— «s)* 
+  e4sin(aa— «3)cos(ö— «4)*) 


Fo=  pisin(aa— «8)««n(ö— «i)* 
+ ^8in(a8  — «,  )8in(ö— oj)* 
+e8sin(ai— aj)8in((9— Oj)« ; 

F,  =  ea8>ß(«8  — «4)8»n(ö— «a)* 
+  e48in(at— a3)8in(ö— «4)* 


-      Fo'  F/ 


geaetst  wird: 

21) 

Es  erhellet  auf  der  Stelle,  dass 

ist. 
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§•4. 

Ueber  die  vorhergehende  Auflösung  sind  nun  aber  die  folgen- 
den wichtigen  Bemerkungen  zu  machen. 

Da  man  von  dem  Winkel  6  nnr  so  viel  weiss,  dass  er  zwischen 
0  und  360^  liegt,  so  weiss  man  von  dem  Winkel  26 y  welcher  durch 
die  Formel 

M 

tang2d=:^ 

bestimmt  wird,    nur  so  viel,  dass  derselbe  zwischen  0  and  720^ 
liegt    Bezeichnen  wir  also  den  kleinsten  positiven  Winkel,  des- 

sen  Tangente  der  Brach  j^  ist,   durch  2io,  so  sind 

2(0,    2Go-hl80o,    20)4^3600,    2fi>4^540<» 
die  vier  Werthe,   welche  26,   und  also 

cö,     01+90«,    (Ö+180O,    (D  +  27(K> 

die  vier  Werthe,  welche  6  haben  kann.    Bezeichnen  wir  den  dem 

1+' 
Werthe  a  von  6  entsprechenden  Werth  von   | durch   e^,    so 

sind  nach  6)  die  den  Werthen 

w,    «  +  90«,    a  +  iaO«,    ©+270O 

1  4-  £ 
von  6  entsprechenden  Werthe  von  ^ ,  wie  leicht  erhellen  wird : 

und  die  denselben  Werthen  von  6  entsprechenden  Werthe  vone 
sind  folglich: 

«1  +  1'     «1—1*     «i  +  l*     «1-1* 

also,   wenn  wir  den  dem  Werthe  a>  von  6  entsprechenden  Wertb 
von  s  durch  e  selbst  bezeichnen : 

1  1 

**   i*  *'   V 

Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  dem  Werthe  o»  von  B  ent- 
sprechenden Werthe  von  Xq,  Yq  durch   X^,  Vq  selbst,    so  sind 
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nach  II)  die  den  obigen  ?ier  Wertben  von  6  eotsprechendeD  Wertbe 
von  Xqj  Tq  offenbar: 

^f    J^o»     ^o»  — -^5    — -^0»  *^  «o>    "^  M)»   -^0? 

nnd  flir  die  den  obigen  vier  Werthen  von  S  entsprechenden  Werthe 
von  X,  Jp  erhält  man  also  nach  16): 

RoCosAq— '^cos(o-f  Fosinoy 
RoSin  Ao  —  Xosioc» —  Focosw; 

=:  Rocos  Ao  —  ^  cos  o»  -f  JKo  ^^^  ^» 
RoBinAo- Fosin(« +90O)  +  2[;jCO8(a>  +  90<') 

=  RoennAo  — ^sino—  Focoso»; 

RoCosAo  +  ^oCos((D  +  iSOP)—  Fosin((»+1800) 

=R,,co8Ao — JToCOSo»-!'  Fosino, 
Ro  sin  Ao  -f  Xo  sin  (»  +  IBO»)  +  F^cos  (o  +  ISO«') 

=  RoSinAo  —  -XoSinw—  FqCosid; 

Ro  cos  Ao  +  Fo  cos  (<ö  +  270»)  +  Jo  sin  (w  +  27O<0 

zzRoCosAo*— JC^costt-f  Fo«nü>^ 
Ro8inAo+  Fosin(»+270«)-2:ocos(a>  +  27»o) 

SS  R^sio  Aq  —  A^simo-^  FoCosid; 
also  in  allen  Fällen: 

X=RoCosAo — XQCoaa  +  FoSincD, 
y=:RosinAo  — Aosini» —  Focost»; 

woraus  man  siehti  dass  sich  ffir  die  Coordinaten  des  Hittelpankts 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  in  allen  Fällen  ganz  dieselben  Werthe 
ergeben. 

Ffir  die  den  obigen  vier  Werthen  von  d  entsprechenden  Werthe 
vea  «#6  erhält  man  endlich  mittelst  des  OWgen  nach  den  For- 
17)  äke  folgenden  Ausdrücke: 
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Ist  nuD  zuerst  6  positiv  und  der  gesuchte  Kegelschnitt  also 
eioe  Ellipse 9   so  sind  die  Ausdrucke: 

offenbar  sfimnitlich  reell»  und  die  den  obigen  vier  Werthen  von  6 
entsprechenden  Werthe  von  a,  b  sind  also,  wenn  wir  durch  a,  6 
selbst  die  dem  Werthe  m  von  6  entsprechenden  Werthe  der  bei- 
den Halbaxen  bezeichnen: 

Oy  b;    b,  a;    a,  b;    b,  a. 

Ueberlegt  man  nun ,  dass  nach  dem  Obigen  deo  vier  Werthen 

w,    0+90%    0  +  180%    ©  +  270» 

von  6  immer  ganz  dieselben  Werthe  von  X,  y  entsprechen,  und 
dass  daher  durch  die  vier  in  Rede  stehenden  Werthe  von  6  offen- 
bar bloss  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade  Linien  be- 
stimmt werden»  so  ist  aus  allem  Vorhergehenden  klar,  dass  man» 
welchen  der  obigen  vier  Werthe  von  6  man  auch  für  6  setzen 
mag»  doch  immer  ganz  dieselbe  Ellipse  erhalten  wird»  welche 
durch  die  fOnf  gegebenen  Punkte  geht 

Wenn  ferner  $  negativ  und  der  gesuchte  Kegelschnitt  also 
eine  Hyperbel  ist»  so  ist  klar»  d4l6s immer  bloss  entweder  das  erste 
und  dritte»  oder  das  zweite  und  vierte  Paar  der  folgenden  Ausdrfieke: 
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^^!±i^,     ^-(V+eFo«); 

flir  die  beiden  Halbaxen  a,  6  reelle  Wertbe  liefert,  wodarch  uiie 
ein  Criteriam  gegeben  ist,  mittelst  dessen  sieb  immer  sicher  er- 
kennen Ifisst»  welcbe  Wertbe  man  bloss  fflr  6  setzen  darf;  dass 
es  aber  ganz  gleichgültig  ist,  welchen  der  beiden  Wertbe  oo,  o-f-IHO^ 
oder  mi-909s  m  +  27(fi  man  fiir  ^  setzt,  ßllt  von  selbst  in  die  Augen. 


§.5. 

In  dem  Vorbeigebenden  ist  die  allgemeine  Auflosung  unserer 
Aufgabe  enthalten.  Es  kommt  nun  aber,  was  bei  diesem  Gegen- 
stande von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  ist,  darauf  an,  die  Fälle, 
in  denen  die  obige  Auflösung  aufbort,  anwendbar  zu  sein,  einer 
besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  wozu  wir  jetzt  fibergehen 
wollen,  nachdem  wir  die  folgenden  Bemerkungen  vorausgeschickt 
haben,  weiche  für  das  Folgende  von  Wichtigkeit  sind. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  keiner  der  folgenden  Sinus: 

sin(cfi  — oa),    sin(ai~ai),    sin(ai— «4), 

sin(aj|  — cj),    sinCa^— «4),    sin(a^— a^) 

verschwinden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wSre,  offenbar  zwei 
der  ffinf  gegebenen  Punkte  mit  dem  als  Anfang  oder  Pol  ange- 
nommenen Punkte  Aq  in  einer  geraden  Linie  liegen  wftrden,  wa9 
mit  der  in  §.  2.  gemachten  Voraussetzung,  dass  nicht  drei  der 
ffinf  gegebenen  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  sollen,  im 
Widerspruch  steht. 

Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  auch  nie  die  Gleichung 

* 

oder  eine  ähnliche,  Statt  finden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  die  drei  Punkte  A19  A^t  A^  in  einer  geraden  Linie  liegea 
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würden,  wie  leicht  auf  folgende  Art  gezeigt  werden  kann.  Die 
in  Rede  stellenden  Punkte  werden  nSmIich  immer  dann  in  einer 
geraden  Linie,   deren  Gleichung 

ist»  liegen,  wenn  die  beiden  Constanten  G^  H  so  bestimmt  wer- 
den können,  dass  sie  den  drei  Gleichungen 

t^i  =  Gjri  +  »,    tJa=Gjr,  +  J5r,    x^^Gu\R 

zugleich  genfigen,  welches  immer  dann  muglich  ist,  wenn  die 
Bedingungsgleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  Cr,  H 
aus  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen  erhält,  erfüllt  ist.  Diese 
Gleichung  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

also,  wenn  man  för  die  Coordinaten  tu  x^\\  j^s,  t^;  Ts»  9s  Hire 
aus  §.  2.  bekannten  Ausdrücke  einfährt,  wie  man  leicht  findet: 

^e^sin  («1  — Oj)  +  ^ea  8in(aa— «j)  +  ^s^i  sin(fl%— «i)  =  0, 

welches  die  obige  Gleichung  ist,  woraus  das  zu  Beweisende  folgt. 


§.6. 

Die  ganze  oben  gegebene  Bestimmung  der  durch  die  fflnf 
gegebenen  Punkte  gebenden  Ellipse  oder  Hypeibel  gründet  sich 
auf  die  Bestimmung  des  Winkels  20  mittelst  der  Gleichung 

tang2ö  =  ^» 
welche  jederzeit  dann  nicht  möglich   ist,  wenn  zu  gleicher  Zeit 

Jlf  =  0,    iy=o 

ist,  so  dass  wir  also  diesen  Fall  zuerst  betrachten  mfisseu« 

Wenn  aber  zu  gleicher  Zeit  ilf  =  0,  iV^^O  ist,  so  ist  nach 
{•  3.  offenbar  auch  zu  gleicher  Zeit 

/\)Oi-^iOo=0,    Poßi-AÄo=0; 
also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  zuerst  P| ,  dann  P^  eliminirt : 

» 

'»oWoßi  -  QiÄo) =0,    P,  (Qoßi  -Öißo) =0; 
MglBeh  oSrabu  entweder 
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Po=0,    P,=rO 
oder 

ÖoÄi  — eiÄo=0. 

Sei  also  zuerst  zugleich 

•\ 

Po  =  0,    P,=0. 
In  diesem  Falle  wird  den  beideo  GleiehuDgen 

(l  +  €)Po=— (1— «)(OoCos2ö+Äosin2ö), 

(1  +  €)P,=— (l— »)(ÖiCos2d+Äi8ln2d), 

auf  die  bekanntlich  nach  §.  3.  bei  unserer  Auflösung  Alles  an- 
kommt, für  jedes  B  genügt»  wenn  man  a=l  setzt,  woraus  man 
sogleich  schliessty  dass  im  vorliegenden  Falle  der  gesuchte  Ke- 
gelschnitt ein  Kreis  ist.  Zar  Bestimmung  von  X^,  Fq  geben  die 
Gleichungen  11): 

2JI^sin  («1  — «t)  =  —  ^1  sin(ö  — «a)  +  fe«in(ö— «i), 
2Fosin(a|— (%)=— piCos(6>— a2)+^cos(d— «i); 

oder,  weil  es  offenbar  ^erstattet  ist,  ^=0  zu  setzen: 

2Jrosin(tfi  — «2)=     ^isino^^^sincTi» 
2FoSin(ai — «2)=— pi  cos  1x2  4-^2  ^<>^  ^19 

welche  Gleichungen,  weil  stn(ai  —tt^  nach  §.  5.  nicht  verschivfn- 
det,  ffir  JTq,  F^  immer  endliche  vOllig  bestimmte  Werthe  liefern. 
FiSr  Hty  If  erhält  man  aus  16)  die  endlichen  völlig  bestimmten 
Werthe : 

*=RoCosAo— Ao,    !P=Rosin Aq—  Yq\ 

und  aus  17)  ergiebt  sich,  wenn  man,  wie  es  erforderlich  ist, 
e=:l  setzt: 

wodurch  also  auch  der  Halbmesser  unseres  Kreises  und  daher 
ffiesar  Kreis  selbst  jetzt  vollkommen  bestimmt  ist« 

Man  kann  hier  noch  die  Frage  aufwerfen,  ob  vielleicht  a=6=0 
werden  kznn.    Wäre  aber 

«=6  =  V^«+F««=0. 
M  wäre  Jl!o  =  0,    Fo  =  0,    also  nach  dem  Obigen: 
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woran«  sogleich 

^isin(fl^--a2)=0, 

altfo»  iDsoferu  nicht  ^i=0  ist, 

sin(a|~af)  =  0 

folgt  y  was  bekanntlich  unstatthaft  ist.  Sollte  aber  ^  =  0  sein, 
80  würde  der  Punkt  Ai  mit  dem  Punkte  Aq  zusammenfallen,  und 
es  wfirden  also  nicht  fi!nf,  sondern  nur  vier  Punkte  gegeben  sein, 
was  auf  eine  neue  Aufgabe :  die  Beschreibung  eines  Kegelschnitts 
durch  vier  gegebene  Punkte  führen  würde,  mit  der  wir  uns  hier 
nicht  beschäftigen.    Daher  kann  nie  0=6=0  werden. 

Wenn  ferner 

<?oßi-eifto  =  0 

ist,  so  wird  den  beiden  Gleichungen 

Qo  cos2d  -h  Ao  sin  2d  =  0, 
Qx  cos  20  +  Ri  sin  20  =  0 

offenbar  sugleicb  genügt,  wenn  man  26  mittelst  einer  der  bei4m 
Formeln 

tang2d=-^,    tang2ö=^^ 

bestimmt,  welches  aber  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Grossen. 
Qo*  ^>  Q\»  ^i  nicht  zugleich  yersch winden,  was  wir  also  fär 
jetzt  annehmen  wollen.  Hat  man  nun  aber  20,  und  demnach  auch 
6,  auf  diese  Weise  bestimmt,  so  wird  den  beiden  Hauptgleichungen 

(l  +  e)Po  =  — (l— «)(OoCos20  +  Äo8in20), 
(l+£)Pi  =  —  (1  —  0  (0, cos 20 +  Äi sin 20) 


•  i 


genügt,  wenn  man  £  =  —  1  setzt,  woraus  man  sogleich  scbliesst, 
dass  im  Torliegenden  Falle  der  gesuchte  Kegelschnitt  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist.  Zur  Bestimmung  von  2[q,  Vq  hat  man  nach 
11),  wenn  man  e  =  — •!  setzt,  die  Gleichungen: 

2-yo8"n(ai— «»)=— ^i8>»(ö— «^tco8(0— «i)«— sin(0— a,)«} 

+  ^8in(0— ai)(cos(0 — o^)' — sin(0— Oj)*}, 

2Fosin(«i  — aa)=     p,cos(0— <%){cos(0— «j)«— sin(0— «i)«} 

—  ^cos(0— ai)(cos(0— a^* — sin(0— o^)*); 
abo: 


2Fo8iD(a|— a^=    ^iCOs(ö-a2)cos2(ö-«i)— ^aCOs(ö-a,)ooa2(ö— «,); 

mittelst  welcher  Gleichangen  man,  weil  8iii(tt| — a^  Btclit  rer- 
schwindet,  ßir  ^o^  ^o  immer  endliche  völlig  bestimmte  Werthe 
erhält.    Zur  Bestimmung  von  Ity  P  hat  man  nach  16)  die  Formeln : 

Jf=R<)CosAo — -^0^080+  Fosinö, 
y=RQ8in  Aq — -XosinÖ —  Focosd; 

die  fiir  3^»  9  gleichfalls  endliche  völlig  bestimmte  Werthe  liefern. 
Für  0  erhält  man  bekanntlich  eigentlich  vier  Werthe,  woraus  sich 
dann  auch  vier  Paare  von  Werthen  der  Coordinaten  Xq^  Yq  er- 
geben, was  aber  bekanntlich  auf  die  Bestimmung  von  It,  P  gar 
keinen  Einfluss  ausübt.  Die  den  in  Rede  stehenden  vier  Wer- 
then voB  0. entsprechenden  Werthe  von  a,  b  sind  nach  §.4.: 

V^^-Fo^  V^«-Fo«; 

V-(Jro»-V)>    V~(Ao«-Fo»); 

V-(^o^-Fo2),   V-(jro*-io«); 

und  man  muss  nun  für  B  immer  einen  der  beiden  Werthe  setzen, 
die  fär  a,  6  reelle  Werthe  liefern;  welchen  dieser  beiden  Werthe 
von  Q  man  aber  wählt,  ist  an  sich  ganz  gleichgfiltig.  Auch  hier 
lässt  sich  wieder  die  Frage  aufwerfen  ^  ob  a  =  6=0  sein  kann. 
Es  erhellet  aber  leicht «  dass  eine  gleichseitige  Hyperbel  sich 
ihren  Asymptoten  desto  mehr  nähert,  je  näher  ihre  einander  glei- 
chen Azen  der  Null  kommen.  iSollte  also  a=:6  =  0  sein,  so 
mflssten  die  fänf  gegebenen  Punkte  offenbar  in  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  liegen,  was  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen jedenfalls  unstatthaft  ist.  Daher  kann  nicht  a=6=0  sein. 

Vorzuglich  milssen  wir  nun  noch  den  Fall   betrachten,    wenn 

Oo=0,    Äo  =  0,    ©1=0,    Ä,=0, 

nämlich  nach  §.  3. 

^  sin  («a— Cf8)cos2ai+^a8*'"(*'8""«i)cos2aj+p3sin(ofi-^)co82fl^=0* 
^  sin  (öa— «s)  siD2ai  +  q^svn  (a^ — aj)  sin  2aa  +  q^  s\n(ixi — o^sin2a8=0, 
^sin(08— «4)cos2cif2-f  pgsiD(flr4^a^)cos2a8-f-^4sin(a2— 'O8)cos2«4=ä0, 
^siD(fi% — a4)sin2a9^p8sin(«4-oaa)sin2c%  -f  ^4sin(a^-^O8)sin2a4=j0 
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ist»  voramgesetsl»  dass  diese  vier  Gleichungen  Biisammeii  existi* 
ren  könoen»  worfiber  wir  sogleich  In 's  Klare  zn  kommen  sachen 
wollen.  Eliminirt  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  Qi  ,  ans 
den  beiden  letzten  ^4,  so  erhftit  man  die  beiden  folgenden 


^2sin(o,  — €^)Bin2(a|  — a^-|-^^n(a|— o^sin2(ai — as)=0» 
^sin(a3  — a4)sin2(a4— o^-f  ^sin(a4 — ix^8in2(a4— o^)=0 

oder 

{ ^cos(ci  —  o^— pgCos(«i  —  aj))8in(«i  — «jfc)sin(«i  — «i)=0, 
{^co8(a^  —  «4} — ^9G0s(fi% — 04)}8in(a^— a4)sin(ag — a^^s^O; 

also  9   weil  keiner  der  Factoren 

6in(fl^— a^,    sin(«i~a8),    sin(aa— 04),    sin(o^-— s^) 

▼erschwindet : 

9,cos(tfi-aa)— ^cos(a|— ai)  =  0, 

^cos(o%  — o;^— foC08(c^— a4)=0; 

also,  wenn  man  q^  eliminirt  und  bedenkt,  dass  ^  nicht  ▼er- 
schwindet : 

cos(ai^ot)cos(a8 — «4)  —  cos  («i  — 1^3)  cos  («j — aJsrO, 

oder,    wie  man  leicht  findet, 

sin  («1  —  «4)  sin  (a^-^a^)^  0, 

und  folglich 

sin(a| — a^=0  oder  sin(a2 — 03)=  0, 

was  unstatthaft  Ist;   daher  können  die  vier  Gleichungen 

e^=o,    ä;>=0,    Oi=0,    «1=0 

nicht  zusammen  existiren,  und  es  giebt  also  im  vorliegendeD 
Falle,  wo 

ist,  immer  eine  durch  die  ftinf  gegebenen  Punkte,  von  denen 
nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gehende  gleichseitige 
Hyperbel* 

Man  kann  sich  endlich  noch  die  Frage  vorlegen,  ob  zugleich 


geffeäme  Punkte  §€kemäm  JtetfeiscknHtf  durch  Rteämmg.     S08 

sein  kann,  Nebmeo  wir,  am  diese  Frage  xa  beantvrotteD ,  die 
drei  vorstehenden  Gleichungen  als  erfüllt  an  und  bestimmen  aus 
der  ersten  PiSin((%— is^),  aus  der  zweiten  ^4sin(c% — ti^)^  und 
fuhren  die  erhaltenen  Ausdrüclce  in  die  Brfiche 


]Fr    und    ^ 


ein,   so  erhalten   wir: 


Qo  _  Pa8in(fl^— ft|)(eos2tta — cos2gi)  -j-  ^3  8\n(ai'-a^(coB2a^'-co62ai ) 
Äo  ^  ^8>d(«8  — «i)  (sin2öa— sin2flf, )  +  q^  sin(«| — a^  (sin^or,-— sin^ioi/ 

öl ft|8in(ga— fl;^)  (cos2g^—  co»2a^ + ^sin(«4~a^)  (cos2i%  — cos2«4) , 

Äi      ^sin(a8— «4)(8in2a2— sin2a4)  -h^36in(a4— a2)(sin2aa—- 8in2o;4) ' 

also: 

Qo i  Q%  sin  («1  +  oa)  ~  9z  «'"  (»i  +  «3)  I  «'"  («i  —  «g)  «in  (g|  —  «a) 

^  I  eaC08(ci  +  oa)  —  ^3 co8(ai  +  «3) )  sin  («i  —  oj)  sin («j  —  a^)* 

Qi      _> P»sin(a^  +  «4)  ^  p3  sin («3  +  «4)  |  sin  (<%— «4)  sin (gg  —  »4)  ^ 
*i^      {eaC0s(a2  +  a4)  —  ^3^08(03  +  «4))  sin(ö2— a4)ein(o^— «4)  * 

Mgüch»   weil  keiner  der  Factoren 

sin(ai— «t),    sin(ai--«3),    sin («,  —  «4),    sin («3— «4) 
verschwindet : 

Oo__  et^fa  («1  +  «2)  —  fa  g»'"  («i  -f  «») 
-ß;,  ^cos («i  +  «a)  —  ^3 cos («1  +03)  * 

Qi  _     pgsin  (oa  +  «4)  »-  ^3  sHi(«3-f  «4) . 
Ri  ^cos(aa  +  «4)  —  PsCosCoj  +  0^  ' 

also,  wegen  der  dritten  der  drei  vorausgesetzten  Gleichungen: 

^sin(ft|4-tt>)-gs<^(«i4«8)_gftsin(qa+g4)>^g3Bin(<%-ftt4) 
g^  cos  («1  +  «^  --  98  cos  («1  ■f«3)      02  cos  (Oa + «4)  —  ^4  cos(oi^  +«4)  ' 

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

{eaea+^p8-2ea98C0s(öi-a3)}8in(ai— a4)=0, 

also,  weil  sin((y| — 04)  nicht  verschwindet,  die  Gleichung 

Q9ß%+  99QB  -^  ^Q^Qs  cos(«j, — «^)  =0 
erhält    Nun  ist  aber 


^«V  =  (3f«-)r8)»+  («t-i^«. 


SOA         ßrunert:   üeber  dU  BetUmmtUHf  eine»  dMrck  fiktf 
also  Dach  $»  2.: 


-^•-^8*=  (PäC«»««— ^C08a,)«+  (^8inc%— ^sinc^)*, 
woraus  mao  mittelst  leichter  Rechnung 


^4^8*  =  e%Q2  +  ^8^ — 2pa^s  cos  («a— «s) » 
folglich  nach  dem  Obigen 


A^A^  =  0 

erhfilt»  was  angereimt  ist,  iweil,  wenn  diese  Gleichung  Statt  finden 
sollte,  die  Punkte  A^  und  A^  zusammenfallen  mussten,  also  nicht 
ninf,  sondern  nur  vier  Punkte  gegeben  sein  wurden.  Daher  kann 
nicht  zugleich 

sein. 

§.7. 

% 

Wenn  nun  aber  auch  M,  N  nicht  zugleich  verschwinden  und 
daher  6  bestimmt  werden  kann ,  so  erfordern  doch  die  Ffille,  weMi 
dann  e  entweder  unbestimmt  ausfällt^  oder  verschwindet,  oder  un- 
endlich wird,   noch  eine  besondere  Betrachtung. 


Nach  21)  ist 


,^    £o    ,_    üi. 


und  i  wird  also  nur  dann  unbestimmt  ausfallen,  wenn 

I7o  =  0>    Fo=0,    t;|=:0,     F,=0 

ist,  wobei  zugleich  leicht  erhellet,  dass  diese  Gleichungen,  wenn 
sie  für  einen  der  vier  Werthe  von  0  erfüllt  sind,  jederzeit  f&r  alle 
vier  Werthe  dieses  Winkels  erfiillt  sind.  Aus  den  vier  obigen 
Gleichungen  folgt  aber 

Vo+  Fo=  Po=0.    Pi  +  F,  =/\  =0; 

alBO 

PoQ,-PiQo=     2üfsln(«i-«,)  =  0, 
/>oB, -PiÄo=— 2A8ln  (oi— «j) =0; 

folglich,   weil  8in(as— e^)  nicht  verschwindet: 

11=0,   N=iO; 


ge9^»ne  FmMe  §ekmtthm  KtgeUcknim  äurck  JfeeAmntff.     905 

^^fms  .fknr  V^aiuw^tzaDg,  das«  Mf  N  nicht  siigleicb  veraebWiiidleD 
»ollen,  widerspriebt.  Wenn  abo  M,  N  nicbt  xiigleicb  Tersehwia- 
den^  wird  e  nie  unbeatimmt  ausfallen. 

"Wenn  t  fär  einen  der  vier  Werthe  von  6  TeTschwindet,  so 
verschwindet  e  offenbar  ancb  ffir  den  um  180^  von  diesem  Werthe 
von  ß  verschiedenen  Werth  dieses  Winisels,  und  ffir  die  beiden 
anderen  Werthe  von  6  wird  e  unendlich;  und  wenn  t  flir  einen 
der  vier  Werthe  von  B  unendlich  wird,  so  wird  e  offenbar  auch 
für  den. um  180^  von  diesem  Werthe  yon  6  verschiedenen  Werth 
dieses  Winkels  unendlich,  und  für  die  beiden  anderen  Werthe 
von  $  verschwindet  c.  Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn  f  über- 
haupt verschwindet  oder  unendlich  wird,  es  imm^r'fftr  awei  um 
180^  von  einander  verschiedene  Werthe  von  ß  unendlich  werden 
wird,  so  dass  es  also  genügt,  bloss  diesen  Fall  zv  betrachten. 
Nehmen  wir  nun  demeufolge  an,  dass  9  fllr  zwei  um  180^  von 
einander  verschiedene  Werthe  von  ß,  die  wir  durch  cS  und  €3-f  IM)^ 
bezeichnen  wollen,  unendlich  werde,  so  sind  ßir  diese  beiden 
Werthe  von  ß  die  Gleichungen 

erteilt.  In  diesem  Falle  iSsst  sich  aber  durch  die  flinf  gegebe- 
nen Punkte 

^0»     -^1»     -^a»     -^8»     -^4 

immer  eine  Parabel  beschreiben,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 
Zu  dem  Ende  bezeichne  man  den  Paraniefer  der  gesuchten  Pa- 
rabel  durch  p  und  nehme  deren  Scheitel  als  Anfang  und  ihre 
Axe  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  X  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystenis  der  XT  an,  in  welchetn  man  den  positiven 
Tbeil  der  Axe  der  F  so  annimmt,  dass  man  s|ch,  um. von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  X  durch  den  Coordioatenwinkel 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  F  zu  gelangen, 
nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  man 
sich  bewegen  muss,  um  im  primitiven  Coordinatensysteme  von 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Coordinatenaxe  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Coor- 
dinatenaxe zu  gelangen.  Die  Goordinaten  der  fünf  gegebenen  Punkte 

<«0>      ^1»      -"«»      ""8»      -"4 

In  dem   Systeme  der  XY  seien  respective: 

-^0»   '09     Xif  Yii    X^»  Ijj?     -^a«   's;    A4,  F4. 

Von  dem  Scheitel  der  gesuchten  Parabel  ziehe  man  eine  mit  dem 
positiven  Thetle   der   ersten   primitiven  Coordinatenaxe  parallel« 
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9QB         erunert:   ffeöer  die  Betümmunff  einen  äurek  /WM/ 

micl  gleieh  gerichtete  gerade  Linie  ms  tmd  freeelelMie  den  «it 
dieser  Linie  von  der  Äxe  der  Pardbel  eingescbloseeDen»  aaf  ge* 
wohnliche  Weise  von  0  bis  360<^  gezahlten  Winkel  dnrch  6;  so 
hat  man  anf  gans  ftbnliche  Weise  wie  in  §,  3.  die  fohlenden 
Gleichangeo : 

Fo'-P^  -  0, 

{Fo+ft8in(«i-e)J9-p{2i+^,cos(«,— ©))=0, 

I 

jJo+^«ii(«a— «))«— p{Ji+<^co8(«.— ©)|=80, 
I  Io  +  ?8MnK—ö)»*  —  pl-Xo+e8Cos(«i  — 0)1=0, 
l'o+^4Sin(iH4— ©))«-p|J[o+^4COs(a4— ©))5=0- 


man  die  erste  dieser  fünf  Gleichungen  von  den  vier  asde* 
reo  ab,  so  erhUt  man  die  vier  folgenden  Gieichmigen : 

2F<>sin(Ö-ai)— ^sin(Ö— «4)«+pcos(e-ai)=0, 

2Fosin(©— ai)--P8  8*0  (®-«5)*+pcos(©— «j)  =0, 

2Fo8in(6~a4)— ^4sin(©— ai)«+pcos(e— cO=0. 

Moltiplicirt  man  die   drei   ersten   dieser   Gleichnngen    nach    der 
Reibe  mit 

sin(aa— «s)»    sinC«^— «i),    sio(a|  — o^); 

die  drei  lotsten  mit 

sin(os  — 04},    810(04—09),    sin(os— Os); 

und  addirt  dann  in  beiden  Fällen  die  Gleichungen  zu  einander, 
so  erhält  man,  weil 

Bin(ax— o^sin(9  — aj)-f  8in(o^  --«^)sin(9 — o^ 

+ sin  (Oi — «a)  «in  (® — «»)  =  0, 

sin  (cKg — a^  cos(9  — «|)  -f  sin  («^  —  «i)  cos  (6 — «^ 

•f  sin(a|— iXa)cos(6— fl^)  s=:0 
und 

sio(a3  —«4)  sin  (B — a^+Bin  (c^— €%)sin  (0 — c%) 

+  sin(ot— öi)8in(«— «4)  =0, 
010(03—04)  cos  (6 — aj|)4-ain(o4  — Oa)cos(6— 03) 

+  »hi(«a  ^^)eos(«— 04)  sa« 


Qx  siD  {tt^  ~  «j)  sin  (6  —  «i)*  +  Q%s\u  (of3  —  «i)  sin  (0 — a^)* 

^siD  (<4  — «4)  8in(d— ojj*  +  ^  stn  (04— «i)siii(#— «j)« 

+  P48lo(a^— •tt3)8iB(9  -*  o^*  =  0; 

und  die  Möglichkeit,  durcli  die  fClnf  gegebenen  Punkte  efaie  Para- 
bel SU  beschreiben,  hängt  also  davon  ab,  dass  sich  S  so  bestim- 
men iSsst,  dass  diese  beiden  Gleichungen  erfifllt  wetden.  Weil 
mm  aber  nach  der  Voraussetzung,  für  d  =  c5  und  ^  =r  o  -f  180^, 

Fo  =  0,    F,=0 

M,  80  ist  klar,  dass  auch  die  beiden  obigen  Gleichungen  erffillt 
werden,  wenn  man  9=ro  und  &r=c3  -|-180^  setzt,  vrodurch  die 
belwuiptete  MSgliebkeit  der  Beschretbupg  einer  Parabel  durch  die 
fönf  gegebenen  Punkte  im  vorliegenden  Falle  im  Allgemeinen  er- 
wiesen ist.  Zur  Bestimmung  von  p  und  Tq  erhält  man  aus  den 
ebigen  Gleicbungen  leicht  die  folgenden  Formeln; 

Qi  sin  (0— C|)>8in  (6— cf^  —  g^sin(#-^<yjj«sin(0— g|) 

"    "^  8in(a| — 02)  ' 

«  Qx  sin  (6— flf|)^cos  (0—«^)  —  fa  sin  (O—  ck^)*cos  (ft^-^)  ^ 

^^-^  2sin(a|-^«a)  ' 

bei  denen  man  zu  beachten  hat,  dass  8in(er|-*cr2)  nicht  versebwin- 
det.  Wicht  erbellet,  dass  p  fSr  0  =  c3  und  6=c3-flS0^  abso- 
lut gleiche,  dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Werthe 
erhält;  und  da  nun  p  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  ep  kann  nie 
ein  Zweifel  bleiben,  welchen  der  beiden  obigen  Werthe  man  flir 
8  SU  setzen  hat.    Endlich  findet  man  K^  mittelst  der  Formel 

V   ^o    . 

-*o  —  "■^» 

r 

und  die  primitiven  Coordinaten  iX,  Tf  des  Scheitels  der  Parabel 
ergeben  sich,  wie  frflber  die  primitiven  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts der  Ellipse  oder  Hyperbel,  mittelst  der  Ponneln: 

Jl^c=B^co8Ao-**^o<'<'0^'f  Fft^n^, 

Vorzüglich  entsteht  nun  noch  die  Frage,  ob  p  verschwindien 
keuD,  weil  man  nur,  ■  ween  dies  niebl  4er  Fell  hit;   ffa  Xo  einen 


MB         Grun^ri:   Vtber  4tB  B^tämmtm^  eine*  äaircM  fimf   • 

endlichen  75llig  bestimmten  Werili  erhält    Doreh  EliMHAtitfii  von 
Fo  aas  je  zweien  der  vier  Gleichungen : 

2Fosin(e— «i)— pi8in(e— ai)«  +  ;>cos(e-«i)  =  0, 

2Fosm(e'--«s)-^,sin(e— «,)»+  pcos(e— «i)=:0, 
2  FoSin(Ö— «^ — ^4sln  (e-^  «J«  + />  cos  (6 — a^  =  0 

erb&tt  maiy  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

p  sin  («!—<%)  =  l  Pi  sin(ö— Ci)  —  ^wfi  (ö— oj)  jsin  (Ö— ai)  sin(d— o^, 

p  sin  («i  — c%)  =  { pi  sin(6— «1 )  —  Ps  «>"  (^— «s) '  s«"  (®— «i)  sin(©— u^), 
psin(«i— a4)={piSio(d— flfi)— P4sin(©— «4)tsin(0— ai)sin(6— aj, 
p8in(ca— «3)  =  {pasin(6— oj)— ^8in(Ö— Äi)|sin(©— aa)sin(e— «^), 
psin  («»--«4)  =  { pftSin(e— ofj)  —  ^4  sin  (Ö— «4)  I  «>»  (Ö— «a)  sin(d— «O, 
p  sin  (a3--a4)  =  I P3  sinCÖ-ffs) -- ^4  8««^(^— «4)  >  8«n  (^^--«s)  «^(^^«4); 
und  wäre  also  p^O,   so  wäre: 


„(0-«,)=O, 
n(©-«a)=0, 
n(©-a4)  =  0, 
n(e-«a)=0, 
in(e-<^)«0, 
n(Ö-«4)=0. 


{^slp(Ö— ««i)— ^sin(d— eia)lsin(6— «i)8i 
{pisin(©— «,)  — pssin(0— cis))sin(0— «i)si 
{fi«u(©— «1)— p4sin(6— «4)|sin(©— «j)si 
{ p^sin  (©  -  «a)  —  ^3  8"«  (ö  -  ««) !  sin  (e  —  «»)  si 
t^asln(^  — «a)  — p4sin(Ä— «4)lsin(©— «a)si 
tPasin(6-«3)— P4sin(Ö— «^)sin(e-«a)si 

Zwei  der  Grossen 

sin(6— «1),    sin(6— ft^,    sin(6— «,),    sin  (©—«4) 
können  nicht  verschwinden;    denn  wSre  etwa 

8in(6— ct|)=ssitt6cos«i--cos  6siii«a  =  0» 

sin(9--«a)='>^**^^^^^*~"^^'^^'^'^'=  ^> 

so  wftre»    wie  man  leicht  findet,    wenn  man  aas  diesen  beiden 
Cfleichungen  zuerst  cos  9«  dann  sin  9  eliminirt: 

.  .  ski6sM(ai-r-«i)sO»    coB6«iA(fii  — (ia)sRO; 


gegebene  funkte  gehenden  Kegelselmtu^  durch  Rechnung.     WH 
al«o,  weil  8in(a|*— «2)  nicht  vemehwipdet ». 

was  vngereimt  tef,   wml 

8in^+co8  Ä*  =  l- 

ist.    Verschwände  also  von  den  vier  Grosseo 

sio(e— «,),    sin(ö*-««),    8in(#— «a)^    sin(a-.*4) 

eine,  etwa  sin (6  —  «]),  so  würden  die  drei  anderen  nicht  v,er- 
scbwinden,  und  aus  den  seclis  obigeo  Gleichungen  folgte  dann: 

pasin  (Ö  —  «a) — ^3  sin  (O—  «3)  =  0, 
^sin(0  — a^  — ^48in(©  — a4)  =  0, 
^8in(a— «e,)— ^48in(0— «)e4)  =  0; 

ff 

drei. (Gleichungen 9  von  denen  eine  jede  eine  Folge  aus  den  bei- 
den anderen  ist.  Die  beiden  ersten,  dieser  Gleichungen  bringt 
man  leicht  auf  die  Form: 

(^jiCos  «2 —  ^3  COS  «3)  sin  0 — (p2^i"^2  ""  ^8  *iw«p)  cos  0  =  0, 
(^cosa2-*-^4Cosee4)6in€^— (^2^1'^^  —  ^4sina4)ces9c3  0? 
also,  wenn  man  zuerst  cosO»    dann  sin 6  eliminirts 

{^^sin(«2-«3)  +  ^3P4S>n(«8  — »4)  +  ^4ea«»n(«4— «a)l«»^  =  0, 
{^^sin(ce2-«8)+^8^4S>n(«8— «4)  +p4^«8io(«4— »«)lcos6=:0; 

folglich,    weil  nie  zugleich 

sin^rsO,    coR6=rO 


/      .  • » 


ist: 

« 

i 

ei^sin(«2— «s)  +  ?3^4»»n(«s— «4)+  94^«"n(»4— ««)  =0; 

daher  wfirden  nach  §.  5.  die  drei  Punkte  A^^  A^,  A^  in  gerader 
Linie  liegen,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet  Hieraus  er- 
giebt  sich  nun,   dass  keine  der  Grossen 

sln(e— «1),    sin(0-«2)»    «io(e— «»),    sin(©-a^ 

versehwindet;  und  aus  den  Obigen  erhSjt  man  also  4ie  sechs 
GlrtdiuogeB : 


•    < 


810         tfrimifrf:   ^eber  tut  BMimmung  eines  durck  fimt 

Pi8in(e-«,)-^,slfi(6«-«s)=:0, 
p,sio  (8— «J  •^^8lo(Ä— «a)  =0, 

dti  aber  offenbar  alle  in  den  drei  Glelchongen: 

^A8in(6 — »i)— ^8in(6— «j)=0, 
^4  8ln(9— et,)— ^8in(0— ei3)=0, 
^i8in(6— «i)  — ^4  8in(d — a4)  =  0 

enthalten  8tnd.  Aas  diee^en  Gleichungen  schlieaat  man  aaf  ganz 
ähnliche  Art  wie  oben,  da88  sowohl  die  Punkte  A^^  A^,  A^;  als 
Möh  die  Punkte  Ai,  A^,  A^;  als  auch  die  Punkte  Ai,  A^,  A^; 
dass  also  die  Tier  Punkte  Ai,  A^,  A^,  A^  in  gerader  Linie  liegen 
mfissten,  was  wieder  gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Hieraas 
ergi^bt  sich  also,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nie 
p=0  werdeo  kanny  and  dass  sich  daher  im  Torliegenden  Falle, 
wenn  man  nämlich  für  tang  2$  einen  völlig  bestimmten  Werth 
findet,  und  t  Terachwlndet  od«r  anendlich  wird,  durch  die  fünf 
gegebenen  Punkte  Jq»  ^i»  ^»  ^z»  ^4  immer  eine  Parabel  be- 
sdlroibtii  lässt 

S.  8. 

Wenn  nun  aber  auch  keiner  der  vorher  betrachteten  Fülle 
eingetreten  Ist,  so  kann  man  immer  noch  fragen,  ob  a=0,  and 
also  nach  §.  3.  auch  6  =  0  werden  kann.  Wenn  aber  a  =  0  ist, 
so  ist  nach  17) 

also 

, ^ 

c  -^  '4^  2  9 

WO  weder  JQ>,  noch  Yq  verschwindet,  weil  keiner  der  vorher  be- 
%tiudkie(Ußä  Fälle  «4ngetvel#n ,  also  «  weder  aabefftlmSit  aosgefUlea, 
noch  der  Noil  gleich ,  noch  oneudlich  geworden  sein  soll«    F<if 


g€§€i^€iu  Punkte  gthenOp^  M€i€i$ekmt9  durch  Mteätmnfi.     3U 


M  DUO  nach  §.  3. 


•■0 

TT« 

1 2  J![o+^4Co«(d-  «4)  1  cos  (ö— «4) =—  ^{2  Fo— ^4wn(»-*«4)t  rin(^«4>5 

also: 

2*oFo|iro«in(d— ch)+  FoCoa(d— c^)! 

M;Fo{it;>8ln(e— «,)+  FoCos(Ö-«,)J 

2i:;,F«i-x;>»iB  («-«4)  +  Foco8(^— «4)  j 

=^4tJIoV»(ö -«.«)*-  Fo«*»(«— •«)»t. 
Zuerst  ist  nu  za  bemerken,  da«s  nicht  zwei  der  GrOsceo 

JTöSinCe— «1)+  FoC08(6-«i), 

^  «iD(0  -  «3)  +  F^^cos  (ö— «s)  t 
Jo«»»  (Ö  -  «4)  +  Focofl  (6— »4) 
TerschwindeD  kOsnen;  doin  wftre  etwa 

jro8iD(Ö— «2)+  FoC08(«— «a)=0; 
80  wSre,  wie  man  aaf  der  Stelle  darch  Elimination  von  Yq  erh&lt: 

Ao8in(a|  — fl^^O, 
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abo,    weil  X^  oicht  verschwindet, 

«in(«,  -  «,)=0, 

was  gegen  die  Voraassetznng  streitet.  Also  werden  jederzeit  drei 
der  vier  obigen  GrOssen  oicht  verschwinden  t  und  sind  min  diese 
drei  nicht  verschwindenden  Grossen  etwa:  ^ 

A^ein  (Ö  —  «i)  +  Focos  (d— «i) , 
JTosinCd— «2)4-  FoCos(d — «,), 
Zo8in(^— «,)+  FoC08(9— «5); 

so  folgt  ans  de»  Gleichui^n 

2-X;,Foi:!i8in(d— ai)  + FoCos(6— «1)} 

=  ^i{JS;,«sin(d-«i)«-  Fo«cos(#-«i)«), 
2Ji;>Fo{  Jisin(ö— a3|)+ FoCOs(d-«J) 

=  p.t-Xi^8iii(d-«a)*-  Fo«cos(tf— •^•1, 
2Ji>FolAosin(d— «,)+  FoCos(d— «,)! 

=  ^  UToVioCö -«,)•—  Fo«cos(«— Äj)«J 

durch  DivisioB  mit  den  drei  vorstehenden  GrOssen: 

"IX^Y^^Qx  {-Xi)8in(d— «i)—  FoCos(9— «iX, 
2-¥oFo=:e«t^8«(Ö-«»)— Iocos(ö— «^}, 
2JiFo  =  ^8  {l!e8in(Ö-«8)-  loCosCö-.  «,)); 


oder: 


2  sin(^ — «i)       cos(^— g|) 

ei  Fo  Jfo 

^  —  5n(d--€4)  ^  cos(g— «,) 

^9  Fo  ^o 

^—  gip(fl— «»)       cos(<»  — g^), 

also^  wenn  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin(a9— ccg),    sin(a,-*ai),    sinCo^— «1) 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,   weil,   wie  wir  schon  in 
9.  7«  gesehen  haben: 
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^1  ^  ^s 

oder 

^iei*'n(«i  — «t)  +  ^P3  8in(i)tj— «s)  +  ^ft  sinCoj— «i)  =  0, 

woraus  sich  nach  §.  5.  ergiobt,  dass  die  drei  Punkte  Ai,  A^,  A^ 
in  gerader  Linie  liegen  mflesten«  Da  dies  gegen  die  Vorans- 
setzang  streitet,    so  kann  nicht  as=0  sein. 

Ich  habe  mich  in  dieser  Abhandlung  bemfihet,  alle  möglichen 
Fälle  sorgfiiltig  zu  unterscheiden»  und  Formeln  zu  entwickeln, 
durch  welche  die  Bestimmung  eines  durch  fUnf  gegebene  Punkte 
gehenden  Kegelschnitts  auf  dem  Wege  der  Rechnung  leicht  mög- 
lich Ist,  indem  mittelst  dieser  Formeln  die  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt der  Lage  und  GrOsse  nach  bestimmenden  Elemente  un- 
mittelbar  aus  den  rechtwinkligen  oder  polaren  Coordioaten  der 
fOnf  gegebenen  Punki^e,  ohne  irgend  welche  Zwischen- 
recbnungen,  abgeleitet  werden  können. 


2U  Minding:   i)^wr  einigt  UhrMM  d^r  SiaUJ^ 


Ueber  einige  Lehrsätze  der  Statik. 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  Minding 
an  der  Vnfrertität  zu  Dorpat. 


Der   Sata   foh    Cbik«iea^ 

Ein  sehr  bekannter,  von  dem  yorgenannten  Mathematiker  ge- 
fundener Satz  betrifft  das  Tetraeder »  welches  zwei  Rritfte,  die 
einem  gegebenen  Systeme  von  Kräften  an'  festverbnndenen  An- 
griffspunkten gleicbgelten ,  in  so  fern  diese  in  gewohnter  Weise 
durch  Linien  dargestellt  werden ,  zu  gegenüberstehenden  Kanten 
hat.  Dieses  Tetraeder  hat  nämlich  stets  denselben  Inhalt,  wie 
auch  das  gegebene  System  durch  zwei  Kräfte  ersetzt  werde. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  welchen  Herr  Professor  Möbius 
im  vierten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  und  in  sei- 
nem Lehrbuche  der  Statik  S.  122.  mittheilt,  beruht  darauf, 
dass  das  Tetraeder,  wovon  die  Kräße  P  und  Q  zwei  gegenüber- 
stehende Kanten  sind,  oder  das  Tetraeder  (P,  Q),  dem  Produkte 
aus  der  einen  dieser  Kräfte,  z.  B.  Q,  in  das  statische  Moment 
M  der  anderen  Kraft  P,  in  Bezug  auf  eine  durch  Q  gelegte  Aze 
genommen,  also  dem  Produkte  Q,M  proportional  ist.  Fuhrt  man 
aber  die  Mittelkraft  R  von  P  und  Q  und  das  Moment  F  des  auf 
ihr  senkrechten  (also  kleinsten)  zugehörigen  Kräftepaares  in  die 
Betrachtung  ein,  da  bekanntlich  beliebige  Kräfte  sich  immer,  und 
nur  auf  eine  Weise,  auf  eine  einfache  Kraft  nebst  einem  darauf 
senkrechten  Paare  bringen  lassen,  —  welche  Grössen  freilieb  auch 
10  besonderen  Fällen  den  Werth  Null  haben  können,  —  so  ent- 
spricht jenes  Tetraeder  auch  eben  sowohl  dem  Produkte  R.  F. 
Da  nun  aus  dieser  zweiten  Auffassung  des  Tetraeders  (P,  Q)  der 
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oMgd  Ldirgats  gtfes  MmMelbar  als  «ioh  tön  «elbst  Teratebend 
harvoffgeht,  ipUirMid  er  am  der  anderen  enl  nach  Aobteilnag 
ttditerer  Gletdrangen  durch  Elimhiation  gewennen  wird;  ae  habe 
ich  geglaibt,  diese  einfache  Betterbmg»  welche  ich  achen  tot 
vielen  JUiten  gemacht»  inswiachen  aber  nirgend«  anagesprochen 
gefunden  habe,  den  Freunden  solcher  statischer  BeMchtnngeo 
▼erlegen  zu  dflrfen. 

Es  seien  (Taf.  V.  Flg.  7.)  AB=^P.  CD^  Q  die  beiden  Kräfte, 
an  den  Aogriibpunktea  A  und  C»  (Der  Leser  denice  sich  JBC 
in  der  Ebene  des  Papier»»  D  ausserhalb  dieser.)  In  C  bringe 
man  zwei  der  AB  parallele  und  gleiche,  einander  entgegengesetzte 
hjräfte  CB'  und  CB"  an,  wovon  die  erste,  der  AB  gleichstim- 
nige,  mit  CD  zusammengesetzt,  die  Mittelkraft  CEotR  gebe« 
Werden  nun  nicht  allein  die  KrSfte  durch  Linien,  sondern  wird 
«neh  die  Einheit  der  Kraft  durch  die  Einheit  der  Länge  darge- 
stelil,  so  gehen  die  «latisehen  Momente  in  Flächenräume  über 
und  es  wird  das  Moment  des  Kxäftepaares  (AB,  CB^  gleich 
der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks  ABC.  Errichtet  man  noch  in 
C  ein  Loth  CN  auf  der  Ebene  ABC,  so  ist  Tetr.  (P,  Q)  an 
Tetr.  ABCD=zlABC.CD.eoBDC]V;  aber  eben  so  ist  auch,  weil 
DE  "der  CB,  also  der  Ebene  ABC  parallel  ist, 

Tetr.  (P,  Q)  =  Tetr.  ABCE  =  iABC.  CE .  cobECN. 

Das  Produkt  ^.ABC.cosDCN  ist  die  doppelte  senkrechte  Pro- 
jectiop  des  Dreiecks  ABC  auf  eine  die  CD  senkrecht  scbnei- 
dende  Ebene;  diese  al>er  ist  zugleich  das  Moment  der  Kraft  AB 
gegen  die  Axe  CD,  welches  oben  mit  Jlf  bezeichnet  wnrde;  also 
ist  2.ABC.eo8DCN^M  und  mitbin  Tetr.  (P,  Q)=:>CI>.jr 
sJQ.Jf»  da  CDt=zQ  iat  Dieser  Ausdruck  des  Tetmeders  ist 
der,  von  welchem  Herr  Prof.  M9bius  ausgeht 

Das  Produkt  2.ABC.cobECN  ist  die  doppelte  senkrechte 
Projection  des  Dreiecks  ABC  auf  eine  die  CE  senkrecht  schnei« 
dende  Ebene,  also  ist  es  gleich  dem  Momente  V  des  kleinsten 
zusammengesetzten  Paares,  wetches  in  Verbindung  mit  einer  der 
R  gleichen  und  parallelen  Kraft  die  Kräfte  P  und  Q  ersetzt 
Daher  evgiebt  sich  als  zweiter  Ausdruck: 

Tetr.  (P,  Q)  =  JCE.  F  =  JA.  F. 

Wenn  nmi  die  Kräfte  P  und  Q  den  Kräften  P  nnd  Q'  gleich- 
gelten,  so  haben  beide  Systeme  einerlei  Mittelkraft  R  und  ihre 
tieiasten  snsamniengesetzten  Phare  haben  gleiche  Momente  V; 
also  ist  dann  6.Tetr.(P,  9)r=jR.  Fund  eben  so  auch  6.Tetr«(P,  Q^ 
»£.  F;  folglich  Tetr.(P,  Q)  =  Tetr»(P,  «'),  wie  der  Lehrsatz 
%efeaupiet. 
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Avmerktttig;  Weim.  die  KsMke  P>  «ad  Q  ein  Pftar  bUdeo« 
ee  bt  iZc^O;  wenn  sie  einer  einfaelien  Kmft  gMcligdten,  ist 
FssOy  nnd  wenn  nie  einander  Gldchgeniolit  halten,  ist  J2^0 
«od  F=0;  in  allen  diesen  FiUlen  ist  Tetr.  (P»  <})  =3  0,  se  wie 
das  oiHge  Uoment  jlf  =  0;  die  vorstellenden  Anndrfleke  für 
Tetr.(P,  Q)  gelten  also  ohne  Ansnahme. 

Zusatz.  Es  sei  gegeben,  dass  die  Kräfte  P,  Q  einerseits 
nnd  die  Kräfte  P'  \  Qf  andererseits  dieselbe  Ton  NntI  yerschie- 
dene  Mittelkraft  haben  nnd  dass  zugleich  Tetr.  (P,  Q)=Tetr.  {P^,  Q') 
sei.  Da  nun  das  erste  Tetraeder  sich  durch  \R^  V  und  das  zweite 
In  gleicher  Weise  durch  \R'.V'  ausdrucken  lässt,  wo  R'  nach 
der  Voraussetzung  =:J2  ist;  so  folgt  aus  dem  Gegebenen ,  dass 
auch  F=  V  sein  muss,  oder  dass  die  kleinsten  zusammengesetzt 
ten  Paare  beider  Systeme  alsdann  auch  gleiche  Momente  haben. 
Sollen  daher  die  Kräfte  P" ,  Q'  den  P,  Q  gleichgelten,  so  blei- 
ben nur  noch  die  Bedingungen  der  Lage  zu  erfOllen,  auf  welche 
die  gegebenen  Voraussetzungen  gar  keinen  Bezug  haben,  dase 
nämlich  R  mit  Rf  in  dieselbe  Gerade  fallen  und  beide,  so  wie 
die  gleichen  Momente  V  und  F',  in  demsielben  Sinne  wirken 
müssen. 


Bemerkung  über  die  Reduction  auf  zwei  Kräfte. 

Dass  beliebige  Kräfte  an  festverbundenen  Angriffspunkten  sich 
immer  auf  zwei  bringen  lassen,  verdient  gewiss  bemerkt  zu  wer^ 
den,  aber  zugleich  muss  man  auch  anerkennen,  dass  diese  Re* 
düetion  eine  unvollendete  ist,  obgleich  namhafte  Lehrbücher,  wie 
z.  B.  die  von  Francoeur  und  Poisson,  sich  damit  begnügen. 
Die  Bestimmung  von  zwei  Kräften  erfordert  zehn  Grcissen^  näm- 
lieb  sechs  Componenten  und  vier  Coordioaten  der  Angriffspunkte; 
die  beiden  dritten  Coordinaten  bleiben  willkürlich,  weil  der  An* 
griffspunkt  jeder  Kraft  in  deren  Richtung  beliebig  verlegt  werden 
kann.  Zwischen  diesen  zehn  Grössen  bestehen  sechs  Gleichnn* 
gen;  es  lassen  sich  also  vier  Grossen  beliebig  annehmen >  wenn 
auch  mit  einiger  Auswahl,  wie  ein  Blick  auf  die  Bediugungsglei- 
chunge»  lehrt.  Werden  hingegen  die  Kräfte  auf  eine  einfache 
Kraft  und  ein  zugehöriges  Paar  gebracht,  so  sind  damit  alle  un- 
wesentlichen Elemente  ausgeschieden,  und  es  bleibt  nichts  mehr 
unbestimmt,  als  der  Angriffspunkt  der  einzelnen  Kraft  oder  viel* 
mehr  nur  zwei  Coordinaten  desselben.  Dass  aber  gerade  dieser 
Ponkt  der  Wahl  überlassen  bleibt,  ist  für  viele  Anwendungen 
wesentlich,  da  man  oft  Veranlassung  hat,  an  einem  bestimmten 
Punkte,  der  z.  B.  der  Schwerpunkt  eines  KOrpers  oder  ein  nabe- 


w^gllcher  Stüti^ofct  ««iii  kann«  die  gegebenen  Krifte  so  sam- 
aaeln,  um  daraus  die  Mittelkraft  und  naraentlieh  daa  suaamoie»* 
geaetate  Paar  der  Krifte  gerade  för  diesen  Ponkt  abzuleiten. 
Ffir  diese  AnT?endungen  und  äberbaupt  für  die  weiteren  Zweeke 
der  Mechanik  ist  aber  die  Redoetion  auf  xwei  «KrAfte,  anch  ab« 
gesehen  van  ihrer  grossen  Uobeatinaitbeity  ganz  untauglich,  im 
nie  die  AnfTassung  der  durch  die  Krftfte  bewirkten  Bewegungen 
nicht  im  geringsten  erleichtert,  während  durch  ZurOckföhrung  auf 
•ine  einfache  Kraft  und  ein  Kräftepaar  die  nachfolgende  Bewe- 
gnngstheorie  schon  so  weit  vorbereitet  wird,  als  es  in  der  Statik 
geschehen  kann  und  soll.  Aus  diesen  Granden  machte  in  der 
Statik  fester  Kurper  auf  die  Rednction  auf  zwei  Kräfte  kein  gros« 
ses  Gewicht  zu  legen,  am  wenigsten  aber  dabei  stehen  zu  biei* 
ben  settt. 


Ffir  das  Folgende  sehe  ich  mich  genuthigt,  bei  dem  Leser 
einige  Bekanntschaft  mit  den  Untersuchungen  vorauszusetzen« 
welche  ich  vor  mehr  als  zwanzig  Jahren  über  die  Frage  nach 
einem  Mittelpunkte  nicht  parallel»  Kräfte  angestellt  und  zuerst 
im  14.  und  15.  Bande  des  Crelle'schen  Journals,  bald  dar- 
auf aber  in  einer  sehr  vereinfachten  Bearbeitung  In  meinem 
Handbuche  der  theoretischen  Mechanik  mitgetheilt  habe. 
Ich  verkenne  freilich  das  Gewagte  dieser  Toranssetzung  nicht, 
da  genanntes  Buch  nur  wenig  beachtet  worden  zu  sein  scheint. 
Inzwischen  ersehe  ich  doch,  dass  Herr  Professor  B roch  zuChri- 
stiania  in  seinem  1^4  erschienenen  Lehrbuche  der  Mecha* 
nik  den  genannten  Gegenstand  ziemlich  ausfuhrlich  behandelt  und 
dabei  mein  Handbuch  recht  fleissig  benutzt  und  ausgebeutet  hat, 
ohne  dass  es  ihm  jedoch  gefallen  hätte,  dem  Leser  die  Quelle 
zu  nennen,  aus  welcher  er  schupfte. 

Der  Satz,  von  welchem  die  Rede  sein  soll,  hat  zwar  seinem 
Wortlaute  nach  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  vorigen,  ist  aber  von 
diesem  wesentlich  verschieden,  weil  er  nicht  nur  ffir  alle  Zerle- 
gungen der  Kräfte  gilt,  sondern  auch  bei  beliebiger  Drehung  der 
Kräfte  (ohne  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Neigungen  nämlich, 
wie  hierbei  immer  zu  verstehen  Ist)  noch  gClltig  bleibt,  was  bei 
dem  vorigen  Satze  nicht  der  Fall  war.  Die  erste  Erwähnung  des 
Satzes  findet  sich  in  Crelle's  Journ.  Bd.  15.  S.  30.;  gegenwär- 
tig beabsichtige  ich,  den  damals  gegebenen  Beweis  zu  verein- 
fachen und  die  Untersuchung  vollständiger  durchzufOhren. 

Werden  die  KräA«  eines  gegebenen  Systems,  dessen  AOtiel- 
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kraft  nicht  Null  ist,  narb  drei  Richtsnsr«ii  ieri«p^  und  die  Cem- 
peneoten  jeder  Riebtang  an  ibrem  Sehwerpmiicte  ▼ereinlgt,  •• 
heiaee  J  die  Fläche  dea  Dreieck«,  u-eicbea  dieae  drei  Schwer- 
poiikte  za  Spitsen  hat.  Ea  aei  ferner  T  der  Inhalt  dea  Tetrae* 
dere,  yen  welcbeni  die  an  jenen  Sch^rerponklen  wirkenden  Re- 
aoltanten  paralleler  Kräfte,  der  Richtung  and  GrOaae  nach,  drei 
suaammenstaeaende  Kanten  bilden;  ao  besteht  der  Lebraatz  da* 
rin,  dasa  das  Prodakt  J.T  immer  denselben  Werth  hat^ 
nach  welchen  Richtungen  auch  die  Kräfte  zerlegt  wor- 
den aeien.  Da  dieses  Produkt  offenbar  auch  durch  Drehung 
der  Kräfte  nicht  geändert  wird,  ao  rouss  es  sich,  wie  alle  ron 
Drehung  und  Zerlegungen  unabhängige  GrOssen,  durch  die  Mit- 
telkraft R  und  durch  die  Argumente  der  Centralfignr  (welche  In 
meinem  Lehrbucbe  bei  ^dieser  Untersuchung  von  8.  92.  an  über- 
all durch  p  und  g  bezeichnet  sind)  ausdrücken  lassen.  In  der 
That  findet  sich  J.T=lR*.ipg. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  seien  P,  f ,  P^  die  drei  durch  Zer- 
legung der  ursprünglichen  Kräfte  entstandenen  Resultanten  paralleler 
Kräfte;  durch  ihre  Angriffspunkte  sei  die  Ebene  der  rechtwinkligen 
Axen  a  und  y  gelegt,  und  es  sei  filr  diese  Punkte  xz^a,  y^^b  für 
P;  x=ia\y^b'  filr  JP';  a:=o*,  y^zb"  tätP";  daher  bekanntlich: 

Man  denke  sich  dieaelben  Kräfte  noch  auf  eine  andere  Weise  in 
die  Componenten  Q,  Q',  Q"  zerlegt,  welche  aber  aenkrecht  auf 
einander  stehen  und  deren  Angriffspunkte  durch  x  und  y,  x"  und 
y,  x"  und  y"  bestimmt  seien.  Wird  ferner  durch  (P,  Q)  der 
Winkel  zwischen  zwei  Richtungen  P  und  Q  angedeutet,  ao  ael 

eos(P,  Q)c=tt         cos(P,  Q')=ß         cos(P,  (D^r 

eoB(P',  Q)=za'        coa(P',  eO=/5'         cosd^,  Q^)^f' 

cosCP',  0)=«^       cos(/^,  0')5=ß^       cos(P^,  0^)=/. 

Nach  diesen  Erklärungen  der  Zeichen  ergeben  aich  sofort  die 
Gleichungen  j  Q = Pa+P'a!+P^9^  u.  a.  w, «  oder  kürzer  geschrieben'; 

Q  =i:Pu  Q   =£Pß  or    ^£Pi 

Qx=s£Pa.a  Q'x'=z2Pa.ß  (yx^^zUPa.y  }  (1) 

Qyzz£Pb.a  Qfy'zrzSPb.ß  OTiT-^n^f^ 

Setzt  man  femer :  uß'  -  a'ß = [a,  ß'] ,  daher  auch  ß-/ — ß'y = [/?,  /] 
u.  a*  f.  und  beaeiehnd  dordi  M  dfn  Modul  der  härperliehen  Ecke, 


Minding:   üeber  einige  Uhnä^  der  Staük.  91D 

wefebe  die  Ricbtittigen  P,  P',  P^  z«  Kanten  hat»  so  bestehen  fei* 
gende  GMcfaiingen: 


i:^.y']«+[y.  «']^ +£«./»']  y=o,   \ 


(2) 


DJ.  /]«"[+ yi  «'3  ß' + [«.  ^']  j^ =». 

and  diese  Relationen  bleiben  aucb  richtig,  wenn  darin  die  Buch» 
Stäben  a',  ß,  y  und  eben  80,  wenn  ihre  Zeiger  ^, ',  *  cykfisch  ver- 
wechselt  werden.  Mit  HOlfe  dieser  allgemein  bekannten  Formeln 
ergeben  sieb  ans  (1)  folgende  Wertbe: 

+  PP'{a'b''—a''b') \ß',  f]  +  P^Pia^-ab") [/?",  y\ 
•«•«(*•*-«»*)    =PPiab'-a'b)[y,<f[ 

+  PP"(a'b''-arb')  [/,  «*]  +  P^P(o*6  -oft»)  f/,  «]. 
QQ*  (V  -  «'»)     =  />/>  (ab'  -  a'b)  [«,  /S'] 

+  PP"  (a'b'-  a"4')  [«',  ^+  P'PCo*«  -  «6«)  [«",  ß]. 

"Werden  diese  Gleichungen  linkerhand  mit  Qt  Q'fQ^,  rechterhand 
aber  mit  deren  Werthen  aus  (1),  nämlich  £Pa,....,  der  Reibe 
naeh  mviltiplleirt  nnd  die  Prodakte  addirt,  und  wird  noch  fir 
ary— ar'y  +  j:y— ar^y'+«''y— ay  das  entsprechende  Zeichen 
2.J'  eingefiShrt,  so  erhält  man  mittels  der  eben  angedeateteo 
RelalioBai  (2): 

QQ'Q^.J':s=PP'P^.m.J,  (3) 

od^  da  PP'P'.m;sz6T  and  gleicherweise  QQ'Qf^^GT  ist: 

welche  Cüeichung  den  zo  beweisenden  Sats  aosdrflckt 

'  Zusatz  1.  Es  darf  angenommen  werden,  dass  die  Richtun- 
gen der  senkrechten  Zerlegung  der  Kräfte  so  gewählt  sind«  dass 
Iceine  der  Componenten  Q»  Q',  Qf  verschwindet ;  dagegen  kann 
von  den  Componenten  der  anderen  Zerlegung  eine»  z.  B.  P=:0 
sein.  In  diesem  Falle  sind  jedoch  ^  wie  bekannt ,  wegen  P:=9 
keineswegs  auch  Pa=zO,  Pb=:0,  sondern  diese  Produkte  (Mo- 
miMte)  behatten  endliche  bestimmte  Werthe.  um  sie  anschaulicher' 
darzustellen,  werde  im  Anfange  der  Coordinafen  eine  beliebige 
KnA  E9  parallel  der  Richtung  der  P,  und  zugleidi  an  demseK 
ben  Pimkte  auch  die  entg^gengesetste  Kraft  -^JT  anfebrkdit 
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Indem  diese  neuen  Kräfte,  an  beliebiger  Drebang  des  Syetenw 
theilDehmeDdy  stets  der  Richtung  P  parallel  bleiben  und  einnn- 
der  aufheben,  wird  durch  ihre  Beifiiguog  an  dem  Systeme  nichts 
geändert.  Wird  nun  die  Kraft  K  mit  den  ihr  und  einander  pa* 
rallelen  Componenten,  welche  die  Summe  PsO  bilden»  susam- 
mengesetzt,  so  erhält  man  eine  einfache  Kraft  K  an  einem  festen 
Schwerpunkte,  dessen  Coordinaten  wieder  mit  jp=a«  y=>6  be- 
seichnet  werden  mOgen.  Diese  Kraft  K  bildet  mit  der  am  An- 
fange der  Coordinaten  angebrachten  Kraft  — K  ein  Paar,  welches 
die  der  Richtung  P  parallelen  Componenten  in  allen  Stellungen 
des  Systems  ersetzt.  Dabei  besteht  die  Gleichung  (3)  fortwäh- 
rend, nur  mOssen  darin  die  Produkte  Pa,  Pb  durch  Ka,  Kb  er- 
setzt, P  aber  mnss  =0  angenommen  werden,  wo  es  ohne  einen 
der  Faktoren  a  und  b  vorkommt.    £s  war: 

i.PP'P^.J=PP'P^{ab''-a'b'{'a'b''-^a''b'-\a''b^ab''\ 
z=JP'P^(b'.Pu'^a'.Pb)  +  PP'P'(a'b'''^a''b') 

i-PP^iar.Pb-b^Pa); 

wird  nun  Null  filr  P,  Ka  für  Pa,  Kb  Ur  Pb  eingesetzt,  so  ver- 
wandelt sich  dieser  Werth  in  folgenden: 

KP'P^  (ab'  -  a'b + a^b--  ab'') , 

und  die  immer  noch  gfiltige  Gleichung  (3)  nimmt  folgende  Gestalt  an : 

2.QQ'Q''.J==KP'P''.m(ab'-a'b  +  a''b'^ab'').        (4) 

Ist  noch  eine  zweite  Componente  P'=zO,  so  muss  die  dritte 
P^zzR,  d.  h.  der  Mittelkraft  des  gegebenen  Systems  gleich  sein. 
Denkt  man  sich  wieder  eine  willkflrlicbe  Kraft  K',  der  Richtung 
P'  parallel,  nebst  ihrer  entgegengesetzten  — K'  am  Antkngis  der 
Coordinaten  hinzugefiigt,  und  dadurch  die  Kräfte  P*  auf  ein  Paar 
gebracht,  nämlich  (K' ,  —K'),  dessen  Kräfte  die  Punkte  (a',  6') 
und  (0,0)  zu  Angriffspunkten  haben ;  so  sind  in  der  Gleichung  (4) 
wiederum  die  Zeichen  P,  P'a',  P'b'  durch  0,  K'a',  K'b'  zu  er« 
setzen ,   und  da  zugleich  P^ss  R  is^,   so  kommt : 

2.  QQ'Q^.d  =  ÄAC'Ä.M.(«6'— a'6),  0$) 

wo  a  und  6,  a'  und  b'  sich  auf  die  Angriffspunkte  der  hinzuge* 
nagten  Kräfte  K  und  K'  beziehen.  Stehen  die  Richtungen  P,  P,  P' 
senkrecht  auf  einander,  sn  ist  01=1,  und  wenn  ausserdem  noch 
P=0,  P'^O,  mithin  P'^R  ist,  so  ist  der  Angriffspunkt  von 
JB  der  Centralpunkt,  welcher  von  jetzt  an  zum  Anfange  der  Axen 
»  und  y  genctvunen  werde,  deren  Ebene  keine  andere  ist,  a|s  diet 
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G«ntralebene.  Die' Kräfte  K  und  K'  wareo  beliebig ,  man  Icafin 
»ie  abo  s=3l2  anDehmen;   nach  allen  diesen  Annahmen  wird 

2 .  QQ'Or./l'  =  Ä»(a6'  — a'6).  (6) 

Das  gegebene  System  von  KvSften  ist  hier  auf  fünf  KrSfle  ge- 
bracht, welche  alle  r=  R  sind  und  welche  in  eine  einfache  Kraft 
am  Centralpnnkte  C  und  zwei  Paare  zerfallen.  Die  Arme  dieser 
Paare  fangen  in  C  an  und  mögen  CA  und  CB  heissen ;  ihre  End- 
punkte A  und  B  haben  die  Coordinaten  annd  hy  a' und  b\  deren 
Anftingspunkt  C  ist;  die  Richtung  der  Axe  a  oder  n  ist  dabei  in 
der  Centralebene  noch  beliebig.  Auch  sind  die  Richtungen  der 
drei  im  Centralpnnkte  angebrachten  Kräfte  R  senkrecht  auf  ein 
ander.  Es  ist  aber  immer  möglich,  die  Zerlegungsrichtungen  so 
zu  wählen,  dass  die  Arme  CA  und  CB  senkrecht  auf  einander 
stehen;  sie  fallen  dann  in  die  Durchschnitte  derjenigen  Ebenen, 
welche  ich  in  meinen  Untersuchungen  die  Mittelebenen  genannt 
habe,  mit  der  Centralebene.  Wird  diese  Zerlegung.,  der  Kräfte 
vorausgesetzt,  und  nimmt  man  CA  zur  Axe  der  x^  CB  zur  Axe 
der  ^,   so  wird   a  =  p,   6  =  0,    a'  =  0,   b'^g,   tind  mithin 

oder,  weil  QQ'(y.A'  =  6.  TJ'  =  6.TJ  ist,  so  folgt:  TJ^i^R^.pg. 
welcher  Ausdruck  nieht  allein  die  UnTeränderlichkeit,  sondern  zu- 
gleich auch  die  geometrische  Bedeutung  des  Produktes  TJ  darlegt« 

Zusatz  2.  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  so  vertheilt  sind, 
dass  die  drei  Schwerpunkte  bei  irgend  einer  Zerlegung  in  gera- 
der Linie  liegen ,  so  bleiben  sie  auch  bei  jeder  anderen  Zerlegung 
in  derselben  Geraden,  welche  ich  die  Centralaxe  zu  nennen  pflege 
und  welche  ffir  diesen  besonderen  Fall  an  die  Stelle  der  Cen- 
tralebene tritt.  Solche  Kräfte  lassen  sich  immer  durch  zwei  auf 
eine  f&r  alle  Drehungen  gQltig  bleibende  Weise  ersetzen,  deren 
Angriffspunkte  wieder  in  der  Centralaxe  liegen.  Indem  diese  Zu- 
rfickfläbrung  auf  zwei  Kräfte  auf  unr^MIg  viele  Arten  geschehen 
kann,  bleibt  das  Produkt  aus  dem  Dreiecke,  welches  jene  beiden 
Kräfte  nach  Richtung  und  Grosse  zu  Seiten  hat,  in  den  Abstand 
ihrer  Angriffspunkte  stets  Ton  derselben  GrOsse,  und  zwar  ist 
dieses  Produkt  =|li*.gr,  wo  R  die  Mittelkraft  und  q  den  Halb- 
messer des  Centralkreises  bedeutet,  welcher  in  diesem  besonde- 
ren Falle  an  die  Stelle  der  Ellipse,  so  wie  die  Centralaxe  an  die 
Stelle  der  Hyperbel  tritt.  —  Der  Beweis  ist  auf  ähnliche  Art,  wie 
bei  dem  entsprechenden  allgemeinen  Satze,  leicht  zu  fflhren. 

Schliesslich  noch  einige  Bemerkungen,  die  sich  auf  die  Lage 
der  Mittelebenen  gegen  die  oben  mit  CA»  CB  bezeichneten  Arme 
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sfreierKrfiftepaarebesieheo.  EsaeieD»  wie  bisher,  «,  A$  mW%*^ 
die  Coordinaten  der  Angrifftpmikte  der  drei  Krifte  P,  P^,  P*» 
welche  Punkte  in  der  Centralebene  und  nicht  in  gerader  Linie 
liegend  gedacht  werden;  der  Centralponkt  C  sei  der  Anfang  die- 
ser Coordinaten,  Zerlegt  man  nnn  die  KrMte  P^  P^  ^  P"  Mch 
drei  g^en  einander  aenkreehteo  Richtungen,  ron  welchen  eia« 
der  Hittelkraft  R  parallel  sei,  bringt  nach  jeder  der  beiden  an« 
deren  Richtungen  die  Kräfte  -f  i{  und  —  i2  In  C  an  und  setzt  nach 
jeder  Richtung  \R  mit  den  ihm  parallelen  Kriften  siisammeo, 
so  ergeben  sich  swei  Schwerpunkte  A  und  JB,  deren  Ceerdinsloo 
{  und  ^  (filr  J),  IS  und  if  (f&r  B^  seien.     Hiernach  wird: 

Rl  =  ZPaexma  Rl'  =  ZPaeosß 

IZir  SS  £Pb  cos  a  Rif  =  £Pb  cos  ß. 

Zugleich  ist 

ZPewa^O,    Xpces/l=0,    SPeoBfssR, 

und  weil  der  Centralpnnkt  snm  Anfange  der  Coordinaten  gewählt  ist: 

J^PacosysO,    Xi%cos7=0. 

Es  sei  nun 

coscr  =slny  cosd  cos/}  ssiny  sind 

cos <)/  =:  sin  /  cos  8'  cos  ß'  =  sin  /  sin  d' 

cosa^s=  m/'coBi''  cos^^sin/^siad*, 

so  gehen  durch  die  Drehung  der  auf  der  einfachen  Kraft  R  senk* 
rechten  Zerlegungsrichtungen  um  einen  beliebigen  IVinkel  tf  die 
i,  i'f  6'^  in  t  +  u,  i'+u,  d'^  +  u  und  die  Schwerpunkte  A  und  S 
m  die  neuen  Schwerpunkte  A'  und  B'  über,  deren  Coordinaten 
X  und  y,  s'  und  y'  sein  mögen.    Es  ergiebt  sich  sofort: 

JZ:r=:^Aisin)fCOs(d-f  ii)  u. s.w.; 

daher : 

X  ssgcostf-^i'siu«  .¥  ^flcoBu^^i'iinu 

^=:|s!ntf -f  l'costt  y'^fi8\nu  -f  i^'costi. 

Soll  unn  der  Winkel  A'CB'  ein  rechter  sein,  so  muss  die  Bedingung 
xx'  +y^=^0  erftdlt  werden,   woraus  Ar  u  die  Gleichung  folgt; 

,^_       a(ir-i-iwO 
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aus  welcher  dann  weiter  die  Punkte  A'  und  B  und  mit  ihnen  die 
Li^e  der  Mittelebenen  bestimmt  werden  kann.  Denkt  man  sich 
aber  die  Schwerpunkte  A  und  B  schon  in  den  Mittelebeneo  lie- 
gend und  die  Arme  CA  und  CB  als  Axen  der  x  und  y»  so  wird 
in  obigen  Ausdrucken  der  Coordinaten  der  neuen  Schwerpunkte 
A'  und  B'\   §=|»,   17  =  0,  £'=09  V  =  9»   und  mitbin: 

x-=p  costc>    y  =  —  q  sinu    (für  A') 
und 

scf  z=ip sinv,   y  =  9  costt    (fär  B0> 

•  ■ 

wobei  u  gmrz  belieMg  gebßeb^n  ist.  Hierati«  lolgt»  das«  bei  t^^ 
anderft^r  Zerlegtta^srichtiiiig  die  beiden  z««amii|fBngeliOrig<n  Schwer- 
punkte A*  und  B*  auf  einer  Ellipse  fortrucken»  deren  Gleichung 
folgende  ist: 

V        9 

wie  schon  im  15.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  34. 
bemerkt  wurde;  dabei  bleibt  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
A!  und  V  immer  eine  solche,  dass  tty  -f-  x'y*  =  0  und  dass  das 
Dreieck  A'CB^  immer  die  gleiche  FIfiche  behSit  oder  xy'^x'jf 
=  pQ  ist.  Es  ISsst  sich  aber  die  mit  dem  Winkel  u  veränderliche 
Lage  der  beiden  zusammengehurigen  Schwerpunkte  A^  und  B^> 
in  der  Ellipse,  deren  senkrechte  Hauptaxen  CA^np,  CB  =  ^ 
sind,  auf  folgende  einfache  Anschauung  zurück fdhreh:'  Beschreibt 
man  um  C  mit  dem  Halbmesser  CA  =  p  einen  Kreis  BEAGk 
(Taf.  V.  Fig.  8.),  welcher  von  der  Axe  CBznq  in  H  geschnitten 
Wird»  drehe  hierauf  den  rechten  Winkel  HCA  beliebig»  so  dasi 
er  in  die  Lage  ECG  kommt,  und  lallt  von  den  Punkten  E  und  0 
des  Kreisels  die  Lothe  ED  und  GF  auf  CA,  welcihe  die  Ellips« 
in  Bf  utid  A*  schneiden,  —  nämlich  so»  dass  die  Punkte  E  und  B* 
beide  auf  derselben  Seitö  von  CA  liegen  und  ebenso  auch  die 
Punkte  G  und  A!  ihrerseits»  —  so  sind  A*  und  B*  die  gesuchten 
zusatnmengeborigen  Schwerpunkte.  Dabei  ist  es  gleichgültig»  ob 
der  gewählte  Halbmesset  CA  =  p »  mit  welchem  der  Kreis  be- 
schrieben wui'^e,  die  grosse  oder  die  kleine  Balbaxe  def' Ellipse  ist. 
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Elementare    Theorie  des  Pendelversachs  von  Foa 
cault,  ans  neuen  Gesichtspunkten  dargestellt 

Von 

dem  Herausgeber« 


Einleitung. 

Die  Theorie  de«  so  ungemein  wichtigen  und  in  jeder  Besieh* 
ung  das  grosste  Interesse  fGr  sich  in  Anspruch  nehmenden  Fon* 
caolt'schen  Pendelversuchs  ist  schon  oflt  auf  elementarem  Wege 
darzustellen  versucht  worden,  und  ich  habe  es  mir  zu  einer  be- 
sonderen Pflicht  gemacht  9  mehrere  dieser  elementaren  Darstellun- 
gen in  froheren  Heften  des  Archivs  den  Lesern  dieser  Zeitschrift 
mitzutheilen  9  auch  selbst  einen  Beitrag  zu  denselben  zu  liefern 
▼ersucht.  Ich  gestehe  aber  offen,  dass  keine  dieser  Darstellun- 
gen mich  vollkommen  befriedigt  bat,  so  sehr  ich  auch  das  Ver- 
dienstliche mancher  derselben  anzuerkennen  bereit  bin,  und  diese 
Anerkennung  bei  jeder  Gelegenheit  auch  öffentlich  auszusprechen 
mich  bemühet  habe.  Und  so  wenig  mir  selbst  die  bis  jetzt  be- 
kannten elementaren  Theorien  des  mit  Recht  so  sehr  berühmten 
Versuchs  vollkommene  Befriedigung  gewährt  haben,  so  habe  ich 
dieselbe  Erscheinung  auch  bei  Anderen,  insbesondere  bei  mehre- 
rern  meiner  ausgezeichnetsten  Schüler,  wahrzunehmen  mehrfache 
Gelegenheit  gehabt.  Daher  habe  ich  mich  vielfach  bemühet,  end- 
lich eine  mir  völlige  Befriedigung  gewährende  elementare  Dar- 
stellnng  zu  finden,  und  bin  sehr  oft  und  zu  verschiedenen  Zeiten 
zu  diesen  Meditationen  zurückgekehrt  So  bin  ich  denn  endlich 
zu  den  Entwickelungen  gelangt,  die  ich  im  Folgenden  dem  Ur 
theile  der  Leser  des  Archivs  unterwerfen  werde.  Ich  werde  mich 
bemühen,  zuerst  die  altgemeinen  Principien,  auf  denen  die  fol- 
gende Darstellung  beruhet,  mit  möglichster  Kürze  und  Bündigkeit 
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darmlegen,  worauf  dann  die  weiteren  Entwickelnngen  durchaus 
bloss  rein  -  geometrischer  Natur  sein  werden.  Die  durch  diese 
Entwickelungen  gewonnenen  Resultate,  die  ich  auch  an  sich  fiir 
bemerlcenswerth  halte,  sind  keine  Nuherungsformeln,  sondern  t5I- 
lig  genaue  analytische  Ausdrucke,  und  fDhren  mittelst  einer  gans 
strengen  Grftnzenbetrachtung,  die  in  der  Natur  des  Foucault- 
•chen  Versuchs  selbst  ihre  Tollkommene  Begründung  und  Berech- 
tigung fiudet,  sogleich  zu  den  Ausdrücken,  welche  die  Theorie 
dieses  merkwürdigen  Versuches  enthalten,  die  also  eben  deshalb, 
weil  sie  durch  eine  ganz  strenge  GrSnzenbetrachtung  gewonnen 
worden  sind,  gleichfalls  auf  das  Prädicat  völlig  strenger  analyti* 
scher  Ausdrücke  Anspruch  zu  machen  vollkommen  berechtigt  sind« 
Auf  diese  strenge  Grfinzenbetrachtang  lege  ich  hei  diesen  Ent- 
wickelungen ebenfalls  besonderes  Gewicht,  und  kann  anderen, 
solche  strenge  Grünzenbetrachtungen  vertreten  sollenden  Betrach- 
tungsweisen Oberhaupt  keine  wissenschaftliche  Berechtigung  in 
der  neuen  strengen  Wissenschaft  zuerkennen.  Bei  allen  folgen- 
den Entwickelungen  habe  ich  mich  absichtlich  der  analytischen 
Geometrie  bedient,  die  ich  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  6^% 
mathematischen  Unterrichts,  wenigstens  auf  den  Lehranstalten, 
wo  der  vorliegende  wichtige  Gegenstand  in  ausgedehnterer  Weise 
überhaupt  zur  Sprache  kommen  dürfte,  fllr  ganz  eben  so  elemen« 
tar,  wie  die  synthetbche  Geometrie  und  die  Trigonometrie  halte. 
Dabei  bat  mich  ein  doppelter  Gesichtspunkt  geleitet.  In  wissen« 
scbaftlicher  Rücksicht  halte  ich  nämlich  erstens  keine  andere 
Methode  Air  elien  so  geeignet,  mit  gleicher  Eleganz  zu  den  neuen 
Ausdrücken  zu  gelangen,  die  Ich  im  Folgenden  entwickeln  werde; 
und  zweitens  scheinen  in  didaktischer  Beziehung  die  folgenden 
Entwickelungen  sehr  geeignet  zur  Uebung  fllr  Anflinger  in  der 
Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
zu  sein.  Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  gehe  ich  nun  zu 
de»  Gegenstande  selbst  über. 

I. 

Die   allgemeinen    Principien. 

Wenn  das  In  einem  beliebigen  Punkte  der  Oberfläche  der  um 
ihre  Axe  sich  drehenden  kugelförmigen  Erde  in  geeigneter  Weise 
aufgehängte  Pendel  in  einer  beliebigen  Ebene  in  Schwingungen 
versetzt  wird,  so  wird  die  Schwingungsebene 

•rstens  durch  die  Schwerkraft  genOtbigt  werden,  fbrtwäiiw 
rend  dorcb  den  Hittelpunkt  der  Erde  zu  gehen; 

aweitens  aber  verroOge  der  Trägheit  das  Bestreben  haben. 
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ibr«  Lag«  im  Raome  nicht  zu  veräsdera;  dL  b,  fitoh  9^bst  bn.  It«««i#^ 
Cwrtwilhreiid  parallel  au  bleiben. 

Dieaem  letzteren  Bestreben  wurde  die  Schuingungsebene  in 
der  That  aucb  vollständig  folgen ^^  w^nii  die  Schwerkraft  nicht  Yor^ 
haoden  ware^  welche  sie  verhindert|  demselben  vollständig  zu 
folgen ;  daher  vrird  sie  dem  durch  die  Trägheit  ihr  eingedruckten 
Bestreben»  bei  der  Bewegung  der  Erde  fortwährend  sieb  selbst 
p^allel  zu  bJeiben»  nur  so  weit  oder  in  dem  Maasse  folgen,  ak 
es  ihr  gewissermaassen  von  der  Schwerkraft,  die  sie  nuthigt,  un- 
ausgesetzt durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  au  gehen,  erlaubt  oder 
gestattet  wird.  Hiernach  wird  also  bei  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  Axe  die  Schwingungsebene  des  Pendels  stets  eine  solche 
Lage  im  Raum®  annehmen ^  dass  sie  immer  durch  den  Mittelpunkt 
der  Erde  geht,  und  die,  ihre  in  stetiger  Felge  unmittelbar  vorher- 
gehende Lage  darstellende  Ebene  zwar  schneidet«  aber  sa  schnei- 
det, dass  sie  möglichst  wenig  von  der  zu  derselben  parallelen 
Lage  abweicht  Bringen  wir  dieses  hier  iw  AUgcMW^^inen  aU'^g^f 
sprochene  Princip  auf  einen  strengen,  geometrischen'  ^usdr,iic.k« 
wie  es  die  auf  dasselbe  zu  gründende  strfMige  matbematiAcbe  Un- 
tersuchung fordert  i^nd  gebietet  ^  so  wkd  sieb  für  die  Ißestimpiuif^ 
der  Lage  der  ScbwingungseheoQ  des  Pendels  in  je4^mi  Zeitnto« 
mentf  da^^  folgende  gecmietriscbe  Prineip.  ergeben ; 

Üie  Schwingungsebene  des  Pendels  Aimitit  in  jddem 
Zeitmomente  eine  solche  Lage  im  Raumä  an,  dass  sie 
durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  gebt,  und'di'e,  Ihre  In 
stetiger  Folge  unmittelbar  vorhergehende  Lage  dar- 
stellende Ebene  unter  dem  kleinsten  Winkelscbneidet« 

IKeser  Lagenbestimmung  der  Schwingungsebene  des  Pandels 
nun  einen  Ausdruck  in  analytischen  Formeln  zu  geben,  werden 
wir,  wie  immer  bei  derartigen  Untersuchungen,  zuerst  das  bei 
derselben  zur  Geltung  kommende  Princip  der  Stetigkeit  aufgeben 
müssen,  und  demzufolge  zunächst  das  folgende  geometrische 
Problem  im  Allgemeinen  au&uluseo  habei^: 

Pnrch  einen  gegebenen  Punkt  auf  de«  um  ib(0/Axe 
sieb  drehenden  Erde,  bei  einer  bestimmtei»  l4a.g^  der: 
selben«  iat  eine  zugleich  durch  deu  Mittolpuab^  der 
Erde  gebende  Ebene  von  gegebener  Lage  g«le;gl}  weati 
nun  Termoge  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  der 
rn  He^e  siebende  Punl^t  in  efne  andere  beliebige  finge 
gekommen  ist,  so  soll  man  die  Lage  einer  durch  den- 
s^Ib^n  un-d  des  Mittelpunkt  der  Erde  gehenden  Ebene 


MW  F9U<CüUiit  mu  n$um  GnieiUtpwMen  änrietieiit.      3S7 

b«slimm«B»  welche  mit  der  erster e»  Ebene  des  kiei«« 
eteo  Wiokel  einicblieeeL 

Wenn  ane  die  AnfiSseDg  dieeee,  stierst  den  Fsll  der  Olscoii* 
ttiraität  id's  Auge  fassenden  Problems  in  iweckeotsprecbender 
l^eise  gelangen  ist»  so  wird  es,  wie  wir  weiter  unten  sehen  wer- 
den« dann  auch  leicht  sein,  durch  einen  strengen  Gränzenfiber- 
gang  unmittelbar  zu  dem  Falle  der  Continuitlit  zu  gelangen»  wel- 
eber,  wie  aus  dem  Obigen  ?on  selbst  sich  ergiebt,  hier  durch 
die  NatMr  der  Saehe  von  selbst  geferdert  wird« 


IL 

Analytische  AuflCsmig   der  Torhergehenden  Aufgabe. 

Durch  den  als  fest  gedachten  Mittelpunkt  der  Erde  als  A»- 
fimg  legen  wir  ein  festes  rechtwinkliges  Goordinatensystem  der 
syt»  Die  Ebene  der  aty  sei  die  Ebene  des  Aequators,  so  dass 
also  die  Axe  der  z  mit  der  Erdaxe  zusammenßült.  Der  positive 
Theil  der  Axe  der  x  kann  beliebig  angenommen  werden,  der  po- 
sitive Theil  der  Axe  der  y  aber  werde  so  angenommen,  dass 
man  sich,  um  von  dem  positiven  Tfaeile  der  Axe  der  x  an  durch 
den  Wiokel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
y  ZQ  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach 
welcher  die  Erde  sich  um  ihre  Axe  dreht;  endlich  sei  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  %  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
deren  Nordpole  hin  gerichtet.  Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  uns 
nun  den  Ort,  in  welchem  das  Pendel  aufgehängt  ist,  der  im  Fol- 
genden der  Beobachtungsort  genannt  werden  soll,  in  einer  belie- 
bigen liage  denken,  und  seine  polaren  Coordinaten  in  Bezug  auf 
das  rechtwinklige  System  der  xyx  durch  co,  o,  r  bezeichnen. 
Der  Winkel  »,  welchen  die  Projection  des  nach  dem  Beobach- 
tangsorte gezogenen  Erdhalbmessers  auf  der  Ebene  der  xy  mit 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst,  wird  in  der 
Ebene  der  xy  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch,  also  im  Sinne  der  Richtung 
der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe,  von  0  bis  360^  gez&hlt;  5 
ist  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsorts,  absolut  genom- 
men also  nicht  grosser  als  9(y,  aber  positiv  oder  n^ativ,  jenach- 
dem  der  Beobachtungsort  in  der  nördlichen  oder  südlichen  Erd- 
bälfte  liegt;  r  bezeichnet  den  Halbmesser  der  Erde. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zuerst  mit  der  Bestimmung 
der  Lage  der  Sckwingnegsebene  des  Pendels  bei  der 
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durch  die  polaren  CoordiBaien  m,  9,  r  bestimnted 
ersten   Lage    des    Beobachtongsorts   beschäftigen. 

Die  Gleichung  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobachfongs- 
orts  in  dem  angenommenen  Systeme  der  xf/z  ist  offenbar  in  t»U 
liger  Allgemeinheit: 

j^=ra;tangco   oder   a?sino) — ycoso)=0* 

V^on  dem  Beobachtungsorte  aus  denken  wir  uns  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  Beobacbtungsorts  nach  der  Seite  des  Nordpols 
der  Erde  hin  eine  auf  dem  nach  dem  Beobachtungsorte  gezoge- 
nen Crdhalbmesser  senkrecht  stehende  Gerade  gezogen»  und  be- 
zeichnen die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der 
Azen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel  respective  durch  u,  v,  to.  Ziehen  wir  dann  femer  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  nach  derselben  Seite  hin  eine 
dieser  Geraden  parallele  Gerade,  so  sind  die  Gleichungen  dieser 
letzteren  Geraden  bekanntlich 


X 


W 


oosflc       cos  9       costo 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der 
nach  dem  Beobacbtungsorte  gezogene  Erdhalbmesser  mit  den  po* 
sitiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y»  z  einschliesst,  respective  durch 
u\  r',  w't   so  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleiehungen: 

rcosti'  :=rcoso)cosc3, 

rcosv'  =rsin(oeosQ, 

rco8fo's=rsin€3; 

weil  die  Formeln  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Beobachtungsorts  ausdrücken; 
also   ist: 

cos  u' =  cos  CO  cos  c3 , 

COS!?'  =:sina)COsS, 

cosw'^sin^« 

Weil  die  vorher  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Eben^ 
des  Meridians  des  Beobachtungsorts  senkrecht  gegen  den  nach 
dem  Beobacbtungsorte  gehenden  Erdhalbmesser  gezogene  Gerade 
in  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt,  so  ist 
nach  dem  Obigen  offenbar: 

sinocostc— cosoieos9=0; 


ran  Fomtmnii^  Mi»  neuen  Seetekiepunkien  dmrpeueiii,      SS9 

tiwd  weit  die  in  Rede  stelieude  Gerade  auf  dem  nach  deoi  Bei^b-' 
aclitmigeorte  gebenden  Erdbalbmeeeer  «enkreebt  etebt,  ee  bat  waii 
bekaoBtiicb  die  Gleiebnng 

■ 

costicostt'  -f  cosecoAe'  -f  costoeoeio'  ssO» 

aüeo  nacb  dem  Vorbergebenden : 

€08  c»  C08  Q  cos  tt -|- fiin  »  cos  c5  cos  9 -f  sin  S  cos  f0  s  0. 

Nimmt  man  biersa  oocb  die  liekannte  Gleicbung 

cos  II*  +  cos  r*  -|-  cosie*  =  I , 

so  bat  man  cur  Bestimmung  der  Wiulcel  tf,  r,  w  die  drei  folgen- 
den Gleichungen: 

sin  m  cos« — cos  m  cosr  =s  0, 

cos  »cos  Q  coBu  -^  sin  flocosScose  -f  sin  3  cosio  =  0» 

cesu*  +  cose*-^eos«l^  =  1. 

Bestimmt  man  mittelst  der  beiden  ersten  Gielchangen  cos«  und 
cose  durcb  cobv),  so  erbält  man: 

cos  11=  —  cos  (0  tang  o  cos«; » 

cos  e  =3  — >sin  » lang  c5  cos  «? : 

nad  fblglieb,  wenn  man  diese  AusdrCcIce  in  die  dritte  Gielebiinlf 
einAbrt: 

cosw  =  JbcosO; 
also  mit  Begebung  der  oberen  mid  unteren  Zeichoo  auf  einander: 

cosu=7cos(»stnc5» 
cose  ^  =F  sinn  sin  cS» 

cosw=dL<2o^^; 

• .      *  ■ 

wo  sieb  nun  nocb  fragt,  wie  in  diesen  Formeln  die  Zeicben  sf 
nebmen  sind,  was  sieb  auf  folgende  Art  entscheiden  Iftsst  Den- 
Icen  wir  uns  in  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der 
Ebene  des  Meridians  des  Beobacbtungsorts  senjkrecht  gegen  de^i 
nach  dem  Beobachtungsorte  gehenden  Erdbalbmesser  gezogenen 
Geraden  einen  beliebigen  Punkt  und  bezeichnen  dessen  Entfer- 
nung von  dem  Mittelpunkt  der  Erde  durch  q,  so  ist  die  dritte 
Coordinate  dieses  Punktes  in  dem  angenommenen  Coordinateo« 
Systeme  ofenbar  in  völliger  Allgemeinheit  ^cosir,  nach  dem  Obi- 
gen also  ±^eoso;  da  n«n  aber  diese  dritte  Coordinate  unter 


de»  obuii  gfHDachten  Voraiu«etzungea  «biilNur  l^A&nißit  positiT 
Ut»  «o4  QQsJi  gleicUaü«  jederzeit  .po«tiv  ist»  weil  dtr  ebeolilt» 
Werth  TOD  c3  den  Quadranten  nicht  überetergt«  so  miuie  man  üi 
dem  vorhergehenden  Ausdrucke  ±pco8c5  das  obere  Zeichen ,  und 
daher  Oberhaupt  auch  in  allen  obigen  Gfeichungen  dieselben  Zei- 
chen nehmen,  d.  h.  man  muss  im  Obigen 

!Q0SU=?  —  cos«9sisci$» 
C08V  = — sinojrino» 
cosio  =7     cos  o 
setien. 

Weil  die  Schwingungsebene  des  Pendels  immer  durch  des 
Mittelpunkt  der  Erde,  d.  h.  durch  den  Anfang  des  angenommenen 
Coordinatensystems  geht,  so  hat  dieselbe  im  Allgemeinen  die  Form 

und  da  die  Coordinaten  de»  Boobaebtungsorls  offenbar 

•      .     ;     reos^scosS,    rsineiooad,    rsiniQ  . 

sind,  die  Schwingungsebene  des  Pendels  aber  auch  immer  durch 
diesen  Ort  geht,  so  ist 

Jcos  n  cesüi  -f-^BAin  «>eos4i-f  Csln  c5  s=  0. 

Ziehen  wir  ree  dem  Mittetptinkte  4er  Erde  aus  in  dto  Schitm- 
gungsebene  eine  auf  dem  nach  dem  Beobachtungsorte  geheodea 
Erdhalbmesser  senkrecht  stehende  Gerade,  und  bezeichnen  die 
▼on  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  o;,  y,  z 
elngesohlo^iiee,  180^  nicht  abersteigenden  Winkel  itmvb  «i,  «i,  loi ; 
80  sind  die  Gleichungen  dieser  Geraden: 

X 


cos  Ui       cos  V|        cos  u>i 

und  es  ist  also,  weil  diese  Gerade  in  der  Schwinguogsebene  des 
Pendels  liegt,  nach  dem  Obigen  r 

weil  aber  diese  Gerade'  auch  auf  dem  nach  dem  Beobacbtungv- 
orte  gezogenen  EfUhaftmesser  senkrecht  steht,  so  ist: 

.  t    ;    '       cosu'  cos  U|  ^  cose'  ces  vj,  -f  eos  w'  eoei^i  ss  0, 

also  nach  dem  Obigen: 

elMimcwi-O eea% -f  «in  WOB« 5 esciri -l' sin ßceafOi  =70; 


und  ao9Ml4«in  ial  bafc^DfitliOb 

«»•i|*+co«t|'4-caBiiH*cal,  .     . 

99f  4aM  wb  da»  swueken  im  WiokalD  «| ,  %,  fp|  4h  <ir«i  foU 
gtadtti  CUeidiongmi  haben: 

> 

eo9oeo«Sco8tf|  -f-alnocosScosvi  -|*sifi9eos«0|=0, 
co»tti*  +  cos  Ui*  +  CO»  tffi*  ^  1. 

Abs  <len  bekieit  ersten  dieirer  Itleicfinngen  leiM  man  kMft  die 
drei   felgettden  -Cilelebnngen  ab : 

(ilaioc5*«-Ce«a(pco6&)€08tii  -^(Cainoc<oaO-^0eln(5)oQaft  ^^ 
{Bqob  n  CQ0C}  --  2i[  aUi  a>  cqbq)  eee  v^  --  (4aioQ— Cco8(oco9@)co6iCi;:;:  Q^ 
(C^dn  cDeoel^—  ^ein  S)eo8tr|  ~(fieo8Q)cos5~^aino)co»d)ct)att|=:0| 

<  ■ 

und  bezeichnet  also  G  einen  gewissen  noeh  unbesflmmfen  Facfer^ 
so  kann  man  offenbar  setzen: 

costfi  =:Cr(C8in(DC08C3  —  Batnü), 

2)    .    •    ^    ^  cosi^i  ^sCrjC^lsino  —  CcosvocosS)» 

eos«0|=3(?(AeoHc»-^  J^8in'ib)cos0. 

Quadrirt  man  diese  dvei  GUichupgen  und  addirt  «ie  dana  Jim  ein* 
ander  9  so  erhält  man  wegen  der  dritten  der  drei  obigen  Glei- 
changen  für  dea  Factor  G  nmnltletbar  den  folgenden  Ausdruck: 


3)    G=± 


VUJsinQ— Ccos(ocosQ)*-f  (BsinQ — Csincocoso)*! 
*  -{-(A  sin  ü) — ß  cos  cd)*  cos  5'  ( 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel,  welchen 
die  beiden  von  dem  Mitttlfähte  der  Erde  aus  gezogenen^  dWeh 
die  Winkel  u»  v,  w  und  u^^  Vi,  tO|  bestimmten  Geraden  mit  ein- 
ander einscbliessen,  durch  6,  so  Ist  bekanntlich 

cosd  =  co8ttC08U|  -f  cosecosei  -f  costi^cosfli^i» 

also  nach  1)  und  2): 

coe^sBw^47ces«aiDS(CsiaflloosS-^  Asincd) 
—  CrsiniDsinc5(il8inc3— CcosocoscS) 
-t  CreeaiS>(Beo««i>^.^ein«9>, 
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und  folglich»  wie  man  mittelst  lelcbter  Redmiing  findet: 

4)    •    .    •    .     co8(9s= — G(Jsinin  — Acostt), 

vro  fAr  G  Immer  eeln  obiger  Werth  su  eetsen,  wegen  des  Vor« 
Zeichens  aher  noch  eine  besondere  Bestimmung  so   geben  Ist 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Prejection  des  nach  dem  Beob- 
achtungsorte  ge^genen  Erdbalbmessers  anf  der  Elbeoe  des  Aeqna- 
tors  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  Xi  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  XiffiZi  annehmen,  filr  welches  die  Ebene 
des  Aeqnators  die  Ebene  der  xi^  ist,  und  der  positive  Theil  der 
Axe  der  yi  so  angenommen  werden  soll»  dass  man  cnch,  um  veo 
dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  Xi  an  durch  den  rechten  Win- 
kel (^Tiyi)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y«  su 
gelangen  t  Im  Sinne  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  bewegen 
muss;  ausserdem  soll  der  positive  Theil  der  Axe  der  Z|  mit  dem 
positiven  Tbeile  der  Axe  der  z  zusammenfallen.  Dann  hat  man 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  bekanntlich 
die  folgenden  Gleichungen: 

Xi  sjfsino-f-arcosiD, 

yi  Sycosis— :r sin»; 

und  sind  nun  x,  g»  x  und  d?t»  yi»  S|  die  Coordinaten  eines  in 
der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ans  in  der  Schwlngongs» 
ebene  gesogenen  Geraden  liegenden  Punktes,  dessen  Entfernung 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erd^  wieder  q  sein  mag,  so  ist 

x^Qcosui»    y=:^cosei,    z=:^cosiS|; 
abo  nach  dem  Vorhergehenden: 

Xi  =  ^(8ino)cose|  -f  cosevcostii), 
yi  =r  p  (cos  09  cos  Vi  — sin  o  cos  V| ) ; 

folgtich  nach  2),   wie  man  leicht  findet: 

a?i=9Cr(i4sino)  —  JBcos(o)sinO, 

yi  =r^G|(ilco8co-f  ßsina>)sinS —  CcosSl. 

Wegen  der  oben  gefundenen  Gleichung 

Jcos  »cosQ  H- £ein  «  eesS -I*  Csin  «S  s:  0 

Ist  aber 

ileoso  -f  i7sin«»s-«^dangl5. 


I 

aUo  Dach  dem  Vorhergeheoden : 

'  y*  cosö'  . 

I 

Nehmen  vrir  nan  die  von  den  Mittelpmkte  der  Erde  9n$  in  der 
Schwingungsebeee  gelegene  Gerade  immer  so  «n,  daee  sie  eiiT 
der  Seite  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt ,  nach  wel- 
cher bin  sich  die  Erde  hewegt,  so  ist  yi  positiv ,  and  ans  der 
obigen  Glelchnng  erbellet  also,  dass  man  unter  der  so  eben  ge- 
machten Voraussetzung  das  Vorzeichen  Ton  G  immer  so  nehmen 
moss,  dass  das  Produet  GC  negativ  wird«  wobei  man  nicht  un- 
beachtet lassen  darf,  dass  cos<5  stets  positiv  ist»  well  der  abso* 
liite  Wertb  von  0  nicht  grösser  als  90^  ist 

Die  Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  woUen  wir  utls 
jetzt  durch  die  gerade  Linie  bestimmt  denken»  in  welcher  von 
derselben  der  Horizont  des  Beobachtungsorts  geschnitten  wird, 
tvollen  aber  immer  nur  den  einen  der  beiden  Theüe  in*s  A^ige 
fassen,  in  welche  diese  gerade  Linie  durch  den  B^öbacbtttfegsidti 
getheilt  wird,  und  werden  im  Folgenden  diesen  Theil  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  der  KQrze  wegen  die  Schwingungslinie 
nennen;  der  Theil  der  Mittagslinie  des  Beobachtungsorts,  welcher 
von  dem  Beobachtungsorte  ans  nach  der  Seite  des  Nordpols  der 
Erde  hin  liegt,  soll  dagegen  von  jetzt  an  die  Nordlinie  genannt 
werden.  Die  von  der  Schwingungslinie  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  Azen  4er  x,  9»  *  eingeschlossenen,  180^ -nicht  überstei- 
genden Winkel  wollen  wir  respective  durch  tt,  ßi  y  bezeichnen, 
und  der  von  der  Schwingongslinie  mit  der  Nordlinie  eingeschlos- 
sene Winkel,  Indem  man  denselben  von  der  Nordlinie  an  nach 
der  Seite  des  Meridians  des  BeobaebtiliigSDris  hin »  nach  wt^lehBT 
die  Drehung  der  Erde  gerichtet  ist,  von  0  bis  360®  zählt,  soll 
durch  S  bezeichnet  werden,  wobei  frian  ieB  Folgenden  wegen 
nicht  unbeachtet  zu  hissen  hat,  dass  hiemach  diese  Wickel  too 
der  Nordlinie  an  eigentlich  der  Drehung  der  Erde  entgegen  gezählt 
werden«    Unter  diesen  Voraossetznngen  sind  ^      ' 

:r«— rcoscocosS       ty— f  slncocosS      2 — rsinS 
cosa  cos/}  eosy 

die  Gleichungen  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  Horisont  des 
Beobachtungsorts  von  der  Schwingungsebene  des  Pendels  ge- 
schnitten wird.  Da  diese  Linie  auf  dem  nach  ipm  Beobachtungs- 
orte gesogenen  Erdhalbmesser  senkrecht  steht,  so  ist 

cosecdstt'  -^  ees/Jeese' -f  eoey eoe^w' rsr  0, 
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also  nach  dem  Obigen: 

coaacos  co  cosö  -|-  coa/}fin  »  cos  c5  -f  coaysin  S  =  0; 

and  da  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  in  der  Scbwingnngs* 
ebene  liegt,  so  moes  aveh  die  durck  den  Mlttel|Minkt  der  Erde 
mit  derselben  gesogene  ParalMe,  deren  GleichMigeii 


cosa      cos/3       QOSf 
sind;  In  der  durch  die  Gleiehnng 

cbarakterisirten   Schwingungsebene  des  Pendels  liegen,   Worftos 
sich  unmittelbar  die  Gleichung 

ilcOStt  +  lfC08/J  +  Cc6syi=:0 

« 

ergiebt    Daber  haben  wir  zwischen   den  GrSsseo  A^  B,  C  die 
beiden  Gleichungen: 

\4coöÄ  +  Äcos/J  +  Ccös  y  —  0, 

^coscocoso  -h  fsioocosp  -f  CsincSssO; 

und  beseichnet  also  Gx  einen  gewlsnen  Factor»  so  kann  ttiftti  be** 
kanntllch  setzen: 

ils  Gf^Ceos^sliS  —  cesysinmcosIS)» 
£f£=  Gl  (coeyco8(»cosS-^cosffcAnl5)v 
C=  Gx  (cosasin  o>  —  cos /7  cos  o»)  cos  S. 

Alio  ist,  'vHemtn  mit  Hülfe  deir  Glelcbung 

...-.'       •   .  .'  .•■'.■      '     •  • 

cosffcosfocoscS-f  cos/38inf»cos,S.-|-cosysincS=^, 

Mcbt^ndiit: 

•     R 

ilsin»— Bcos  (0  =  6aiCc<^'Bacosia -f  CQs/}6i&i9)sino-'fosycesS.( 

und 

CsineocosS  — Äsino  s=  Cricoso, 

ilsinS  —  CcosocosQ  =  Cr|Cos/3, 

(ßcoBfo—A sine»)  cos  S  ^  Gi  cös y ; 

folglich 

(ilsin  S  —  Ccos«  co«f  ©)*  +  (Äshr  S  ^  Csin  tf  ees  6)^  » 

•f  (iMn  <»^Jr <ieei»)*oe»a*  »  Gx^y 
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nod  daher  nach  dem  Obigen: 

Aus  der  Gl^lchang 


»  _*       • 


I     j 


der  Schwingungsebene  des  Pendels  uod  den  obigen  Auadrticken 
'tM  A,  B,  C  erheilei  aber  auf  der  Stlftllei  dass  es  irefrstattet  iat, 
€ri  =  l  zu  aetsen,  woraiia  sieb  dann  ferner  nacb  dem  Vorhergeftendeil 

G«  =  l,    also    G=±l 

ergiebt.    I)aber  ist  nacb  dem  Obigen 

il  =  cos /3  sin  Q  —  co4 /sie  o  eoa  17« 

:0r£eo0yeog  cDceaxS  ^eosaf  sinS, 

C  =s  (cos  a  sin  (0 — cos /?  cos  o)  cos  S 
»nd 

A  sin  a  —  Acos  o  =  (cos  acos  a  -|-  cos  ß  sin  cd)  sin  Q  — «^svcoiao. 

Wenn  nun  die  Schwingangslinie  auf  der  S^lte  de^  BlefMiana 
des  Beobachtangsorts  liegt,  nach  welcher  die  Drehung  der  Erde 
gerichtet  Ist/  i^o  ist  es  nach  dem  Obigen  offenbar  verstattet, 
9  =  e,  folglich  cos 8=  cos d,  sin 6  =  sind  zq  setzen»  tmd.naah 
4)  ist  also: 

cos  9  =  ={=  t  (cos  a cos  o  -f  cos /}  sin  ob)  sin  o — cosycos  c5 ), 

■ 

das  Zeichen  so  genommen,  dass 

€rC=db(cosasin  «»— eos/}cosfl»)coscS, 
d.  h«,  weil  cosS  positi?  tat,  daas 

±(cosasiniD«— cos/Scoso)  «•'..; 

negativ  wird;  wenn  dagegen  die  Schwingungalinie  auf  der  entge- 
gengesetzten Seite  des  Meridians  den  Beobacbtungsorts  Kegt,  so 
muss  man  offenbar  Bz^ß  +  lSO^,  also  cos6s=^cosd,  sin  9 
=— sind  setzen,  und  naeh  4)  ist  folgüeh? 

eea9=±:J:t(costtCösfli-f  cos/}aioo»)s)nS  -^cosycosS}, 
das  Zeichen  so  genommen,  dass 

OC^±(e6Btininti^eünßeonä)t0ätS,  '*    ' 
d.  h«,  weil  cos 5  peaUlv  ist,  daaa^ 
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i:(cofii«f8io»  —  co0j)«asa») 

negativ  wird.  Non  überzeugt  man  i^ich  aber  ganz  auf  dieselbe 
HVeise  wie  oben  in  einem  ähnlichen  Falle  mittelst  einer  leichten 
Coordinateu*  Verwandlang  aogleicb,  da«s  die  Grosse 

cos  ß  cos  tt  —  cos  asin  n 

im  ersten,  Falle  pMitiv^  im  awi^ten  Falle  negativ  ist»  <^ass  alse 
die  Grosse 

cosasino — cos^cos» 

im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv  ist;  woraus  sich 
mittelst  des  Obigen  auf  der  Steile  ergiebt,  dass  in  beiden  Ffillen» 
also  in  völliger  Allgemeinheit» 

cos  9=*— ((cos  aeos  10 -|-cos/}siaiD)sinc5-*cos  y  cos  S  i 

oder 
5)  •  .   cos6=:cosycosS  —  (cos«cosio-f  cos/}sino)sinS 

sn  setzen  ist. 

Wdl  beleanntlich 

cos  a  cos  09  cos  6 -f  cos/)  sin  fl»  cos  Q-|- cos  y  sin  S  =0 

and .  folglicb 

cosacos  0»  -f  cos/}sinio=— -  cosytangS» 

cos  y  = — (cos  a  cos  o  +  cos  ßsinu)  cot  3 

ist»  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

^     cosy         cos « cos  tt-f  cos  Asin» 

cos  ö= =  =s  ,   ^■'       f 

cosQ  sino 

«nd  folglich 

cosy^  '  _  ' 

sin  ©»fssl !- ^^gi=s  l^cosy«— cosy^tangü« 

= cos  a* -f  cos  j3*  —  (cos  «  cos  09 -I- cos /?  sin  o)* 
s=  costt*MOtt*-|-co«/)*€u«(o^ — 2co8ftcos^sin«»cpssi 
= (cos  a  sin  o  — '  cos  ß  cos  »)*, 

also  nach  dem  Ynrh^rgehenden  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

«in  0  fi=  --  (cos  «  um  m —  eos^«os  coX 
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Dtth«r  haben  wir  jetst  die  feigenden  ganz  allgemein  gültigen 
Formeln : 


Scofty          c 
co8  9=i: =  = 
co«tt 
sin  9  =  cos/? €08 o  — 


cos  «  cos  CD  -f  cos  ß  sin  es 


sinS 
cos  a  sin  f». 


Bevor  wir  weiter  geben,  wollen  wir  suerst  zeigen ,  wie  die 
Lage  einer  Ebene  bestimmt  wird»  die  durch  eine  gegebene  gerade 
Linie  geht  und  gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten 
Winkel  geneigt  ist.  Zu  dem  Ende  sei  in  Taf.  V.  Fig.  9.  die  ge- 
gebene gerade  Linie  AB,  und  MN  sei  die  gegebene  Ebene. 
Durch  den  Punkt  B  ziehe  man  in  der  gegebenen  Ebene  die  be- 
liebige gerade  Linie  BC,  fiille  von  A  auf  die  gegebene  Ebene 
des  Perpendikel  AAi,  auf  die  Linie  BC  des  Perpendikel  AC, 
und  ziehe  die  Linien  BAi  und  CAi.    Dann  ist 


also 


oder 


AAi  =  AC.^tn  ACAi , 
AC  =ZB.8inZffC; 

AAi=:ÄB.mÄSC.ß\nACAi 


mnACAi  = 


AAi 


AB.  sin  ABC    . 


Da  die  Linien   AAi   und  AB  constant  sind,  so  wird  der  Winkel 

ACAi  ein  Minimum  werden,  wenn  sia ABC  ein   Maximum   wird, 
also   für 


jCABC=W> 


oder  wenn  die  Linie  BC  \n  der  Ebene  MN  auf  der  Linie  AB 
senkrecht  steht.  Folglich  wird  die  gesuchte  Ebene  bestimmt  durch 
die  gegebene  gerade  Linie  und  die  auf  derselben  senkrecht  stehende, 
in  der  gegebenen  Ebene  liegende  gerade  Linie. 

Ferner  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Bestimmung  der 
Lage  der  S^chwingungsebene  des  Pendels  bei  einer 
durch  die  polaren  Coordinaten  Q|,  <S,  r  bestimmten 
zweiten    Lage  des  Beobachtungsorts  beschäftigen. 

Bei  dieser  fieetimmung  halten  wir  uns  ganz  an  die  im  Obi- 
gen f&r  dieselbe  entwickelten  Principien  und  suchen  denselben 
nnr  einen  analytischen  Ausdruck  zu  geben. 

ThMl  XXYU.  le 
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Der   naeh   dem   Beobecktea^orte    getogaae    Erdheibaieeser 

schliesse  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,y,z  die  18(F 
nicht  übersteigenden  Winkel  Ui',  Vi  ,  toi    ein,  so  Ist: 

C08tl|'  =CO8  09iCO8€5» 

eo8  0|'  =  sin  (Dl  cos  c3 , 

eostr|'  =  8in€). 

Ein  anderer  beliebiger^  auf  diesem  Erdhalbmeaser  senkrecht 
stehender  Erdhalbmesser  sei  gegen  die  positiven  Theile  der  Axen 
der  a,  y,  z  unter  den,  \SIÜ^  nicht  übersteigenden  Winkeln  u",  v", 
m^  geneigt,  so  ist 

cos  Ui '  cos  tf '^  <t- cos  ti '  cos  e^  4- cos  fOi '  cos  «»"  =  0  > 

folglich  nach  dem  Obigen: 

cos  (»1  cos  c5  cos  vP  -f  sin  coi  cos  c5  cos  t*'  -f  sin  c5  cos  vf  ==  0. 

Soll  nun  dieser  Erdhalbmesser  in  der  ersten  Schwingungsebene 
des  Pendels  liegen,  so  muss 

/Icostt''  +  Beo&v"  +  Ccosw"  =0 

sein;   und  aus  den  beiden  Gleichungen 

^cosu''  +  Bcoav"  +  Ccosto"  =  0, 

cos  C0|  cos  Q  cos  u"  +  sio  (D|  cos  c3  cos  v"  -^  sin  o  cos  10"^= 0 

folgt  nun,   wenn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

costt'^  =s  C(Csina>i  cosQ  —  iSsioo), 

cos  v"  =  C  (/l  sin  o  —  Ccos  a>|  cos  €3) , 

cos  w"  =:  G'  (B  cos  ooi  —  A  sin  (0| )  cos  o. 

Ist  nun  im  Allgemeinen 

die  Gleichung  der  zweiten  Schwingnngsebene  des  Pendels,  so  ist» 
weil  nach  den  oben  entwickelten  Priocipien  diese  Ebene  durch 
die  beiden  vorhergehenden  Erdhalbmesser  bestimmt  wird»  welche 
also  in  dieser  Schwingungsebeoe  liegen  müssen: 

Ai  coau"  +  Bi  cosr"  +  C^  costo^^sO, 
Ax  cosa>iC08Cd-|-<Bisina>iCosc5+Qsinc5  =0; 

folglich,   wenn  Cri'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 
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Ai^&  <Si'(^Hic»|eo«Sco9«9''*-0iiröeo»r^)y 

JB|  =3  G| '  (sin  o  cos  u'^ — cos  iOi  eos  q  cos  w'^), 

Ci  =  Cr^'  (eos  0»!  coso'' —sin  cdi  cosu'^jcos  «5 ; 

also,  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet ,   wenn 
der  Kfirze  wegen 


7)  .    .    .$2  =  iicosi)i|Gosö -|-£eiaoiC06cS-|-CsinGi 
gesetzt  wird: 

^ss^C^Gj'(j^Aeose9|COso), 
J^=:--€?'6i'(A  — i2sinc»,cesa)» 
C|  =-G'G/(C— Äsinö); 
wo  es  aber  offenbar  rerstattet  ist,    bloss 

A^csA-^  Acosc0|coso, 

Bi  =:  S — <$2sin  Oj  cos  o , 

d  =C— Äsinö 

zn  setzen.  Für  die  Grösse  Sl  erhält  man ,  wenn  man  in  deren  vorste- 
henden Ausdruck  die  oben  für  ^4,  £,  C gefundenen  Ausdrücke  ein- 
führt und  dab^ ,  wie  es  nach  dem  Obigen  erforderlich  ist,  zugleich 
€r|  s=  1  setzt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  den  folgen- 
den Ausdruck: 

cos  irGosi((D  ■{•  fi>i)  sin  S 

8)  A=28iB4(«-^fl9i)   \  -|-eos/?8in}(«4- A>i)eioo    \   cosc^. 

—  cos  y  cos  Ka>  —  ß>i )  cos  c5 

Bezeichnen  jetzt  «i ,  |?i ,  yi  die  von  der  zweiten  Schwingungs- 
linie mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlos- 
senen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel»  ao  haben  wir,  da  die 
in  Rede  stehende  Scbwingungslinie  im  Horizont  des  Beobach- 
tungsorts liegt,  zu  deren  Bestimmung  ganz  in  Shnlicher  Weise  wie 
firffher  die  folgenden  Gleichungen: 

udl|C090|-|-i7ieosft -fC^oosyi  =0, 
cosiSt  eesSeos«!  «f  einoii  cosö cos  A -f  sin  c3 cosyi  =  0; 

s«s  denen,  wenn  G"  einen  gewissen  Factor  beseichnat,  sich  se^ 
gleich  die  folgenden  Avsdrficke  ergelien: 
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cos«|  =s  G''{Cim\n  oot  eos  3 — Bi  sin  S), 

coBßx  =:  G^iAi sin o  —  Ci cos »i coso) , 

€08^1  =  G"  (ßi  cos  (Dl  —  Ag  sin  (o^)  cos  o ; 

also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  obigen  Ausdrücke  von 
Af  ^>  Ci   einfahrt : 

cos  0^  s=  G"  (Csin  (Ol  cos  Q  —  BsiniS), 

cos  /}t  =  G"  (A  sin  o  —  Ccos  coi  cos  c3) , 

cos^i  s  Cr'' (£coso>|'— iisin Oi)cosc5. 

Bezeichnet  nun  endlich  9t  den  von  der  zweiten  Schwingnngs- 
linie  mit  der  zweiten  Nordlinie  eingeschlossenen,  ganz  auf  ähn- 
liche Art  wie  frfiher  den  Winkel  ß  genommenen  Winkel,  so  ist 
nach  6): 

r        ^       cosyi  cosaicosoi-fcos/^isino»! 

m  cos  fft  =  — = = — ; — = r 

9)    ,  ,  J  coso)  smcD 

f   sin  Bi  =  cos  ßi  cos  odi  —  cos  Oi  sin  ooi ; 

also,    wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  sogleich  findet: 

cos  Ol  =  G'^  (B  cos  o>i  -—  ^  sin  o>i) , 


r  cosQFi  =  G  (jdcosoi'^ 
C  sin^i  =C{(2lcoso>i 


-|- £  sin  Ol)  sin  o  —  Ccos  Ci) ). 

Entwickeln  wir  nun 

sin  (S — ^i)  =  sin  S  cos  6i  —  cos  B  sin  Oj 

mittelst  der  Formeln  6)  und  10),  so  erhalten  wir  zuTOrderst  ohne 
alle  Schwierigkeit: 

sin  (9 — Oi)=     (»''(cosasinoD— cos/JcoseD)(ilsini»i — Acoscoi)' 

•f  G"  (cos  tt  cos  Q>-|-  cos  ß  sin  o)  (A  cos  o>i  -f  -^  sin  Ot ) 

—  6"  C(cos  «  cos  G)  +  cos  ß  sin  co)  cot  c3 , 

oder,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

sin(6— 6i)=     G"(ilco8/}— Acosa)sin(o>— Oll) 

-f  G''(AcoBa+  Bcos/9)cos(io—  oii) 

—  G"  C(cos  a  cos  o  -f  cos  ß  sin  o>)  cot  3. 

Leicht  findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrficke  von  A,  B,  Cund  der  Gleichungen 
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cos  o* -f  coa /3^  4- 0toy*c=  1 , 
cosacoswcos o  -f  cos /3 sin  lo cos  S  -f  cosysin  0  =  0 
die  folgeDden  Ausdrflcke: 

^cos/}—- i?cosflr=     sinSy 

ilcosa  -f  Acos/?=:—  (cosftsin  0  —  cos/?  cos  o)  cosj^cosS ; 
oder»  weil 

(cos  a  sio  (0—  cos  /}  cos  o)  cos  S  =  C?. 
ist: 

Acosß — Acosa=     siDOy 

oleosa -f^cos/?= — Ccosy. 
Nimmt  man  hierzu  nnn  noch  die  Gleichung 

(cosacosco-f  cosj38ino})cotc5  =  —  cos/, 
so  erhält  man  ohne  alle  Schwierigkeit:  * 

sin(Ö— ©i)  =  G''{8in(a)—(0|)  sio5  + Ccosy  [l—eos{w—.0i)]|, 
also 

sin (© -  ei)r3  €?«' 1 8in(<»— «1)  sin Q  +  2Ccosy  sin i(a-^  «ii)«  j, 
folglich : 

Alf!  ff4  mmm,  A    ^ 

oder : 

12) 

sin(9— 9i)    ^-       _ 

sinlca^oh)         t8inö+(coscsincö— co8/?cosco)cosycos5tangU»— »i)). 

Weil  aber,  wie  aus  dem  Obigen  erhellet, 

cosasin o—  cos /3 cos tD=s — sin 6,    cosy cosS =cos 6cos€J* 
ist,  so  kann  man  auch  setzen: 

oder: 

sin  (6 — ©1)         „        _ 
^^    ain(iD-i4)==^^*'°^""*^'°^^^^^^**^PgU"^<»i))' 
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Nach  dem  Obigen  ist  oÜBiibar: 

Y^g^  =  (^Isin  Q  —  Ccos  Ol  cos  c5)^  -f-  (Baln  Q  —  Catn  iD|  cos  3)* 

-f  (ilsincoi  —  jSco8a>i)*cosQ*, 

also  9  wie  mao  leicht  fiodet: 

1 
■gjri  =  il*  +  -B*+C* —  (A  cos  »1  cos  c5  -f  ^  sin  i»|  cos  o  +  Csln  5)' » 

und  folglich,  weil  aas  den  aas  dem  Obigen  bekannten  Aasdrücken 
von  A,  B,  C  sich  leicht  ergiebt,  dass  A^-i-B^+C^^zl  ist,  wo* 
bei  man  die  Gleichungen 

cosa*  +  cos/^  +  cosy*=  1, 

cos  «cos  0»  cos  O  4-  co^  ß  sin  od  cos  c5  -f  cosy  sin  3  =  0 

zn  berficksichtigen  hat,  zagleich  auch  nach  7): 

15)      ...      ^=1-ÄS    <?"•==  jTTßi- 

Wfar  wollen  ndn  aach  noch 

cos(8 — 9i)  =  cos  Ocos  9|  -f  sin  0sln  6| 

entwickeln«  ZanJkhst  erhält  man  mitteht  der  ans  dem  Obigen 
bekannten  Formeln  unmittelbar: 

/A     A\      ^,ff  (costtCos<D+cos/?sin  m)(A8\n  <0|  —  iBcosa>t) 
cos(©— öi)  =  &  g^g 

—  Cr''^(cosasin o—  cos/9cos a)  { (Acos i»i  -f  fisin c»i)sin 3  —  Ccos 3 }, 

also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

co8(e— ©i) 

(      (cosacosGo-|-cosj38in(o)(ilsin(0|—£cosiO|)  i 

^^^  ^  — -(cos g sin  CO — cospcoso))(^cosfl)|  4-2?sina)|)  j 

""  sin3 

-f  G^  (cosoesino—cosjScoso)  |  (A  cos  coi-|-JBaintt|)cos  34-Ci»iti  3  IcoiS^ 

oder  nach  leichter  Rechnung: 

cos  (6 — ©i) 

^„(Aeosß — gco8tt)cos(ia — a>i) — (i<cosg  +  gcos/?)sin(flih'^<»l) 
^  ^  sin  3 

•I-  ^(cosicsinio— cos/}coso>)t(^cos  o)|4i?sin(Di)cos3-K7sin3)cot3. 


Noli  ist  ftbe? 


and 


auch 


A  cos  ß — B  cos  a  =  sin  (d 

A  cosff  +  Bens  j3 = —  Ccosy 
== — (cos  a  sin  09 — cos/?cosco)cos/coscS 
=     sinOcos9co8c5', 


Sl  i=i  {AcQH  füi  ■\-  B»\Ti  O] )  cos  c5  -|-  Csin  a> ; 
also: 

cos(8— Ol)  =  G"  {  co8(qj— a>| ) —sin  6[  i2-|-cos&co80sin(a>— (D|)]cotS  tt 

und  folglich: 

,6)  CO. (6- e,)^  ,ine[i2+co«eco85»io(a>- «,)] 

^    COS(0> — Wi)  CÖ8(ö)— fiP|) 

oder: 

,^.   coa(e— 0|)      ^^.,     ilain e4-tsin26cosl5sin(a)^ w^) 
'  cos(o> — ©i)  cos(a) — o)|) 

UI. 
Uebergang   zum    Falle   der    Continuität. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  sich  an  —  mn  und  folglich 
auch  6 — 0|  der  Null  nähere»  so  werden  gos(o>«— o»i)  ond 
cos  (9 — 0|)  sich  beide  der  positiven  Einheit  nähern ,  und  der 
Gränzwerth  von 

cos(e— »i) 

cos(a) —  ©i) 

wird  also  olFenbar  eine  positive  Grosse  sein.    Weil  nun  nach  8) 

f       cosacosi(o) -|- 0|)8iQ5  \ 

•ß=:2sinU<>o — ^)\  -f  cos/38ini(oi-|- o>|)sinS  >   cosS 

\   -«cosyeosi(iD — ooi)cosS  ' 

ist»  so  nähert  sich  i2»  immer  unter  der  Voraussetzung ,  dass 
o— -(Oi  sich  der  Null  nähert,  offenbar  auch  der  Null»  und  wegen 
der  Gleichung  17)  ist  daher  offenbar 
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also  nach  dem  Obigen  Lim  G"  eine  positive  GrSsse.  Näeh  IS) 
ist  aber 

also»  weil  Sl  sieb  der  Null  nähert,  Lim.C^s=:l»  und  folglich, 
weil,  wie  wir  eben  bemerkt  haben.  Lim 6'^  positiv  ist,   auch 

LimG"  =  l. 

DrCicken  wir  nun  die  Gleichung  14)  auf  folgende  Art  aus: 

I  sin(e— Ol)  .  sin(co--a)i)  j      S-^^ 

=  6r^  t  sin  c5  —  i  sin29  cos  c5*  tang  l(a — 1»|} }, 

so  erhalten  wir,   weil  die  Grosse 

i  sin26  cos  o*  tang  i(oo  —  ooi) 

sich  der  Null  nähert,  wenn  od — cD|  sich  der  Null  nähert,  auf  der 
Stelle  die  folgende  Gränzgleichung,  bei  der  man  immer  zu  beach* 
ten  hat,  dass  io-«--fk>|  und  S — d|  sich  zugleich  der  Null  nähern: 


und  weil  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 

^,;^8in(ci— a)J_,  sin(^:-ei)_i 

Liim =  1»    "im — s — 2 — =sl> 

nach  dem  Vorhergehenden  aber  auch 

Lim  G''  =  1 

ist,  so  geht  die  vorstehende  Gränzgleichung  auf  der  Stelle  in  die 
folgende  Gber: 

18) Lim -^^^—'^  =  sin  5. 

*  CO —  a>i 

Dass  diese  hier  in  aller  Strenge  abgeleitete  Gleichung  die 
vollständige  Theorie  des  Foucault'schen  Versuchs  enthält #  wird 
man  auf  der  Stelle  Gbersehen,  wenn  man  nur  alles  Obige,  na- 
mentlich auch  das,  was  über  die  Art  und  Weise,  wie  die  Win- 
kel 6  und  6|  genommen  worden  sind,  gesagt  worden  ist,  soig- 
f&ltig  beachtet.  Noch  weitere  Erläuterungen  hierfiber  hinzuzufügen, 
halte  ich  daher  an  diesem  Orte  für  überflüssig,  und  hoffe,  dass 
man  den  obigen,  mit  aller  Strenge  durchgeführten Entwickelungen 
einigen  Beifall  nicht  versagen  wird. 


.'♦» 
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Die  Auflösung  der  Gleichungen  des  fianften  und  sechs- 
ten   Grades  durch   Construction  nach  Descartes^   in 

eigenthümlicber  Darstellung« 


VOB 


dem  Herausgeber. 


Einleitang. 

Deber  den  vierten  Grad  hinaus  ist  bekannflich  di«  allgemerne 
AttllOciang  der  Gleichungen  in  dem  gewöhnlichen  algeliraiseheo 
Sinne  unmöglich;  ja  schon  die  Auflösnng  der  Gleichungen  des 
dritten  und  vierten  Grades  nimmt  geometrische  Hdifsmittel  io  An- 
spruch» insofern  man  die  Anwendung  der  goniometrisoben  For^ 
mein  und  Tafeln  in  den  Kreis  der  Anwendungen  der  Geometrie 
auf  die  Aigebra  zu  ziehen  keinen  Anstand  nimmt;  und  was  ii^t 
denn  die  allgemeine  Auflösung  der  reinen  Crleichungen  mittelst  de« 
Gotesischen  Lehrsatzes  am  Ende  anders  als  eine  Anwendung  der 
Geometrie  auf  die  Aigebra  ?  insbesondere  da  sich  in  diesem  Falle 
die  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichungen,  oder  wenigstens  die 
reellen  quadratischen  Factoren,  welche^  gleich  Null  gesetzt,  zu 
Gleichungen  des  zweitien  Grades  führen,  durch  deren  Auflösung 
die  in  Rede  stehenden  Wurzeln  erhalten  werden,  auf  eine  so  ein- 
fache und  elegante  Weise  geometrisch  darstellen  lassen»  Endlieh 
weiss  man  auch ,  mit  wie  grossem  GlOck  man  in  vieles  Fällen 
geometrische  Betrachtungen  bei  den  Beweisen  wichtiger  allge- 
meiner Sätze  von  den  Gleichungen  in  Anwendung  gebracht  bat 
Ich  bin  dali^  der  Meinung,  dass  man  mit  demselben  Eifer,  mit 
welchem  man  bisher  die  wefal  fast  zum  Abschlüsse  gebrachte 
Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie  bearbeitet  bat»  dud 


TheilXXVlI. 
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avch  umgekehrt  die  AoweDdang  der  Geometrie  aof  die  Aaaiysie, 
innbesoodere  auf  die  eigentliclie  Algebra»  etadiren  eollte»  and  habe 
mir  schon  länget  voigenommen »  in  einem  diesen  Gegenstand  be- 
treATenden  grösseren  Werice  in  Verbindung  mit  eigenen  Unter* 
suchungen  Alles  zusammenzustellen ,  was  bisher  in  dieser  Bezie- 
hung geleistet  worden  ist.  Für  jetzt  will  ich  indess  in  dieser 
Abhandlung  nur  einen  Punkt  zur  Sprache  bringen,  der,  so  alt  er 
auch  ist,  bisher  nach  meiner  Meinung  nicht  in  dem  Maasse,  wie 
er  verdient,  beachtet  worden  ist,  zugleich  in  der  Hoffnung,  dadurch 
Tielleicht  auch  andere  Mathematiker  zu  veranlassen,  ihre  Kräfte 
der  Anwendung  der  Geometrie  auf  die  Algebra  zu  widmen,  und 
die  Ergebnisse  ihrer  UsteTOucbangen  in  dieaer  Zeitsciirift  «St- 
zutheilen. 

Es  ist  bekannt,  dass  viele  der  berühmtesten  älteren  Mathe- 
matiker, hauptsädilieh  aber  Deseartes,  Fermat,  La  Hire, 
L'Bospital,  Hudde,  Schooten,  Newton,  Halley,  u.  s.  w. 
sich  sehr  eifrig  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Con- 
struction  mittelst  verschiedener  mehr  oder  weniger  leicht  zu  be- 
schreibender Curven  beschäftigt  haben.  Newton  in  seiner  „Arith- 
metica  universalis.  Lugduni  Batavorum.  1732.  p.212.— 
p.241/'  und  auch  Maclaurin  in  seiner  ., Algebra'*  von  der  mir 
die  unter  dem  Titel:  „Tratte  d'Algebre  etde  la  maniöre  de 
i'appliquer.  Traduit  dederAngloisdeM.Maclaurin.Paris. 
19B3.  p»387."**-p.404.  erschienene  französische  Uebersetsuag  vorliegt, 
iMÜbea  diesem  Gegenstande  ganse  Kapitel  ihrer  Weike  gewidmet  Me 
»eueren  Mathematiker  haben  diesen  Weg  der  AuHOsung  der  Giei- 
ehuagen  längst  verlassen,  wobei  wohl  der  an  sich  ganz  richtige  Ge- 
eacbtspnnkt  maassgebead  gewesen  ist,  dass  einmal  die  Auflösung  der 
Gleichungen  durch  Construction  von  geringer  praktischer  Brauch- 
barkeit sew  und  dass  femer  bei  einem  an  sich  rein  arithmetischen 
Ciegenstande  die  Anwendung  der  Geometrie  ab  ein  fremdartiges 
Haifamittel  betrachtet  werden  mfiose.  Desseonngeachtet  bin  idh 
4er  Meinung»  dass  es  jetzt  an  der  Zeit  sein  dürfte,  den  früher 
•o  eifrig  verfolgten  geemeMschen  Weg  der  Aufifeung  der  alge- 
braisciben  Gleiebungen  von  Neuem  z«  betreten,  natürlich  eioaig 
«ad  allein  aus  dem  Grunde,  weil  zu  einem  Fortschritte  in  der 
Auflösung  der  Gleiebungen  auf  arithmetisehem  Wege  bca  der 
jotaigen  Lage  der  Sache  so  gut  wie  gar  keine  Heftrang  vorhanden 
ist  In  aaiier  Vorbindung  hiermit  ^teht  ein  anderer,  von  den  ti- 
10*00  Hatliematikem  gleichfalls  mit  grossem  BIfer.  io's  Auge  ge- 
<Msler  Gegenstand,  nämlieh  die  Angabe  sweekmässiger  kistru- 
tnente  anr  organischen  Beochreibung  der  bei  der  AvflOsuog  der 
Gloiebuogen  durch  Conotruction  angewandten  Curven,  worüber  ieh 
mmh  jodoeh  flk  jeat  hier  nicht  weiter  oerbfoiten  wHi. 


Mm  ^frigsteft  wtev  aUe»  Matheaialilcei«  but  w«U  iler  «rlivf- 
^wniye  DeacartM  sieb  »it  der  AufMtniHr  d«r  GMeklMiaaAivcb 
OoMtraelioa haschftftigt  S«lmi«6e<imatrie^'  (Reaatti  De^icar«. 
I«li  (Beamelria,  aaa  euip  aotis  Florimoadi  4e  Ataaoe» 
0{>«ra  at^uQ  studio  FTaaciaci  a  Scboot^eap  Fraa^to^CurtJ 
afl]lo#0ti«i.  160&,  4^)  bt  ein  aas  106  8«Um.  bei^^baadea 
.Werk«bep/  welebaa  auf  dieafui  geringen  Raame  mtbi  a^w  Idee« 
«HtbftltaU  viele  ander«  bündereiche  Werke^  ned  baopteftcbliob  bq 
iVeitereo  Uaterandiaagen  answegen  den  Zweck  batte,  ira«  I>ea- 
eartee  aueh  salbet  andealei,  ladem  er  aeine  merkwürdige»  dea 
aavgfiiltigsteo  Stodiuras  sehr  weathe  Sebrift  mit  dea  fetgeodea 
Worten  scblteest:  ^^Sed  iaetitiitem  menm  neu  «et  prettxamiJibrum 
eanacribere,  aed  potiua  malte  paocia  cempreheadete^  food  forte 
•jnd^cabiint  me  CecieBey  qui  ceaslderatart  aunt,  qood,  redaotia  ad 
eandem  eonatractioaem  PrehieMelis  oaiaUMia  .^oadam  f^evii^ 
medum  simal,  quo  ad  iafinitaa  alias  divereaa  ffedudi  alqoe  ita 
omnia  iafinitis  modis  reeoivi' poaslal«  oatendernM«  Pmelerei^elieai^ 
qood  eonetractis  lis  omatbosy  quae.  Pbna  aaat,  taleveectfone  eir^ 
floU  et  liaeae  reetae,  et  iis  oeioibns,  quae  Solida  SMKt»  iateaaa> 
ctioae  droull  et  parabelae»  ao  tandem  iis  ottaibna,  qoaeaoeigiiadiB 
magia  aoot  composita,  iBtersectieae  simUlter  cireuii  et  liaeae»  mie 
grads  9Mgia  qoaai  parabda  compoeitaey  eandem  tantam  vian  m 
oonetraeodis  reliqaia  omnibus»  quae  magia  magiaqna  in  iafiaitaai 
aaat  compoaitay  Sequi  operteat.  fiteaira  cognslis»  in  malefia  ma- 
tbematicarum  pn^fpressioDom,  doebua  aat  tribos  poieilbna  teniMnie^ 
raüqoos  invenire  nea  est  diffidku  Adeo  at  eperem  a  posteria 
Biibi  gcatias  habitum  iri>  aea.  selom  pro  iie.,  quae  bic  eocplieiii; 
aed  etiaro  pro  iis«  qaae  consulto  oniai»  quo  Ipaia  valopMimi'tlb 
IpTcraiendi  reliaquerem/^  Wege«  seiner-  gressea  KArae  iai  dieses 
Werkehen  aneh  bäafig  oemaieatift  werden»  wie  dioa  von  Flori»- 
mond  de  Boaune»  voa  Schoetenvja  selbst  ve»  demberifantea 
Jacob  Barnoulli  in'der  Scbtific  ,,Notae  et  anlmadi^ersio* 
oeatomaltuariae  in  Geometrlam Cartesii.  Edifaepiinum 
ad  caleem  editionis  Fraacefarteasis«  Aaaa  1606*X  (ß^- 
eohi  Bernoolli  Opera.  T.II.  fifiSL)^  geadiehea  ist  Dea  wei^ 
ttifigeteii  sehr  werthirdiea  Ceaimentar  hat  aber  m&f  590  Seitai 
dw  sebarfaünnige  and  nach  dem  Zeugniss  seiaer  Zeitganosaea 
sciw  geMirte  Jesait  Claade  Rabael  aa4er  dem  Steh  ^Comr 
Siivntarres  sar  la  Odonn^tria  Am  M.  D«seartea..'  Per  1^ 
R«  P.  Ciaade  Raboel»  de  la  Cempagaie  da  JmMr^fL  A 
Ljoa.  1730.  4^^^  beraoagegebari,  wa*  ia  der  Varrede  Mvoa  da» 
eemmealirten  berdimlen  Werkebta  gesagt  wird:  »»Oel  OuvrAga^ 


»^^•^v^^'        ^m ' 
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qa-an  habiU  G^om^tre  de  «e  sl^ele  app^lie  a^«c  Taison 
lar4l^Bi^iiie  Vrkiif«i«e> '4$toit  d'sae  diffiealM  pras* 
qaMfiaurmaiitai'ble«  ^  M.  DecicaHa^  av<»it  aff«cl^  de^J^ 
rea«arrer  dans  las  bornes  les  plus  Streites.  B4e«  dea 
raison«'»  qu'on  peot  voir  dans  aaa  lettrea,  Vj  ay^i^nt 
engagi^/'  Den  Schlot»  dieser  merkivfirdigeit  Schrift  van  Das- 
cartea'niaeht  die  velUtändige  AoflOeong  der  GleichaDgen  dea 
fifoften  und  aechsten  Gradea  durch  CoastrocCion.  Dieaelbe  fca 
ihrer  Verbindung  mit  geifiaaen  nOthigan  VorberellangaaätKen, .  die 
laeiatena  nur  angedeutet  sind,  mit  v^latSndiger  Deutlichlceit  anf- 
safiEtaaen,  iat  niöht'ganx  leicht,  und  auch  ^ieCommeatatoren,  aelbat 
Jacob  Beraoulli»  acheinen  mt^hrfaehe  Ton  ihnen  nicht  gans 
-geldate  Schwierigkeiten  gefunden  zu  haben.  Wenn  aucb^  wiaidi 
aebr  gern  zugebe»  auf  diese  Auflösung  der  Gleichuogen  dea  Ünf- 
ten  und  sechsten  Grades  in  der  That  Alles  Anwendung  indet» 
was  sieh  überhaupt  gegen  die  geometrische  Auflösung  der  Glet- 
«hungen  sagen  IftMt»  so  gewährt  ea  doch»  wie  ea  mir  scheiat»  bei 
diesem  Gegenstände^  wo  die  aritbmetisoka  BetrachHang  uns  so  gans 
«nd  gar  keinen  Aufschiuss  gewährt  und  uns  rüllig  im  Dunkeln 
snd  im  Stich  läset»  ein  eigenthfimllches  Interesse»  zu  sehen»  wie 
dorch  die  sechs  Durschoittspunkte  sweier  nach  einfachen  Gesetaen 
^krümmten  Linien»  die  im  Ganaen  auch  leicht  zu  ceaatfäiren 
•iad»  wenigstens  s^r  leicht  construirt  gedacht  werden  kOnnen» 
mit  einekn  Male  die  sechs  Wurzeln  einer  Gleichung  des  sechsten 
Grades  erhalten  werden»  wenn  die  Wurzeln  sämmtlich  reell  aind; 
wie  diese  sechs  Dnrchntttspunkte  sich  auf  eine  geringere  Aasahl 
redneiren»  wenn  unter  den  sechs  Wurzeln  imaginäre  Torkommeo; 
wie  gewisse  Durchscbnittspvnkte  mit  einander  zasammenfaHen, 
wenn  die  Glekhuag  gleiche  reelle  Wurzeln  enthält ;  wie  überhaupt 
dif)  ganze  Natur  der  Gleicbnng  sich  in  den  Ouf achachnittapnoktän 
der  zwei  in  Rede  stehenden  Curven  darstellt  und  ausdrückt.  Je 
merkwürdiger  diese  Constructioa  naraentüeh«  deshalb  ist^  weil  sie 
eich  ganz  allgemein  auf  jede  Gleichung  des  fiSnften  und  sechsten 
Gi^des  anwenden  lässt»  wenn  mit  derselben  in  gewissen  Fällen 
einige  nethwendige  Transformationen  vorgeamnmen  worden  aind: 
desto  anfTallender  ist  es,  dass  Ton  derselben  noch  in  keinem  der 
OMT  bekannten  neueren  Werke  die  Rede  gewesen  iat»  ja  daaa 
anoh  die  Alteren  GommentatoMU  des  Descartaa  sich  nicht  weit- 
läufiger und  eingehender  mit  deraelben  hefaast  haben»,  waa  ria^ 
bichl  zsm^Theil  seinen  Grund  in  gewissen»  ron  diesem  Gegen- 
stände dargi»botenen  Schwierigkeiten  hat.  Ich  will  daher  im  Geiatie 
der  neueren  Analyais  eine  vollatlndige  Daratellung  dieser  Aufld- 
sung  der  Gleichungen  des  fünften  und  sechsten  Grades  nebst 
allen  nütbigen    algebraiachen    und  geometrischen.  Vorbereitungs- 
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«itsen  in  dieser  Abbuodlaiig  lieforn,  indem  \A  g98lehe>..da88  ich, 
nftchdem  es  mir  gelangen  war,  die  eigentliche  Natur  dieser  Auf- 
iDsuBg  TolUtändig  xu  durchschauen»  den  Scharfsinn  ihres  Urhebers 
von  Neuem  lebhaft  bewundert  habe.  Besonders  freuen  wird  es 
mich  aber,  wenn  diese  Abhandlung:  su  neuen  Forschungen  über 
die  geometrische  Auflosung  der  Gleichungen  anregen  sollte,  wel- 
chies  fiucb' eigner-: der  Ziv^k«:  ist»  die  a<ib  durch  dieselbe  m  enMft* 
f}het^  beabsichtig^,    r       «m     ^ 


Allgemeine  Betracbtu,ng.ea  .'iiber  die  IfleUbu^gep. 

$.  I. 

WiBon 


eine  beliebige  Gleichung  äes  nten  Grades  ist,  und  in  derselben 
y — a  fär  x  gesetzt  wird,  wo  also  jf=:a:-|-a  ist,  so  erhfflt  man  die 
Gleichung: 


(»— a)--ül(y-a)— »  +  Ä(y-a)"-»-CKy-a)«-»+....=0, 

oder,  wenn  man  die  Binoroial-CoefBcienten  auf  gewöhnliche  Weise 
beseichnet  und  der  Kürze  wcigen . 

if=iiaO«+(n— l)i  oJ  +  J?, 
e = a,aH  (»-*- i)i  oM -t- (n — 2)i  «£ -I- C, 
D'^n^cfl^  +  (n  -  l),o»J  +  (n— 2),o»fi + (»—3)»  oC+  D, 

u.    s.    w. 

I 

setzt,  die  Gleichung: 

Wenn  man  von  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche 
mit  der  Gleichung 

a" — il«"-i + ifo:«-« — Ca:«-»  +  Z)ä«-*— . . . . = 0 

Tfu  gleich  Ippliem  Grade,  ist«  die  Grösse  a  snbtrahirt^  b^  erh|lt 
ufguk  die  Wprz^ln  dieser  letzteren  Gleichung;  oder,  wenn  a  eine 
positiTe  GrSsse  ist,  so  sind  in  der  Gleichung 


.       1,1-      •      ■  ■         ,.'! 


^Sb    ^'tfrvn^rt:    Die  AuflÖgung  der  Gletchungen  äet  fünften 

dlekSttmitikheo  am  d!e  GrSsse  avertnehrteiK  Wurzeln  der  Glekhiitog 
4?*— i^a?*->  + i?a:»^«— C»«»--«4  Da;«*-*— ....=0 

etttbilIeD,  weöei  wir  röcksiclitlicb  der  imaghiXrefi  Wurseln  he- 
merkeD,  dass  eine  Vermehrung  oder  eine  Verroindeiw^  dereelfeeii 
sich  immer  nur  auf  ihre  reellen  Theile  beziehen  soll ;  auch  wollen 
wir  im  Folgenden  der  Kfirze  wegen  die  imaginären  Wurzeln  selbst 
positiv  oder  negativ  nennen,  jenachdem  ihre  reellen  Theile  positiv 
oder  negativ  sind,  und  zugleich  soll  eine  imaginäre  Wurzel  dann 
als  nldit  Verschwindend  betrachtet  werden,  wenn  Ihr  reeller  Theil 
nicht  verschwindet. 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  man  durch  successive  Vemehrung 
oder  eigentlich  VergrSsserung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  nach 
der  vorliei^henden  Transformation  immer  zu  einer  Gietehung  ge- 
lausen  kanib  deren  sämmtliche  Wurzeln  positi?  sind,  und  in  denen 
auch  keiiM  Wurzel  verschwindet. 


§.  2. 

Wenn  man  die  beiden  Polynome 

af^ — Ax"^^  +  Aar»-«  —  Cx^-  »  +  Da?^-^ — . . . . 

und 

a:«i— -4ia;«»-*+ ÄiÄ^i-»— Ci:i?«»^+  DiO?«»--*  —  . . . . 
in  einander  multiplicirt,  so  erhält  man  als  Product  die  Grösse 

-^{C+BAi  f  AB^  +  Ci)a:'»+'» -3 

+  (D+CAi  +  BBi-^ACi  +  Z>i)a5«*«»-* 


*  > 

und  sfnd  tiiin  die  Coefficienten  A,  B,  C,  D,,....  und  Ai,  ßi,  C{, 
l>i,....  fiei^  beiden  Factoren  sämmtHch  positiv  und  verscÄwii 
nicht,  so  sind  auch  die  Coefficienten 


B  +  AJt+Bi, 
C+BAi  +  ABi+Cg, 

v.    s.    w. 
de«  Products  sKiomtlich  positiv  ond  verscbwinden  iricht 

§.  3. 
Jede  Glelehung,  deren  Wurzeln 

sipd,  l£0«t  sich  bekanatlicb  ontor  der  Form 
(p£ — «)(a:  — ai)(ar-'ag)(« — 03),...  j. 

darstellen;  und  wenn  also  sSmintliche  Worseln  der  Gleichung 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  hat  nach  dem  vorherge« 
henden  Paragraphen  die  Gloicbong  offenbar  die  Form 

.t!» — i4a;»-i  +  Aar»-« -- CJr^» + Ar«--*-- . . . .  ==a, 

wo  die  CoefBcienteb  A,  B,  C,  D,....  sämmtlich  positiv  sind  und 
keiner  verschwindet  Weil  man  nun  mittelst  der  in  }« 1«  gelehrten 
Transformation  aus  jeder  gegebenen  Gleichung  durch  suecessive 
Vermehrung  der  Wurzeln  eine  andere  ableiten  kann.  In  welcher 
säromtliche  Wurzeln  positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  Ist 
klar,  dass  man  durch  die  in  Rede  stehende  Traosformation  ans 
jeder  Gleichung  eine  andere  von  der  Form 

Ä"— Ja:»-*  +  Äo;«-«—  Cr»-» + Da:»-*—  ....=0 

ableiten  kann,  deren  CoefBcienten  A,  B,  C,  />,•...  sämmtlich 
positiv  sind,  und  nicht  verschwinden;  aus  den  Wurzeln  dieser 
transformirten  Gleichung  erhält  man  aber  die  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  leicht,  wenn  man  die  ersteren  sämmtlich  um  ein 
und  dieselbe,  durch  die  angewandten  Transformationen  offenbar 
selbst  gegebene  Grosse  vermindert. 

Hieraus  erhellet«  dass  os  verstattet  ist.  Im  Folgenden  bloss 
Gleichungen  von  der  Form  ... 


SB      €runert:   Die  AmflöiunQ  der  ekHkungm  de»  flhtßem 

«•— Ja:*-» + Äa:*-«— Cr«-» +  /»«••-*-....=  0 

za  betrachten»    deren  CoefGcienteo   A^Bf  C»  D>....  sämmtlieh 
positiv  sind  and  nicht  verschwinden*). 

§.  4. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  man  durch  die  mehr  er- 
wähnte Transformation  einer  Gleichung  des  nten  Grades  eine  Glei- 
chung desselben  Grades  von  der  vorhergehenden  Form,^  er- 
halten habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichung  der  CoeflI- 
cient  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hälfte  des  CoefGcienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  beendigt  betrachten»  im 
zweiten  Falle  muss  man,  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetzen, 
bis  die  in  Rede  stehende  Bedingung  erfüllt  ist  Dass  «He»  aber 
Immer  möglich  ist»  kann  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden. 
Die  reellen  oder  imaginären  Wurzeln  der  noch  weiter  zu  transfor- 

mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g 

Ven^iehrt  man  nun  diese  sämmtlichen  Wurzeln  um  die  reelle  posi- 
tive Grösse  u»  so  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  in  der  trans- 
formirten Gleichung»  ohne  RQcksicht  auf  das  Vorzeichen»  bekanntlich 

(a  +  tt)  +  (6  +  i«)  +  (c  +  t/)  +  (rf+«c)  +  (i?  +  tt)  +  .... 

=  a+6  +  c+rf  +  e  +  ....+nif, 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

iS=:a  + 6 +  c  +  d +  «  +  /•+.... 

•  •  •  » 

setzen,  wo  iS  nach  der  Voraossetmng  eine  reelle  posttive  Grffsse 
ist,  iS-f"»».    Der  CoefBcient  des  dritten  Gliedes  ist  belcanutlieh: 

(a+i.)(6+t»)  +  (a+tt)(c+tt)  +  (a  +  i»)(ie  +  tt)  +  («  +  «)(e+«)+.... 

+  (Ä  +«)  (c+ «)  +  (*  +  «)  (d  +  tt)  +  (6  +  «)  (e+u)  + .... 

+  (c  +  tt)(d  +  u)+  (c  +  «.)(e+«)  •!--.. 

+  (rf +«)(«+«.)  +  .... 
u.    s.    w. 


*)  Dass  umgekehrt  eine  Gleichung  dieser  Form  immer  bloss  reelle 
potitWe  nicht  Terschwindende  Wurzeln  haben  Icann,  erhellet  auf  der 
Stelle;  denn  wäre  — a=ii.(^l)  eine  reelle  negative  oder  Tersdiwin* 
dende  Wnnsel  derselben,  so  wäre 

a»(—l)"-yla*-»(—l)*-HÄa"-*(-l)"-*-C'ii(— !)•-»+.... 

s=  ±a»±  Jo^^db  Äa«-«db  C^"--'±-. . .  =0, 

was  anter  der  gern  achten  Voraussetsnng  offenbar  ungereimt  Ul. 


oder 9  wie  leicht  nlttelift  beicannter  SStze  erhellet: 

a6  +  ac+ail+ac  +  ..,.  +  (ji-.l)(a  +  6+c+€l  +  ....)«+-^^o-^«*» 

+  6c+bd+be^.... 

+crf+  ee  +..,. 

+  <26  -|- . .  •  • 

o.    s.    w. 

oder  aoch»  wenn  der  Kurse  wegen 

Sssab't-ac-i-ad't-ae't-af'i'.,., 

» 

+  «/+•... 
u.    s.    w. 

geoetfet  wird,  wo  nacfi  der  Voravwetiung  JS  etiie<  reelle  positite 
GrSese  ist, 

2  +  (n^l)  Su + ln(n  -  l)uK 

Die  Bedkigoog 

führt  nun  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 

4(n-2)S«+4«(in-I)u»>  ^^^; 

m^  da  unter  der  Toranssetznng,  dass  n>2  ist,  diese  Bedinguiig 
offenbar  immer  erffillt  ist,  wenn  Ae  Bedingung 

S'—42 

4(n-2)Si»>— j 

erfldlt,  d.  h.  wenn 

"  ^  2(11—2)» 

ia^  dieae  Bedingung  sich  aber  unter  der  gemachten  Vorauaaetsung 
offenbar  immer  erfilllen  Uast»  so  Usst  sich»  wequ  »^2.  ist«.«nf;|i 
die  Bedingung 


W4      trunart:   BU  /OtfUmm^  Ar  etHekmem  4m  fmUia 

^+(n-l)Sa  +  4ii(n-l)tt«>  (^^)' 

immer  erfiillen. 

Der  Fall  ii=2  bildet  eine  Ausnahme.    Denn  die  Bedingung 

oder 

ii6  +  (a+6)tt+tt*>^ j ^ 

verlangt  die  ErfiSlIung  der  Bedingung 

4a6 -f  4(a -f  6)» -h4»«>  (a  +  6)* + 4(a  4- A)«  f  4af*. 
oder 

4aÄ>(fl+6)«, 
oder 

(«+6)i-.4a6<0, 

also  die  ErMlong  der  BedIngang  m^^i^'-^tAKfii  also  (<k-6)*«I^ 
was  ungereimt  ist. 

« 

Für  n>2  werden  wir  also,  wenn  in  der  transforroirten  Glei- 
cbung«  deren  reelle  Wurzeln  sämmtlich  positiv  sind  und  nicht  f«r« 
schwinden»  d|e  Bedin^ng,  dass  der  Coefficient  des  dritten  Gliedes 
grosser  als  dits  Quadrat  der  Hälfte  des  CoefGcienten  des  zweiten 
Gliedes  ist»  noch  nicht  erfSllt  wäre,  immer  die  Wurzeln  fernerhin 
noch  so  weit  oder  so  lange  vermehren  können«  bis  sich  diese 
Bedingung  erfüllt  aeigt;  und  nehmen  wir  nun  dies  mit  ißm  Obigen 
zusammen,  so  dfirfen  wir  uns  berechtigt  halten»  im  Folgenden  nur 
Gleichungen  von  der  Form 

.4?"— J«"-A-f  Aar«-*— Co?"-» +/)«•-* -....=0 

zu  betrachten»  wo  säromtliche  Goefficientea  A^  B,  Ct  />»....  po- 
sitiv sind  und  nicht  verschwinden,  und  wo 

B>iA^ 

ist.  Dass  man  aus  den  Wurzeln  der  transformirtev  Gleiphnog 
immer  die  Wurzeln  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  leicht 
erhält,  wenn  man  die  ersteren  sämmtlich  um  ein  und  dieselbe, 
durch  die  angewandten  Transformationen  selbst  unmittelbar  gege- 
MtftB  reelle  posHtve  GrSsse  termindert,  hrattcbt  kaum  nochmals 
'besonders  bemerkt  zu  werden. 


u,  iee9aten  ^ades  dtirch  C&nstrucüen  nach  Descartes/^tc.  S59 


Die  CoDehoiden. 

f  6. 

Wenn  in  einer  Ebene  ein  fester  Ponkt  und  In  der  Ebene 
einer  in  der  ersten  Ebene  nach  der  Richtung  ihrer  Axe  sich  be* 
wegenden  Parabel  ein  zweiter,  init  der  Ebene  der  Parabel  zugleich 
sich  bewegender  Punkt  gegeben  ist,  so  heisst  der  geometrische 
Ort  der  Punkte,  In  denen  die  sic|i  bewegende  Parabel  in  jeder 
Lage  von  einer  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gelegten  gera* 
den  Linie  geschnitten  wird«  eine  parabolische  Conchoide. 


6.  6. 

Die  erste  Ebene,  in  welcher  aicb  die  Parabel  nach  der  Rich- 
tung ihrer  Axe  bewegt,  wollen  wir  als  Ebene  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystenis  der  x,  y  annehmen,  und  der  Parameter  der 
Pairahel.fioU.dnreb  p  btiteiellkiet  wtevden.  Die  CstetAiiiaten  lito  ia 
dieser  Ebeve  gegebenen  festen  Punkte«  «eien  jn,^;  Die  AUge» 
meinheit  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Parabel  in  der  Ebene  der  a^  sieb  so  bewegt,  daM  ihre  Axe  auf 
der  Axe  der  x  hin  gleitet  Femer  wollen  wir  die  positiven  x  so 
annehmen,  dass  ihre  Richtung  von  dem  Scheitel  der  Parabel  an 
gerc^chnet  nach  deren  innerem  Räume  hin  liegt,  und  in  Bezug  auf 
ein  <)urch  den  Scheitel  der  Parabel  als  Anfang  gelegtes,  dem 
primitivien  Coordinatensysteme  paralleles  Coordinatensystem  sollen 
die  Coordinaten  des  in  der  Ebene  der  Parabel  gegebenen,  mit 
derselben  zugleich  sich  bewegenden  Punktes  durch  c,  d  bezeich- 
net werden. 


Die  erste  Coordinate  des  Seheiteb  der  Parabel  bei  einer 
liebigen  Lage  derselben  sei  ti.  Dann  ist  bei  dieser  Lage  der 
'Parrabel  in  Bezug  «ef  das  System  d»r  ay^die  Gleiehiiiig  der  durch 
die  beiden  Punkte  (ah)  nnd  (ed^  gelegten  geraden  Lanie  eflenbaf  ^ 

weil  c-ftt,  d  die  Cuöivdiiiäten  tes  In  der  llbene  der  Parabel  ge- 
gebenen Punktes  in  Bezug  auf  das  System  der  xy  sind;  und  iXf 
Gleichung  der  Parabel  in  Be^ii^  auf  dieses  letztere  System  ist : 


366      Sruneri:   JHe  Auflöwng  der  metehungtn  äe$  fÜMfkn 

FOr  die  DarchsehDlttspuDkte  beider  Linien  mfissen,  wenn  x^ 
jf  deren  Coordinaten  bezeichnen,  die  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  bestehen,  ond  die  Gleichung  der  parabolischen  Con- 
choide  wird  also  offenbar  erhalten,  wenn  man  aus  den  beiden 
vorhergehenden  Gleichougen  die  GrOsse  u  eiiminirt  ZnvSrderst 
hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

»  •  g-f  itaa  ■ , ^  ■■    ^» 

*  •      . '  ■    ,  '       .  '  •       «^ 

and  aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich :      ' 

9* 

P 

durch  Addition  dieser  beiden  Gleichongen  erbSIt  man  aber  auf  der 
Stelle  die  Gleichang 


•  +  «= h-«   +  «  ' 


6-y  ^p 

m 

welebe  die  Gleichung  der  parabollsdieii  Conoholde  Ist,  und  nach 
einigen  leichten  Transformationen  sogleich  auf  die  Form 

gebracht  wird.  . 

Gewöhnlich  setzt  man,  was  auch  (3r  unseren  gegenwärtigen 
Zweck  genügt,  if=:0,  und  nimmt  also  den  in  der  Ebene  der  sich 
bewegenden  Parabel  gegebenen  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel  an, 
was  wir  daher  von  jetzt  an  thun  wollen;  auch  setzt  man  meistens 
c  als  positiv  voraus»  d.  Ii.  man  nimmt  den  in  der  Ebene  der  Pa- 
rabel gegebenen  Punkt  innerhalb  der  Parabel  an,  was  von  jetzt 
glelchfidls  geschehen  soll.  -     « 


Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nach  don  Vorbeigehenden 
-die  GletchüDg  der  parabolischen  Conchoide: 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

(y -^  *)  (»■—«?) +p(a—a?)y  =50 , 
woraus 

«— o— ■*— — -^ ^» 


«.  $e^ieH  69»aäe9  dmrch  €muiruu§9m  tmcM  Dettmru^,  etc.  Jgt 

,_„  j.  (y— ft)(y*-<y) 

oder 

,  ^  „  ,  (y-fe)(y-V^)(y-fV^) 

py 

folgt. 

Ullier  4«»  in  Rede  etebenden  VerauMetsuDgen  hat  m$n  nach 
dem  Vorhergeheoden  auch  die  Gleichungen: 

b 

nitteiet  welcher  x,  ^  darch  ti  ansgedrficltt  werden  können.  Durch 
Elimination  von  ^,  jBrhält  man  nämlich  znvurderat  zur  Bestimmung 
Toa  jp  die  Gleichung: 

•der 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form 

(j:-«)« «^-p^ (j:— tt)=— c« 

bringt;  und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  er* 
halt  man: 

2**c  +  p(a  -  c  -^  ti)»+  (a — c  — tt)  V  ;i  (4««(?+  i^(a— c-ti)^ 

also 

j?— (c  +  tt)  =  {a-(c  +  ti)J«^ ^^p =^^^ ^, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

y-  26  -  ' 

ear-Bestimmoag  TKm  «,  y  haben  wir  daher  die  beiden*  folgenden 
Fotnetiir  in  denen  die- obere»  und' unteren  Zetehen  sicli  auf  ein- 
ander beaieben:  .'   >' i      V      '   ,.\  ,i',  :■'.':■  i 


9B6       Grunert:   Dif  J^tUmim  4$r  €iei€lmn§m  äes /iwßm 


X—  gp  , 

p(a— c--tt)J:Vpt46»c+p(a~c— ti)«| 
y-  26 

Aas  diesen  Formeln  erhellet  zuvOrderst,  dass  im  Allgemeinen 
jedem  reellen  Werthe  von  u  zwei  reelle  Werthe  von  x^  y  eot- 
sprecben.  Nehmen  wir  nun  aber,  wodurch  der  Allgemeinheit  der 
Betraebtung  dorchaus  kein  Eintrag  geschieht^  grussever  Bestimmt- 
heit wegen  an,  dass  auch  b  positiv  sel^  so  erheUet  leicbt,  dass 
jederzeit  die  oberen  Zeichen  für  y  positive 9  die  unteren  Zeichen 
dagegen  für  y  negative  Werthe  liefern. 

Die  auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der  Axe  der  x 
liegenden  Bälflen  der  sich  bewegenden  Parabel  wollen  wir  jetzt 
respective  die  positive  und  negative  HSifle  dieser  Parabel  nennen, 
und  man  sieht  nun  aus  dem  Obigen  offen  bar,  dass  die  paraboll- 
sehe  Coochoide  aus  zwei  von  einander  getrennten  Zweigen  besteht, 
von  denen  der  eine  von  den  Dnrcbsehnittspnnkten  der  Geraden 
mit  der  positiven  Hälfte  der  Parabel,  der  andere  von  den  Durch- 
schnittspunkten der  Geraden  mit  der  negativen  Hälfte  der  Parabel 
gebildet  oder  beschrieben  wird.  Für  den  ersten  dieser  beiden 
Zweige  der  parabolischen  Concboide,  welcher  deren  positiver  Zweig 
genannt  werden  soll,  ist  nach  dem  Obigen: 

26«(c  +  tt)  +  o(a-c-«)«  +  (<i-c-u)Vp{46*c+»(a— c— «)*i 
x=i -^ 255 — ' —   ' 

y  =  -^ 26  • 

md  f&r  den  zweiten  Zweig  der  parabpliscben  Conchoide,  welcher 
deren  negativer  Zweig  genannt  werden  soll,  ist: 


26*(c  +  ic)  +  p(a  -  c — tt)«— (fl— c— tt)  V"ül46«c+p(a— c-Hi*)^ 
*=^ -^ 2P ^ ' 

ii(«—  c — t«)  —  V  p  |46*c  s+  p{a  —  c — u)^\ 
>= 26 

Die  Gleichung 

y*  -  Ay* +P(ö'^  c— a:)y  +  6cp  =  0 

tei  Ar  jedes  bestimmle  x  immer  «atweder  «ine  tenUe  ond  sniti 
imagiiifiie^  eder  drei  reelle  Würaelo.  Sind  die  drei  W«rselii  ibei- 
hanpt  A,  B,  C,  80  ist  bekanntlicb 


tf.  BeekMn  sraäei  äitrck  ComtrueUon  naek  Deteanei,  etc.  SM 

und  da«  Produet  der  drei  Worzelo  ist  daher  «tela  Aegativ.    Sind 
nun  die  beiden  Wurzeln  B»  C  imagin&r,  also 


ao  ist  . 

BC=:(ü  +  wV^)(©— «V^)=e'+w*, 
folglich 

ABC  =s  A(t>«  +  «?*)  =  -  bcp, 

also  A  negativ.  Sind  alle  drei  Wurzeln  reell,  so  ist,  da  ihr  Pro- 
duet negativ  ist»  miadestens  eine  negativ,  und  die  andern  sind 
entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ.  Also  hat  unsere  Glei- 
chung  rOr  jedes  bestimmte  x  entweder  eine  reelle  negative  und 
awel  ima^nire  Wurzeln,  oder  eine  reelle  negative  und  zwei  recMe 
poeidve  Wurzeln,  oder  drei  reelle  negative  Wurzeln. 

i.  7. 

Wie  man  die  parabolische  Covchoide  dureb  Bewegung  einer 
Parallel  beschreiben  kann,  ist  aus  dem  Obigen  von  sell»st  ersiehl- 
lich;  dieselbe  lässt  sich  aber  auch  durch  Bestimuning  einzelner 
ihrer  Punkte  construiren,  was  jetzt  noch  kurz  gezeigt  werden  soll. 

r 

Den  in  der  Ebene  der  xy  gegebenen  festen  Punkt  wollen  wir 
durch  A  bezeichnen,  und  jetzt,  was  ohne  der  Allgemeinheit  zu 
schaden  geschehen  kann,  a^O  setzen,  so  dass  also  der  Punkt  A 
in  dem  positiven  Tbeile  der  Ordinatenaxe  liegend  angenommen 
wird.  Der  Anfang  der  €oerdinaten  mag  durch  O  bezeiehnet  Wer- 
den. Jiue  eineoi  beliebigen  Punkte  der  Abscinsenaxe,  dessen 
Abedsse  f  sei,  beschreibe  man  mit  den  beliebigen  Halbaiesfmr  p 
einen  Kreis,  welcher  die  Ordinatenaxe  avf  der  positiven; niid  ne- 
gativen Seite  der  Abscissenaxe  respective  in  den  Punkten  B  und 
B*  schneidet;  die  Giefobung  dieses  Kreises  ist 

(a:-r)«  +  .y«  =  |>«, 
also  fQr  ar=0: 

und.  folglich  nach  dem  Vorhergebendeu : 

Die  von  daa  MMilpantte  de*  beBcbriebMea  -KmIbm  tos  nteh 
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den  Seiten  der  positiven  ond  neg&liTen  Abscisaen  hin  liegenden 
Darchscbnittspunicte  desselben  mit  der  Abscissenaze  seien  re- 
spective  JB^  nnd  Bi';  die  Atscissen  dieser  beiden  Punkte  sind 
nacb  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar 
respective  X  +  Q  und  |r— ^.  Auf  der  Abscissenaze  bestimme  man 
jetzt  einen  Punkt,  dessen  Abscisse  ci|-(jr— ^)  ist,  und  verbinde 
denselben  mit  dem  Punkte  J3  durch  eine  gerade  Linie,  deren 
Gleichung  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


y-\^^>-r«=- 


Vp*=)P» 


oder 

• 

c— (*-ir) 


s 


jf- V"?^=^  =  -  -r-fTTli^* 


M.  Durch  den .  Punkt  A  siehe  man  mit  £«8er  Linid  «ine  Paral- 
lele, deren  Gleichung  nach  den  Lehren  der  analytiacheo  Geometrie 

Vp»-]r» 

ist,  und' bestimme  deren  Durehschnittspnnkte  P  und  P*  mft  den 
durch  B  und  B  mit  der  Abscissenaze  parallel  gezogenen  Geraden, 
so  haben  wir,  da  die  Gleichungen  dieser  Parallelen  respective    '• 

y  =  V^^«— jr«    und  y=— V^«— X* 
oder  überhaupt 

sind,  weim  das  obere  Zeichen  der  durch  B,  das  «titere  Zeieheo 
der  durch'  B'  mit  der  Abscissenaze  parallel  gezogenen  Geraden 
entspricht,  zur  Bestiminnng  der  Coordinaten  x,  y  dieser  Durch- 
«chnlttspankte  die  Gleichungen: 

■ 

wo  das  obere  Zeichen  dem  Punkte  P,  das  untere  dem  Punkte  P' 
entspricht.  Hat  man  nun  aber  auf  der  Abscissenaze  einen  Punkt 
bestimmt,  dessen  Abscisse  p  ist,  und  den  Kreis  durch  diesen 
Punkt  so  beschrieben,  dass  dieser  Punkt  von  dem  Mittelpunkte 
des  Kreises  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Abscissen  hin'  liegt, 
so  ist  nach  dem  Obigen  ^H-/=p>  folglich 
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uDd  die  obigen  Gleichungen  sind  also  unter  diesen  Voraussetzungen: 

Aus  diesen  Gleicbungen  ergiebt  sieb  durcb  Division: 

also,  wie  man  leicht  findet: 

c(y-— 6)4:a?y, 

nun  ist  jy»=;>(p  —  jr) ,  also 


oder 


und  folglich,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

y3  «.  ^2^p^c  ±  x)y  +  6cp  =s  0. 

Verbindet  man  den  durch  die  Abscisse  c+(r— p)  bestimmten 
Punkt  der  Abscissenaxe  mit  dem  Punkte  B*  durcb  eine  Gerade, 
»o  ist  deren  Gleichung: 

oder 

and  die  Gleidiang  der  durch  den  Punkt  A  mit  dieser  geraden 
Linie  parallel  gezogenen  Geraden  ist 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y  der  Durchscbnittspnnkte 
Pi  und  Pi'  dieser  Geraden  mit  den  durch  B  und  B'  mit  der 
Abscissenaxe  parallel  gezogenen  Geraden  hat  man  also  die  Glei- 
chungen : 

Theil  XXVII.  j9 
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y 


=±V5r=r..   »-»=.^^« 


WO  das  obere  Zeichen  dem  Punkte  P|,  das  autere  dem  Punkte 
Pi  entspricht;  hat  man  aber  den  beschriebeoen  Kreis  auch  jetzt 
wieder  auf  dieselbe  Art  construirt  wie  vorher»  so  werden  die  Tor- 
stehenden  Gleichungen: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

also,  wie  man  leicht  ßndet: 

c(y— 6)T^. 
^  y  —  0 

nun  ist  y*=p(Q — T),  also 


oder 


^^^p\(c±a:)y^bc\^ 


sr— * 


woraus  sogleich 

folgt.    Mach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  fSr  a=0  die 
Gleichung  der  parabolischen  Conchoide: 

y^  —  by^'-pic  +  x)y  +  bcp=0; 

also  sind  die  durch  die  vorhergehende  Construction  bestimmten 
Punkte  P  und  Pi  Punkte  der  parabolischen  Conchoide»  derer, 
man  durch  die  vorhergehende  Construction  beliebig  viele  finden  kann. 
Die  Angabe  eines  recht  zweckmässigen  Instruments  zur  Be- 
schreibung parabolischer  Conchoiden  wfirde  ich  ffir  verdienstlieh 
halten. 

$.  8. 

Die  elliptische  und  hyperbolische  Conchoide  entstehen 
auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  die  parabolische  Conchoide;  da  wir 
diese  Curven  zu  unserem  gegenwärtigen  Zwecke  jedoch  nicht  ge- 
brauchen»  so  werden  hier  wenige  Bemerkungen  Cber  dieselben 
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geDugeo.  Die  in  §.6.  «ingefuhrtoo  BdJeidiiittigen  behtlten  wit 
auch  hier  bei»  mit  Ausnahme  des  Parameters  p\  die  Coot^lit#B 
c,  d  sollen  sich  aber  jetzt  auf  den  Mittelpunkt  der  bewegten  El- 
lipse oder  Hyperbel  bezieheni  und  auch  n  soll  die  Abscisse  dieses 
Mittelpunkts  in  einer  beliebigen  Lage  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
sein.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (a6)  und  {cd)  gelegten 
Geraden  ist  wie  in  §.  6.  auch  jetzt  wieder : 

und  die  Gleichung  der  Ellipse  Ist,  wenn  m,  n  ihre  Halbaxen  be- 
zeidinen: 


C-?)"Hf)*='^ 


für  die  Hyperbel  bat  man    hier  und    im  Folgenden   nur  überall 

it  V  — i  für  n  zu  setzen.    Aus  der  ersten  dieser  betdefi  Gleichnn- 
gert  erhalten  wir: 


also 


^  .  «-^  {b-d)X'-aiy--d) 


ti= V c. 


und  fotglich,  wie  man  leicht  findet: 

{x^  a)(y—d)  +c(y— 6) 

Fuhrt  man  diesen  Werth  von  :r-^ii  in  die  Gleichung 

eiö|  so  erh&lt  man  als  Gleichung  der  elliptischen  und  byiierbolischen 
CoUchoide  die  folgende: 

'  m(s^b)  j     +  W  "■   ' 

mit  derön  Umgestaltung  wir  uns  nicht  weiter  beschäftigen  wollen, 
indem  wir  in  der  Kurze  nur  noch  Folgendes  bemerken. 

Für  a^O  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

18* 


264       Gruneri:    Die  Auflösung  der  Gitichungen  des  fünften 

and  setzt  mao  io  dieser  Gleicbmig  noch  c=:c{=0  und  m^n,  00 
wird  dieselbe: 

welches  die  belcannte  Gleichung  der  gewohnlichen  Conchoide  des 
Nikomedes  ist. 


Anflßsang  der   Gleichungen   des  fünften   und   sechsten 

Grades. 

§.  9. 

Wir  wollen  jetzt  die  Durchschnittspunkte  einer  parabolischen 
Conchoide  und  eines  Kreises  bestimmen  ^  deren  Gleichungen  re- 
spective 

und 

sind^  wo  bei  der  parabolischen  Conchoide  a=0  gesetzt  worden 
ist,  was  bekanntlich  verstattet  ist  Die  Coordinaten  x,if  der  Durch- 
Schnittspunkte  beiden  Curven  müssen  aus  den  zwei  Gleichungen 

bestimmt  werden,  da  dieselben  diesen  beiden  Gleichungen  ge- 
nfigen müssen.  Die  Elimination  von  x  ist  am  leichtesten,  weil 
diese  Grösse  in  der  Gleichung  der  parabolischen  Conchoide  nur 
in  der  ersten  Potenz  vorkommt  Aus  der  Gleichung  der  paraboli- 
schen Conchoide  folgt  aber,  wenn  man  x  mittelst  derselben  be- 
stimmt : 

und  ßihrt  man  nnn  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  des 
Kreises  ein,  so  wird  dieselbe: 


u,  seeJUien  6raäe$  durch  Consiruettam  nmck  Betcariei,  etc,  S6S 
oder 

also 

und  folglich ,  wenn  nntQ  diese  Gleichung  gehörig  entwickelt  und 
ordnet: 

-%• 

+  |26(2c+/)p-2j,|,«j,«  y=0. 

+  l(c+/)V-2Wc|'  +^*  -l»«r«}y' 
-26c(c+/)p»y 

Aos  dieser  Gleichung  des  sechsten  Grades  mass,  um  die  Coor- 
dinaten  der  Durcbschnittspunlcte  unserer  beiden  Curven  zu  finden, 
y  bestimmt  werden,  worauf  man  x  mittelst  der  Formel 


■-  (y— ^)(y*— <y) 

•17  "^ 

py 


erhält 


9.  10. 

Sei  nun  die  aufzulösende  Gleichung  des  sechsten  Grades: 

»•— «y*+  ß^—yy^  +  *y*-  «y + ®=0, 

wobei  wir  annehmen»  dass  diese  Gleichung  schon  auf  die  Form 
gebracht  sei,  dass  die  Coefificienten  o,  /?,  y,  6,  b,  m  sämmtlich  po- 
sitive nicht  verschwindende  Grossen  sind,  und  dass 

ist,  was  bekanntlich  nach  dem  Obigen  jederzeit  mOglicb  ist 
Vergleichen  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  in  dem  vorherge- 
henden Paragraphen  gefundenen  Gleichung: 
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+  |6«-2(c+/')p+p«|»* 

+  l(c+/)V  -26*c|»+fi'V-l'^l»* 
-26c(c+/')pV 

so  erhalten  wir  zar  Bestimmang  der  sechs  GrSssen  b,  e,  p,  f, 
g,  r  aus  tt,  ß,  f,  8,  e,  m  die  sechs  folgeoden  Gleichnngen: 

ae=26. 

(J=*»-2(c  +  /)p+/»«. 

ya2^«-2Ä(2c+/>. 

t 

AiM  der  ersten  Gleichuog  erhält  mao  für  6  den  positiven  Werth : 

und  aus  der  sechsten  Gleichung  ergiebt  sich  " 

bcp=^V(Ot 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  nach  §.6.  die  Grössen  b,  c,  p 
simnitlich  positiv  sind*  Führt  nipn  den  gefundenen  Werlh  von 
bep  in  die  fllnfte  Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe: 

£=*2(c  +  /')pVa, 

wflraus  sieh 

ergiebt.  Diesen  Werth  von  (ci-f)p  fahre  man  in  die  zweite 
Gleichung  ein,  so  erhält  man: 


u.  $eek$im  ffraäe»  durch  ConsiruetUm  nuch  Deseurisi,  ttc.  367 
abo: 

weleher  Ausdruck  unter  allen  Umständen  reell  und  endlich  ist»  da 
nach  der  Voraussetzung  ^ 

ist,  und  alle  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  des  sechsten 
Grades  positive  nicht  ▼erschwindende  GrOssen  sind.  Führt  man 
jetzt  die  gefundenen  Ausdrücke  von  b  und  p  in  die  Gleichung 

6cp=Vo>   oder   c=-t— - 
ein,  so  erhält  man: 

2Va) 2Vcp 

welcher  Ausdruck  positir  ist.    Aus  der  Gleichung 


(<'+'>=i^ 


ergiebt  sich  nun: 


c  +  ^=s~t; — »    bIso    /=sr"7T c, 

'      2pVa>  '      VpVfo 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^         €      ^  2Va) 
'      2pV(o         ap 

Aus  der  dritten  der  sechs  aufzulosenden  Gleichungen  erhält  man: 


also,  weil 


op       2p  V» 


ist: 


Vw  .       oc 


^=^^+^  + 


p*  ^ip'v» 


Ana  der  vierten  der  «ecba  aufzolOsenden  Gleichmigen  erhält  man 
endlich : 
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also  nach  dem  Obigen: 

^  +  V^ jis— 

Wir  haben  also  zur  Berecbnong  der  sechs  GrOssen  b,  c,  p, 
f,  g,  r  die  folgenden  Formeln: 

'       2pVo>        «P    * 


welche  man  fast  noch  bequemer  zur  numerischen  Rechnung  auch 
auf  folgende  Art  darstellen  kann: 


.=\r/j_6»-  ' 


bp 

^""^+ — p — ' 


r=\r(c 


Man  erhält  durch  diese  Formeln  ffir  b,c,p  endliche  reelle  vMlig 
bestimmte  positive,  f&r  f,  g  endliche  reelle  v5Uig  bestimmte 
Werthe,  und  nur  r  kann  imaginär  aus&llen.  Wenn  dies  aber 
der  Fall  ist,  d.  h.  wenn 


u.  MtckUen  Grades  durch  Camiruetim  nach  Descariet,  tu,  2(ig 

oder 

4^»p*a  +  »  —  40  +  a  Vw)»  <  0, 

oder  nach  dem  Obigen 

oder 

~5 +««-4(Ä+«V«)(»<0, 

oder 

oder 

ist;  so  sind  alle  Wurzelo  unserer  Gleichang 

imaginfir.  Denn  aus  §.9.  erhellet  unmittelbar»  dass  sich  diese 
Gleichung»  indem  b,  c^  p^  f,  g^  r  ihre  obigen  Werthe  behalten, 
immer  auf  die  Form 

r 

bringen  lässt,  wo  bf  e,  p»  f,  g  unter  allen  Bedingungen  reelle 
Gr5s8en  sind;  und  sollte  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung, 
wenn  nämlich 

^    •  4p*a  p* 

negativ»  oder  r  imaginSr  ist»  y  irgend  einen  reellen»  der  Gleichung 

y*— «Sf*  + 1*^— >y*+ 'y*— «y + »=0 


*)  BtMe  TraDsformatioii  jeder  Gleichang  de«  «echeten  Chradee  iit  aa 
tieh  bemerkeoawerdi,  and  verdient  wohl,  daa«  ich  hier  aaf  dieeelbe  be- 
•oodere  anfmerkfam  mache. 
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genügenden  Wertb,  diese  Gleicbang  also  eine  reelle  Wurzel  haben, 
so  mflsste  dieser  reelle  Werth  von  y  auch  die  Gleichang 

erfüllen,  was  jedenfalls  ungereimt  ist,  da  in  dieser  Gleichung  die 
Grosse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  reelle 
positive,  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gieichbeltszei- 
chens  eine  reelle  negative  Grosse  ist. 

Wenn  aber  die  Formel 


'=V 


fiir  r  einen  reellen  Werth  liefert,  so  kann  man  mittelst  der  im 
Vorhergehenden  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung 

bestimmten  Grossen  6«  c,  p  die  parabolische  Conchoide,  und  mit* 
telst  der  durch  dieselben  Coefficienten  bestimmten  Grossen  /',<7,r 
den  Kreis  wirklich  beschreiben,  und  die  Ordinaten  der  Durch- 
schnittspunktä  dieser  beiden  Curven  werden  dann,  wie  aus 
allem  Obigen  unzweideutig  herroi^ht,  die  reellen  Wurzeln  der 
obigen  Gleichung  sein,  was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  be- 
dflrfen  wird.  Die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Curven  wird  natürlich  immer  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln, 
welche  die  in  Rede  stehende  Gleichung  hat,  entsprechen« 

Descartes  beschreibt  nur  den  positiven  Zweig  ($.6.)  der 
parabolischen  Conchoide,  und  war  deshalb  getadelt  worden,  wie 
man  bei  Rabuel  a.  a.  O.  p.  574.  nachsehen  kann.  Gegen  diesen 
Tadel  vertheidigt  sich  Descartes  in  einem  seiner  Briefe,  und 
hat  auch  vollkommen  Recht;  denn  da  die  Gleichung 

y*— «y*+/?y*— ry'+V— «y+»=0, 

wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen,  nur  reelle  positive  Wurzeln  bat*),  der 
negative  Zweig  der  parabolischen  Conchoide  aber  bloss  negative 
Ordinaten  enthält,  so  können  sich  in  diesem  die  Wurzeln  der 
Gleichung  nicht  finden,  sondern  bloss  im  positiven  Zweige,  welcher 


•)  Wenigstens  vird  angenommen,  dass  die  gegebene  Gleichang  de« 
Mchcten  Grade«  immer  «o  traiMfM'mirt  werden  «ei,  da««  die  tnusformirte 
GlriAnsg ,  anl  w«ldia  die  obige  AofLöeong  aQgew»44  witd.  Der  rseUe 
positive  Waniein  hat. 
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nar  positive  Ordioaten  enthält.  Die  Coostruction  des  negativen 
Zweiges  der  parabolischen  Conchoide  wflrde  also  in  der  Tbat 
eine  gaqz  unnQtze  Arbeit  sein,  und  jener  Mathen^atiker ,  welcher 
den  scharfsinnigen  Descartes  tadelte,  dass  er  den  negativen 
Zweig  der  in  Rede  stehenden  Curve^)  nicht  beschrieben  habe^ 
konnte  sich  daher  wohl  schwerlich  eine  völlig  deutliche  Einsicht 
In  dessen  nach  unserer  Meinung  in  ihrer  Art  vollendete  Auf- 
lösung der  Glelcliungen  des  sechsten  Grades  verschafft  haben. 

Ob  die  parabolische  Conchoide  sich  mit  hinreichender  Leich- 
tigkeit «o  genau  beschreiben  lS««t,  dass  von  der  obigen  Aufld&ang 
der  Gleicbang^n  dee  sechsten  Grade«  der  Algebra  ein  praktischer 
Nutzen  erwachsen  kann:  darauf  kann  es^  nach  meiner  JHeinupg 
bei  einem  solchen«  zunächst  und  hauptsächlich  ein  theoretisches 
Iptere««e  darbietenden  Gegenstände  f<U- s  Erste  nicht  ankommen. 
Nach  einigen  von  mir  angestellten  Verbuchen  glaube  ich  aber 
sagen  zu  können,  dass,  wenn  man  nur  erst  die  zu  bewegende 
Parabel  beschrieben  hat,  die  fernere  Constructioo  der  paraboli* 
sehen  Conchoide  einer  besonderen  Schwierigkeit  nicht  unterliegt. 

• '  I  < 

§.  II. 

Was  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  f&nften  Grades,  im 
Allgemeinen  der  Gleichung 

betrifft,  so  kann  man  diese  Gltiehimg  immer  zuerst  auf  die  Form 

3f«+ay«  +  A»*tcy»+rfy*  +  e3f«0 

einer  Gleichung  des  sechsten  Grades  bringen,  und  wenn  man  nun 
nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anleitung  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  nur  hinreichend  vermehrt  oder  vergrussert ;  so  wird  man 
die  Auflösung  immer  wieder  auf  die  Auflosung  einer'Gleiebung 
des  sechsten  Grades  von  der  vorher  betrachteten  Form 

*wo  alle  Coefficienten  nicht  verschwindende  positive  Grossen  sind, 
zurOckfiihren  kopnen,  was  weiter  zu  erläutern  nicht  erforderlich 
sein  wird. 


*)  la  Gompagne  de  la  ligne  courbe,  wie  Descarte«  sagt. 
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Auflösung   der   Gleichungen    des   dritten    und   vierten 

Grades. 

5.12. 

Die  Gleichungen  des  dritten  und  vierten  Gkades  können  auf 
verschiedene  Arten  durch  Construction  aufgelöst  werden.  Meistens 
müssen  dahei  mehrere  verschiedene  Fälle  hesonders  betrachtet 
werden,  und  gewöhnlich  wird  auch  angenommen,  dass  das  zweite 
Glied  der  Gleichungen  auf  bekannte  Weise  weggeschafft  sei.  Die 
von  Uudde  gegebenen  Auflösungen  sind  sehr  allgemein  und 
nehmen  die  letztere  Voraussetzung  nicht  in  Anspruch,  weshalb 
Ich,  der  Verwandtschaft  dieses  Gegenstandes  mit  den  vorherge- 
henden Betrachtungen  wegen,  diese  Auflösungen  hier  kurz  mit- 
theilen will. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei  die  Gleichung 

des  vierten  Grades,  wo  nur  angenommen  werden  soll,  dass  m  eine 
nicht  verschwindende  positive  Grösse  sei,  welche  Bedingung  sich 
bekanntlich  nach  unseren  früheren  Betrachtungen  immer  als  erfüllt 
betrachten  lässt.  Man  construire  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Gleichung 

ist,  und  einen  Kreis,  dessen  Gleifhung,  wenn 


gsMtzt  wird, 

(«-/0»+(»-Ä^)*=r» 

ist    Eliminirt  man  ar= —  »    so  wird  diese  letztere  Gleichung: 


also 


(^•-5Ä)'+(»-'«)-=(V«-+£-0'. 


?-J+i;+*"-'»+'«'='*'+4^-i'' 
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oder 

und  folglich 

y*— cy»  +  i5y*  -  yy  +  «0=0; 

daher  sind  die  Ordinaten  der  Darchschnittspunkte  der  beiden  be- 
achrlebenen  Curven  die  Wurzeln  dieser  Gleichung.    Wenn 

oder,  da  o>  positiv  angenommen  wird.. 

(a«-4/3)»+y«<0 
ist,  80  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichung  i 

imaginär.  • 

§.  13. 
Um  die  Gleichung 

wo  wir  annehmen  wollen  und  bekanntlich  zu  dieser  Annahme  be- 
rechtigt sind,  dass  wenigstens  ß  und  o»  nicht  verschwindende  po- 
sitive Grossen  sind,  aufzulösen,  construire  man  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  Gleichung 

iat,  und,  wenn 

gesetzt  wird,  einen  Krei«,  dessen  Gleichung 

(x-/)«+(y-fl')»=r» 

ist.    Eliminirt  man  d;=-T-;>*    so  wird  diese  letztere  Gleichung: 
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oder,  vrie  man  nach  gehöriger  Entwickelaog  leicht  findet: 

Nun  ist  aber 


ß>,  .  -  .«  .  «w.  -      ^  o* 


und  die  oben  stehende  Gleichung  wird  also: 


CO 


(y  —  ß)  (y*— ay* + /?y — «) =0. 

Die  Ordinateji  der  Durschnittspunkte  der  beiden  beschriebenen 
Curven  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  diese  Ordinaten 

repräsentiren  also  den  Werth  ^  und  die  Wurzeln  der  aufzulösen- 
den Gleichung 

Fahrt  man  den  Werth  ^  für  y  in  die  Function  y*— ay*  +  /Jy  —  w 
ein,  so  wird  dieselbe: 


09* /oi        \ 


und  p  ist  also  nur  dann  auch  eine- Wurzel  der  Gleichung 

y'  — ay*  +  %  -  0)s=0, 

wenn  7  —  a  =  0,  also  aß=fi)ist. 
P 

Die  obige  Gleichung 
kann  man  auch  unter  der  Form 

^ -^)%^(y  -  4«-$)'=/J(4«- ^)« 

darstellen. 
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Ueber  eine  neue  Methode,  Hohenwinkel  mittekt  Re 

flexion  zu  messen. 

Von 

Herrn  Professor  Karl  K or i$tka 

nm  poljteduiitclwn  Institole  in  Prag« 


Hessnngen  von  HuhenwitikelD  oder  Zenitbdistanzen  kamen 
bisher  theils  bei  astronomischen  Bestimmungen,  tbeils  bei  geodK- 
tischen  Operationen  vor.  Man  bediente  sich  hiebei  bekanntlich 
meist  der  Theodolite  >  oder  grosser  Verticalkreise ,  welcbe  auf 
starken  und  schweren  Stativen  aufgestellt  wurden,  oder  bei  astro-^ 
nomischen  Beobachtungen  auch  der  Sextanten  oder  Prisnienkrelse. 
Bei  geodätischen  Operationen  wendete  man  die  letzteren  aus  be* 
kannten  Gründen  sehr  selten ,  und  bei  Messungen  terrestrischer 
Hohenwinkel  fast  gar  nicht  an. 

Die  Messungen  terrestrischer  Hl(henwinkel  in  grösserer  Zahl 
geschahen  bisher  nur  bei  grossen  Netzlegungen  Sber  ein  ganzes 
Land,  and,  wenn  wir  einige  wenige  Arbeiten  unter  BesseTs  und 
Strave's  Leitung  in  Preussen  und  Im  südöstlichen  Rnssland 
ausnehmen,  meist  nur  zu  dem  Behufe,  um  die  Knotenpunkte  die* 
ses  Netzes  auf  ein  gemeinschaftliches  Niveau  reduciren  zu  kSnnen. 
Die  hiebei  erhaltenen  relativen  und  absoluten  Hohen  der  Punkte 
wurden  als  solche  nur  von  wenigen  Geographen  benüzt,  da  zu  ei- 
gentlichen Hohenmessungen  mit  besonderer  Vorliebe  das  Baro* 
meter  angewendet  wurde.  Allein  diese  Messungen  bezogen  sich, 
sewie  aach  jene,  grdsstentheils  auf  Ptonkte,  welche  besonders  hoch 
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Ober  ihre  Umgebungen  emporragten,  also  hohe  Bergepitzen,  and 
der  Nntsen  der  Hypsometrie  beschränkte  sich  somit  daranf,  diese 
hSchsten  Spitzen  eines  Landes  oder  eines  Gebirgszuges  mit  ihrer 
Hohe  Aber  der  Meeresfläche  anzugeben.  Man  stritt  sich  hiebei 
fiber  kleine  Differenzen,  welche  gar  oft  innerhalb  der  Grenzen 
derjenigen  Fehler  lagen,  welche  nach  neueren  Untersuchungen 
theils  durch  die  terrestrische  Refraction ,  theils  durch  die  nicht 
Immer  horizontale  Lage  der  Luftschichten  you  gleicher  Dichte  bei 
trigonometrischen  sowohl,  wie  auch  bei  barometrischen  Messungen 
hervorgebracht  werden. 

Erst  in  neuerer  Zeit  begann  man  einzusehen,  dass  gute 
HShenmessungen  eine  besondere  Wichtigkeit  f&r  die  BegrQndung 
der  rationellen  Orographie  eines  Landes  erlangen  kOnnen,  indem 
sie  vorzflglich  ein  branchbares  Materiale  zur  Beurthellung  der 
geometrischen  Beschaffenheit,  oder  der  Formen  des  Bodens,  von 
welchen  so  viele  physikalische,  industrielle,  natur-  und  cultur-iii« 
storische  Fragen  abhängen,  geben  kSnnen,  —  dass  es  aber  dabei 
durchaus  nicht  auf  eine  ängstliche  und  sehr  scharfe  Messung  der 
höchsten  Bergspitzen  eines  Landes,  sondern  vielmehr  darauf  an- 
komme,  dass  möglichst  viele  gleich  verth eilte  Punkte, 
wenn  auch  mit  etwas  geringerer  Schärfe  gemessen  würden,  wobei 
ein  besonderes  Augenmerk  auf  die  Einsattelungen  und  Pässe  der 
Gebirge,  auf  die  mittlere  Erhebung  ausgedehnter  Plateau's,  auf 
die  relativen  Höhenunterschiede  einzelner  Terrassenbildungen,  auf 
die  Niveauunterschiede  und  allmäligen  Steigungen  der  Tbalsolen, 
und  auf  andere  bisher  wenig  beachtete  Punkte  zu  richten  wäre.  In 
vielen  Ländern  wurde  bereits  diess  erkannt,  und  in  Frankreich,  In 
der  Schweiz,  in  Baden,  Sachsen  u.  s.  w.  sind  jetzt  die  Aufnahmen 
des  Katasters  und  der  Mappirung  so  eingeri<;htet,  dass  auch  die 
entsprechenden  HOhenwinkel  aller  wichtigeren  Punkte  gemessen 
werden,  um  so  Zahlen  flir  ein  richtiges  Relief  des  Bodens  zu 
erhalten. 

Bei  uns  wurde  man  von  zwei  Selten  fast  zugleich  auf  die 
Wichtigkeit  möglichst  vieler  zusammenhängender  hypsometrischer 
Messungen  aufmerksam.  Einmal  waren  es  die  grossartigen  Eisen« 
bahnbauten  und  die  Flussregulirungen,  welche  den  Nutzen  von 
derlei  Messungen  ersichtlich  machten,  und  zweitens  war  es  der 
Aufschwung  der  geologischen  Arbeiten,  welche  leztere  das  Be« 
diirfniss  der  Kenntniss  von  absoluten  und  relativen  Höhen  sehr 
vieler  Punkte  hatten,  und  auch  in  der  That  eine  grosse  Zahl 
solcher  Messungen  veranlassten.  Es  wurde  nun  ein  Bedflrfniss, 
solche  Methoden  der  Messung  aufzufinden,  wodurch  man  möglichst 
viele  Bestimmungen  In  kurser  Zeit  zu  machen  Im  Stande  wäre« 
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Profewor  Stampfer  in  Wien  war  der  erste,  welcher  (Sitzunge- 
ber, d.  math«  nat.  CL  der  Kaiserl.  Akademie.  Märsheft 
1840)  darauf  aufmerksam  machte,  wie  mit  Hilfe  der  von  ihm  con- 
8truirten  Nivellirincitrumente  nnd  der  ausgezeichoeteD  Karten  des 
k.  k.  mil.  geograph.  Institutes  diese  Aufgabe  gelost  werden  könne, 
und  ich  selbst  habe  mich,  indem  ich  die  allgemeinen  Andeutungen 
derselben  bei  wirklichen  Messungen  speciell  durchzufuhren  suchte) 
dieser  Methode  seit  sechs  Jahren  mit  grossem  Vortheile  bei  mei- 
nen Hohenmessungen  insbesondere  dort,  wo  eine  sehr  grosse 
Genauigkeit  noth wendig  war,  bedient,  und  hiebei  immer  die  be- 
wundernswürdige Schärfe  ihrer  Angaben  bestättiget  gefunden.  (Nähe- 
res hierfiber  in  meinen  Abhandlungen  U.Berichten  im  Jahrb. 
d.  geologischen  Reichsanstalt  in  Wien  im  IL,  III.,  IV., 
V.  und  VL  Jahrgange). 

So  vorzüglich  nun  diese  Methode  ist,  so  ist  sie  doch  zunächst 
nur  fär  solche  bestimmt,   welche  eigene  Bereisungen   bloss  zum 
Bebufe  von  Hohenmessungen  unternehmen,  und  sich  längere  Zeit 
an  einem  Beobachtungspunkta  aufhalten  können.    Es  gibt  aber  eine 
gresse  Klasse  wissenschaftlicher  Reisender,  deren  Hauptzweck  ein 
anderer  ist,  die  aber  dennoch,  besonders  weil  sie  gleichförmig  ein 
ganzes  JUind  nach  allen  Richtungen  durchstreifen,  ein  vorzügliches 
Material  fiir  die  Urographie  liefern  konnten,  wenn  ihnen  die  Messung 
der  Höhen,  wenn  auch  mit  einer  geringeren  Genauigkeit,  nicht  zu  sehr 
erschwert  wäre,  und  sie  in  ihrem  Hauptzwecke  hindern  oder  storeu 
würde.    Hieher  rechne  ich  vorzüglich  die  Offiziere  der  Geographen- 
Corps,  die  reisenden  Geologen,  einzelne  ein  Terrain  vorläufig  recogno* 
scirende  Techniker,  Marineoffiziere,  welche  vom  Schiffe  aus  Küsten« 
aufnahmen  zu  machen    haben  u.  s.  w.    Zwar   könnte    diese  Art 
Reisender  ein  Barometer  mit  sich  fuhren,  allein  abgesehen  davon, 
dass  bei  Messungen  mit  demselben  bei  grosserer  Entfernung  vom 
eorrespondirenden    Bcobachtungspunkte    die    Ungenauigkeit   doch 
gar  zu  bedeutend  zunimmt,  dass  ferner  nicht  alle  sichtbaren,  son- 
dern nur  jene  Punkte  gemessen  werden  können,  auf  welche  der 
Reisende  sich  selbst  begibt,  so  ist  ganz  insbesondere  bei  einer 
längeren  Reise  die  unausgesetzte  und  ängstliche  Beaufsichtigung 
des  Barometers    bei  aller  noch  so  guten  Construction  und  Ver« 
packuns;  doch  ein  sehr  lästiger  Umstand.    Der  Mitnahme  der  an- 
gefahrten .  Winkelmessinstrumente   steht   aber  bei  Fussreisenden 
di^  Notbweodigkeit  im  Wege,  ein  schweres  Stativ  mit  sich  führen 
zpi  müssen,  die  längere  Dauer,  um  eine  feste  Auf-  und  genaue 
Horizontalstelinng  zu  gewinnen,  die  trotzdem  bei  auf  hoben  Bergen 
gewöhnlich  herrschenden  Winden  vorkommende  Ungenauigkeit  itt 
den  Winkelmessongen,  wenn  man  nicht  die  Zeit  hat,   besseres 
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Wetter  äbzaivarteii,  da  eine  swischen  der  Polnüning  des  Ohjedes 
und  der  Horixontaletellung  der  optiscIieB  Achse  vorkommeode  noch 
80  geringe  ErecbutteruDg  des  Stativee  schon  Abweicbaegeo  her^ 
verbringt 

In  BerOcksichtigung  dieser  Umstände  habe  ich  versucht,  ein 
Winkelniess-Iostrunieot  za  construiren,  welches  za  hypsometrischen 
Messungen  für  bloss  orographische  Zwecke «  bei  denen  also  eine 
Genauigkeit  von  6  bis  12  Fuss  hinreicht,  und  für  die  oben  ange* 
führte  Klasse  von  Reisenden  vollkommen  geeignet  sein  dGrfte» 
Die  wichtigsten  Vortheile  desselben  sind  seine  leichte  Transpor- 
tabilitSt,  seine  Compendiosität,  die  vollkommene  Entbehrlichkeit 
eines  schweren  dreifussigen  Statives»  die  äusserst  schnelle  Auf- 
stellung auf  jedem  Punkte»  eine  nur  einmalige  Einstellung  und 
Notirung  der  Alhidade,  anstatt  zweien,  wie  bisher,  endlich  die 
Möglichkeit,  auch  bei  windigem  Wetter,  ja  sogar,  bei  etwas  ruhi- 
ger See,  vom  Schiffe  aus,  Huhenwinkel  mit  für  obige  Zwecke 
hinreichender  Genauigkeit  messen  zu  können. 

Das  Princip  des  Instrumentes,  welches  Ich  Reflexions« 
Hypsometer  oeonen  mGchte,   ist  das  der  Reflexion  des  Bildes 
der  Luftblase  der  Libelle  In  die  optische  Achse,  welches  iftlelnes 
Wissens  bisher  bloss  zweimal,  und  zwar  von  Dr.  Romershav- 
aea  In  Eblie  bei  seinem  Spiegelniveau«  nnd  von  Gravatt  In  Lon- 
don bei  seinen  „reflecting  levels",    beidemale  aber  nnr  zur  Her- 
stellong  einer  horizontalen  Visur,  und  ohne  Möglichkeit  einer 
Winkeimessung  angewendet  wurde.  —  Sei  in  Tafel  VI.  Flg.  I. 
OP  die  optische  Achse  eines  Fernrohrs ,  welche  in  dieser  Lage  zu- 
gleich vollkommen  horizontal  ist.  Die  verlängerte  Visur  treffe  auf  den 
Punkt  Hf  welcher  also  in  einem  Horizont  liegt  mit  dem  Ocalar  O 
des  Fernrohres.    Sei  ferner  in  D  die  vom  Objectiv  erzeugte  Bild- 
ebene, und  in  einem  gewissen  Abstand  DG  in  G  ein  guter  Plan- 
ii|>iegel  mit  unter  einem  Winkel  von  45  Grad  gegen  die  optische 
Achse  fest  ond  so  mit  dem  Fernrohre  verbunden,   dass  dadurch 
das  Gesichtsfeld   vertikal   in   zwei   gleiche  Theile  gethellt  wird. 
Unterhalb  der  optischen  Achse  sei  aber  im  Fernrohr  noch  eine 
Libelle  LL  so  angebracht,  dass  der  höchste  Pttnkt  ihrer  Krfim* 
mung  bei  horizontaler  Stellung  derselben  C  so  gelegen  ist,  dass 
CG  ^ DG  9  wodurch  offenbar  fOr   das  Auge   am  Ooular   O  ein 
Spiegelbild  des  Libellentbeiles  bei  C  in  der  BÜdebene  bei  H  er^ 
scheint.    Durch  diesen  Punkt  ist  aoch  sugleicli  im  freien  Theüe 
des  Gesichtsfeldes  ein  feiner  Hortaontalfaden  gespannt.    Die  LibeHn 
SAi  an  den  Punkt  C  drehbar,  nnd  CT  sei  die  Richtung  der  TaiK 
gente  für  die  Krfimmung  der  Libelle  im  Punkte  C    Offenbar  wird 
beim  Einspielen  der  Libelle  die  Blase  in  C  erecheiiien,   und  in 
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ibfer  vertikalen  Projectioo  als  SpiegelbUd  ?on  der  Verlängerung 
des  Hortzontaifadens  in  D  balbirt  werden.  —  Wäre  nnn  ein  Hoben- 
wmkel  itOB  zu  metmtm^  so  pointire  man  den  Punkt  H'  mit 
dem  Faden,  wodurch  die  optisebe  Achee  des  Femrobres  in  die 
Lage  OP*  kommt.  Es  ist  klar,  dass  an  der  Winkelbewegung  der 
optjscben  Achse  alle  mit  dem  Fernrohre  verbundenen  Gegenstände 
Tbeil  genommen  haben ,  und  es  wird  der  Spiegel  jetzt  etwa  die 
Lage  mV  und  die  Libelle  die  Lage  UOU  annehmen,  und  wenn 
wir  daher  jetzt  zum  Spielpunkte  der  letzteren  O  die  Tangente 
CT*  ziehen,  so  bat  dieselbe  einen  eh/en  so  grossen  Winkel  he« 
schlichen,  wie  die  optische  Achse.  Ziehen  wir  also  durch  O  eine 
zur  CT  Parallele  CT",  so  muss  T'CT^HGH'  &e\n.  Dreht  man* 
aber  wirklich  die  Libelle  so,  dass  OT*  In  die  Lage  OT"  kommt,  so 
wird  offenbar  di^  Blase  wieder  in  O  einspielen,  und  ihr  Bild  von 
dem  auf  den  Punkt  H'  gerichteten  Faden  balbirt  werden.  Die 
Winkelbewegung  der  Libelle  ist  in  diesem  Falle  genau  gleich 
dem  Bohenwinkel  H'ÜH.  —  Um  diese  Wiokelbewegung  ersicht- 
lich und  messbar  zu  machen,  braucht  man  nur  die  Libelle  mittelst 
einer  Fassung  Im  Inneren  des  Fernrohres  so  anzubringen,  dass 
sie  um  eine  Axe  beweglich  ist,  deren  Cmdrehungspunkt  genau 
mit  C  oder  O  zusammenfallt,  und  mit  dieser  an  der  äusseren 
Fläche  des  Rohres  eine  Alhidade  fest  in  Verbindung  zu  setzen, 
so  kann  man  mit  Hilfe  eines  eingetheilten  Sectors  oder  einer 
Schraube  jene  Winkelbewegung  genau  messen.  —  Es  wurde  hier 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung  der  Libelle  in 
einer  vertikalen  Ebene  Statt  finde. 

Auf  diesem  bisher  noch  nicht  angewendeten  Principe  der 
Messung  vertikaler  Winkel  beruht  nun  die  Construction  des  In- 
strumentes, Jessen  wichtigere  Tbeile  ich  mir  erlaube,  in  Nach- 
folgendem zu  beschreiben: 

a)  Das  Fernrohr.  Das  Instrument  soll  compendius,  also 
mnM  das  Fernrohr  kurz  sein,  sogleicb  aber  soll  eine  kleine  Libelle 
BKh  ^wieehe»  «den  Ooriar  und  der  Bildebene  befinden;  daher 
lMh0  ich  ein  aehretoattsehes  Objeetiv  von  Icurzer  Brennweite 
p^6  Pariser  Seile  zu  dem  ersten  voa  mir  angefertigten  Instru- 
ment» $&nih\U  We  Oefniing  wunL»  grösser  geaemmen,  als  bei 
aptUeinen  Feiwöbren  gewuhDÜcli  ist  Als  Ocular  wählte  idi 
9\ß0  einfache  Ceairexitese,  p'tjvV&PlBLr.  ZoUe,  um  den  Spielraum 
fiSr  4h  LibaUi^  f  an«  frei  au  haJlMn,  ebwobi  sioh  auch  eine  ter- 
r^sjtrieche  iiiiiselicoaiMaation  i^r  diesen  Zweck  einrichten  Hesse, 
i^aif  lab'^n  beiieir  Linaen,  weUofae  ein  £war  umgekehrtes,  aber 
besonders  scharfes,    Bild  des  Objiectes  Refem,    ergibt  sich  somit' 
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ff 
die  Vergrosseruogszahl  ^«=4,  welche  ich  Rlr  die  Zwecke  des  In- 

stramentesy  wobei  selten  grossere  Distansen  als  4000  Klafter  vor- 
kommen,  aosreicbend  fand. 

6)    Der  Spiegel  und   der  Faden.    Die  Rühre  des  Fern- 
rohres endiget  gegen  das  Ocalar  zu  in  einen  parallelepipedischen 
hohlen  Ansatz  AB  (Taf.  Vi.  Fig.  2.  und3.)i  in  welchem  an  der 
oberen  Fläche  in  der  Ebene  des  vom  Objective  erzeugten  Bildes 
h   eine  schmale    Oeffnung  aa'  senkrecht  auf  die  Längsrichtung 
eingelassen»  die  untere  Fläche  cd  aber  in  der  Längsrichtung  ganz 
weggenommen  ist.    An  der  hinteren   Wand   kann  ein  Theil  der- 
selben efcd  ebenfalls  ganz  weggenommen  werden,  da  er  nur  mit- 
telst vier  Schräubchen  mit  dem  Ganzen  verbünde^  ist.    Ueberdiess 
befinden  sich  in  der  Mitte  des  Ansatzes  AB  slu  seiner  vorderen 
Wand  in  der  Richtung  der  optischen  Achse  bei  G,  sowie  recht- 
winklig darunter  in  C,  so  dass  GC=Gh  ist,  zwei  etwas  konisch 
ausgedrehte  Oeffoungen.    In  die  Oeffnung  bei  aa'  wird  'eine  dünne 
Platte  eingeschoben  und  festgeschraubt,  in  welcher  sich  eine  kreis- 
runde Oeffnung  befindet,  vor  welcher  sich  in  einer  Nut  Ak  durch  eine 
Feder  angepresst  ein  dünnes  Plättchen  mit  einer  etwas  kleineren 
Oeffnung  bewegt.  In  dieser  letzteren  ist  ein  feiner  Faden  AA  gespannt. 
Die  Hälfte  dieser  Oeffnung  ist  durch  einen  Plan -Spiegel  mn  ver- 
schlossen,   dessen  Ebene   gegen  die  optische  Axe  unter  einem 
Winkel  von  45  Grad  geneigt  ist.    Dieser  Spiegel  wird  mit  Hilfe 
eines    an    seiner  Metallfassung  befindlichen  kurzen   Zapfens    und 
einer  Schraubenmutter  ü  in  G  befestiget,    indem  beim  Anziehen 
dieser  Mutter   die  Fassung  des  Spiegels  mittelst  zweier  Ansätze 
gq  angedrückt  wird.    Der  Spiegel  selbst  ist  oben  gebrochen,  so 
dass  die   obere  Fläche  m'm  senkrecht    auf  die   optische  Achse 
steht    Der  Spiegel  mn  reflectirt  das  Bild  der  Blase  der  unter  ihm 
befindlichen  Libelle  in  das  Auge,  und  da  GC^-Gh,  so  erscheint 
nothweodig  auch  dieses  Bild  In  der  Bildebene  des  Fernrohres  in  A. 

s)  Die  Libelle.  Diese  ist  der  wichtigste  Theil  des  Instm- 
roentes,  und  da  ich  ihr  eine  hisher  noch  nicht  versuchte  Form 
gegeben  babe^  so  erlaube  Ich  mir  in  Folgendem,  einiges  Nähere 
hierüber  mitzntheilen.  Der  erste  Zweck  der  Lil>elle  ist  die  An* 
gäbe  der  horizontalen  Lage  der  Tangente  zu  ihrem  Spielpunkte. 
Meine  Libellen  sind  aus  Glasröhren,  1*5  Zolle  lang,  im  Inneren 
ansgesebliffen,  und  wim  den  Krümmungsradius  betrifft  von  zweier- 
lei Art;  die  einen,  Air  die  feineren  Instrumente,  geben,  wenn  die 
Blase  einspielt,  bei  16  bis  SO  Secnnden  einen  Ausschlag  von  1 
Pariser  Linie,  die  anderen,  f&r  die  kleineren  Instromente,  geben 
diesen  Ausschlag  erst  bei  1  Minute. 
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E«  ist  aber  klar,  das««  wenn  «faa  Inatrumeot  In  freier  Uaitd 
oder  mit  einem  Stockstatlr  i^ebraneht  werden  soll,  man  ein  Mitlei 
haben  müsse,  die  Llmbusebene  des  Instrumentes  In  eine  verti- 
kale Ebene,  oder  doeb  nahe  In  dieselbe  su  bringen,  und  es  wird 
vor  Allem,  um  sich  über  die  Natur  und  GrDsse  des  durch  Ver- 
nachlässigung der  vertikalen  Stellung  entstehenden  Fehlers  eine 
richtige  Vorstellung  zu  machen,,  noth wendig  sein,  etwas  näher 
auf  diesen  Gegenstand  einzugehen.  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Ebene  des  Limbus  GAB  und  die  vertikale  GAC  In  Tat  VI. 
Fig.  4.  sich  (wie  diese  In  der  Natur  dieses  Instrumentes  liegt) 
stets  in  der  Linie  der  optischen  Achse  GA  schneiden,  und  seien 
GB  und  GC  die  Durchschnittslinien  dieser  Ebenen  mit  einer  durch 
G  gelegten  horizontalen,  so  erhalten  wir  mit  Hilfe  von  €ril=srs=:l 
die  Bogeo  AB;szh,  ACzsb,  von  denen  der  eine  A  den  gemessenen 
Hohenwinkel,  der  andere  b  aber  die  auf  die  Vertikalebene  redn- 
clrte  wahre  Grösse  desselben  ausdrückt.  Mao  hat  somit  in  dem 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  ABC  als  bekannt  vorauszn- 
setzeu  den  Winkel  A  und  den  Bogen  A,  während  die  GrOsse 
A — 6,  fiar  welche  wir  einen  Ausdruck  suchen,  den  Fehler  jc  an- 
gibt   Suchen  wir  einen  Ausdruck  flir  x,  so  erhalten  wir: 

tangx=  tang(A  ^6)=  f^^^^S^ . 

Dal  Dreieck  ABC  gibt  unmittelbar 

tang  b  =:  cos  A  tang  A. 

Diesen  Werth  snbstituirt,  gibt: 

__  tangA(l — cobA)       2tangAsin*ti< 
®^       1  +  cosil  tang^A  ""  I -f  cos  2I  tang'A  *  *  "  ''' 

Diese  Formel  kann  für  die  logarithmische  Berechnung  eingerichtet 
werden,  indem  man 

tang  9  =  tang  AV^cos^ 
setzt.    Man  erhält  dann 

^  ^      1  -f  cos  il  tang  *A' 
somit  durch  Substitution 

tangd?s=2tangAsin*iilcos*9.  2) 


In  folgender  Tabelle  habe  Ich  einige  nach  dieser  Formel  be- 
reehn^e  Werthe  zusammengestellt,  ood  zwar  filr  As^l^  ^  und 
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2«  «od  Ar  Jb=4o,  lO",  IS««  90»,  350  nd  aO»;  die  bMe«bii«tea  WertiM 
v«n  «  dad  in  Minuten  und  S«cund«n  angegeben : 


At!=S" 

ääIOo 

At=16«» 

--         .- 

ft=225« 

.1.  - 

iiiolO 

o«  r-7 

0'  6"  3 

V  T-^ 

O'lfl"! 

0'  i-i'-a 

»ur7 

J=2<> 

O'  10"  0 

0'  sr-s 

1 

(y  ar-e 

0'40"-5 

0'  48''-4 

0-  Sd"-? 

■ 

i<t=3o 

• 

0-4^» 

1'  i(r-9 

0^'«)*9 

I'  48«'ö 

2'  »••7* 

Man  sicjht  hieraus^  dstss  fffr  i^:^!^'  der  Fehler  bei  d^n  g^evrOhnRch 
Törkoitltnetidetf  HOhenwnikeld  v6nr  0  h\\^  lO  Grädeli  5  Seeuitdeti 
Btcfat  Qbei^telgeti  wird,  frährend  derselbe  bei  einer  Neigung  vöh 
if  ±±2^  crdion  20  8eduhdeu  und  darüber  betragen  kann.  —  Bei 
diei^er  Gelegenheit  ist  e^  Tielteicht  noeh  interessant,  die  Maxlmar- 
weftbe  voti  x  kennen  zu  lernen.  Sachen  wir  nemlich  durch  DIf- 
ferenziätion  de^  Ausdruckes  1)  deri  Werth  von 

dtapga?_^ 
dh     ^"' 

so  gibt  diess  ffir  x  ein  Maximum»  wenn 

1 


tangA  = 


V^cos/I 


•t) 


ist,  wo  dann  der  Ausdruck  1)  übergeht  in  den  Ausdruck 

sin«M 
tanga:  =  -^=:^. 


4) 


Folgende  Tabelle  enthält  die  VVerthe  von  h  und  x  fdr  A^Y», 
2*  und  3«  naoh  Gl.  3)  und  4)  berechnet: 


=  10     I     ^  =  2<»     I     A=7f> 


h-r-. 

44*59'  52''-2 

440  59'  28''-5 

44»58'49''l 

X 

0»  O'lß"-? 

0»  1'   3"1 

00  a-ar^ 

Aus  der  ersten  Tabelle  ist  ersichtlich,  dass  die  Neigung  der 
Lirobus-Ebene  gegen  die  vertikale  bei  den  feineren  und  gruiTft^Mcin 
Instrumenten  einen  ^  und  bei  den  kleineren  Instrumenten  zwei 
Grade  nicht  wird  fiberschreiten  diirfen.  Die  Sicherheit  der  Stel« 
-lang  der  Limbttsebeee  innerbaUi  dieser  Grenze  habe  ich  dadurch 
etseicht,  dass  iok  zu  den  Libelien  flache  «der  orale  Glasröhren» 
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d«mi  QoefwhDitt  durch  U  (T«f.VI.  flg.  3.)  angedeutet  tot,   be* 
nfltste.   Die  niedeD  GlasrOhreD  werden  in  noch  weichem  Zustnode 
durch  einen  Ring,  dessen  Form  die  eben  bezeichnete  ist,  geiegen, 
bis  nie  erkalten.  Diese  Glasruhrien  werden  im  Inneren  an  der  ebe- 
ren  FIfiehe  sehr  flach  ausgesefaiiiFen,  so  dass  die  Krflmmnng  senk« 
reehi  anf  die  Achse  der  Libelle  oder  tm  Qaerscbaitt  eine»  Radius 
vift]  2^5  Zollen  entspricht,  wodurch  bei  einer  Neigung  von  1  Grad 
schon  eine  Bewegung  der  Blase  um  mehr  als  eine  halbe  Linie 
DBcb  rechts  oder  links  bewirkt  wird.    Die  tilasrdhre  erhält-  auf 
Ihrer  Oberfläche  zwei  fönten  eingeschnitten,   welche  beide  durch 
den  Punkt  C  geben,   und  zwar  die   eine  in   der  Richtung   der 
Längsachse  der  Libelle,  die  andere  senkrecht  darauf.    Es  Ist  Uar, 
dass  im  Spiegel  mn  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  ein  reflectirtes  Bild  dieser 
beiden  Striche  v't'  und  h'h*  erscheint,  und  dass  somit  der  Beob* 
achter  den  Liiabus  des  Instrumentes  so  zu  halten  hat,  dass  das 
Bild   der  Blase   immer  von  beiden    Strichen   halbirt   wird.    Die 
Glasrßhre  der  Libelle  selbst  wird  (Tai:  VI.  Fig.  6.  und  Fig. 6.)  i» 
einer  Fassung  von  Messing  festgehalten,  welche  aus  einer  etwa 
0*3  Linien  dicken  gut  gehämmerten  Messingplatte  so  geschnitten 
wird,   wie  Taf.  VL  Fig.  6.  zeigt;   die  vier  Arme  ff  PF  werden 
fiber  einem  eisernen  Dorne  von  der  Form  der  Glasrohre  susapn- 
roengebogen,  und  mit  kleinen  Scbräubcben  an  ihren  Enden  PF*,*. 
so  zusammengezogen,  dass  die  Libellenrobre  fest  und  uovferrQck- 
bar  eingefasst  ist.    Die  Fassung  hat  einen  Ansatz,   an  welchen 
die  Cmdrehungsaze  der  Libelle  in  Gestalt  eines  genau  abgedreh* 
ten  etwas  konischen  Zapfens  von  Stahl  eingesetzt  und  angelOthet 
ist.    Dm  die  LibelleurObre  und  die  Blaise  noch  besser  au  beleuch« 
ten»  so  wie  zum  Schutze  derselben  beim  Transporte,  ist  die  untere 
Fläche  des  Instramentes  durch  eine  an  der  inneren  Fläche  mit 
weissem    Papiere   Aberzogene  Messingplatte  ed  (Taf.  VL  Fig.  2.) 
verscbliessbar,  welche  sich  in  einem  Scharniere  bewegt,  und  wäh* 
rend  der  Beobachtung  unter  einem  Winkel  von  45^  aufgeklappt 
wird.    Die  Blase  erscheint  dann  im  Spiegel  sehr  scharf  gezeichnet. 

d)  Die  Alhidade  und  der  Limbus.  Die  Libelle  in  Ihrer 
FasEBung  wird,  nachdem  die  Platte  efde  abgeschraubt  worde,  mit« 
tebt  des  Zapfens  C  an  der  Seitenwand  BB  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  he« 
festiget,  indMan  der  Anssenseite  eine  Alhidade  CE  (Taf.VL 
Fig.  7.)  angeschoben,  und  das  Ende  des  Zapfens  durch  eine  Mutter 
angesogen  wird.  —  Es  hat  sich  nun  darum  gehandelt,  wie  eine 
richtige  und  genaue  WinkelaMesung  herzustellen  wäre,  ohne  doch 
die  Compendiosität  6^9^  Ganzen  aofsngeben.  Die  Winkel  sollen 
bei  den  grosseren  Instrumenten  wenigstens  bis  auf  i  Minute  oder 
9D  Secunden  *iit  voMrommener  Sicherheit,  bei  denen  tvreHer  Art 
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aber  bi«  aaf  1  Minate  angegeben  werden.     Wienn  es  ntin  aaeh 
gegenwärtig  ein  Leichtes  ist,   eine  solche  Theikmg  am  Limbos 
herzBstelien,  so  spielt  doch  der  Fehler  wegen  der  Exceniricitit  der 
Albidade  hiebvi  eine  so  nnangenehme  Rolle,  dass  man  nnr  dann 
gans  beruhiget  sein  kann,  wenn  man  die  letztere  als  Durchmesser 
nimmt,  nnd  doppelte  Nonien  anbringt,  wodurch  aber  noth wendig 
der  LirobHS  doppelt  so  gross  wird;   oder  aber.  Indem  man  die 
Winkelbewegung  durch    die    geradlinige   einer    feinen  Schraube 
ntsst,  wobei  die  Excentricitit  ebenfalls  unschüdlicfa  ist,   well  sie 
bereits  in  der  Winkelgleichung  enthalten   ist    Bei  dem  von  mit 
eoostmirten  Instrument  habe  ich  flir  die  Messung  der  Winkel  an* 
fangs  die  letztere  Methode  gewählt,  Gberzeugte  mich  jedoch,  dass 
bei  etwas  grosseren  Winkeln  mit  dem  Aufwärts-  und  Abwärts- 
(Schrauben  ein  grosser  Zeitverlust  verbunden  sei.    Ich  habe  daher 
den  Bogen  MM,  welcher  etwa  40  Grade  urofasst,  auf  einer  guten 
Tiieilmaschine  In  ganze,  halbe  und  viertel  Grade  theilen  lassen.  Die 
Albidade  CE  Ist  an  ihrem  Ende  mit  einem  Mikrometerwerk  ver- 
sehen,    dessen  Klemmung   in   K  sichtbar  ist.    Die  Mikroroeter- 
sebraube   selbst   hat  etwa   |  Linien    im  Durchmesser,   ist   sehr 
gleichförmig  und  fein  geschnitten,   so  dass  etwa  50  Windungen 
a«f  einen  Zoll  gehen ,  und   ist  an  ihrem  Ende  mit  einer  Scheibe 
als  Kopf  JV  versehen,  welche  am  Rande  in  10  gleiche  Thelle  ge- 
tbeilt  Ist,   so  dass  man   mittelst  eines  Zeigers  z  auch  noch  rlxs 
einer  Schraubenwindung  ablesen  kann.    Die  Albidade  ist  an  dem 
an  die  Theilung  grenzenden  Ende  schief  abgeschnitten,  und  auf 
der  so  gebildeten  schiefen  Ebene  ist  eine  feine  Linie  a  gezogen, 
welche  als  Marke  beim   Ablesen  dient.    Zur  schärferen   Bestim- 
mung der  Coincidenz  der  Theilstriche  dient  eine  einfache  Lope, 
welche  bei  iß,  drehbar,    befestiget   ist.     Zur  Vermeidung  eines 
todten  Ganges   der  Schraube  dient  eine  starke  Feder  r.    Es  Ist 
klar,  dass  man  auf  diese  Weise  jeden  Winkel  sehr  genau  messen 
kann,  wenn  man  nur  den  Werth  einer  Schraubenwindung  im  Win> 
kelmaass  ausgemittelt  hat,  zu  welcher  Attsmittelung  verschiedene 
Stellen  des  getheilten  Bogens  MM  selbst  benätzt  werden.    Die 
Excentricität  wird  am  einfachsten  dadurch   unschädlich  gemacht, 
dass   man  mehrere  bekannte  Höhen-   und  Tiefenwinkel,   welche 
man  leicht  mittelst  Maasstäben  und  bekannten  Distanzen  herstellen 
kann,  roisst,  sich  die f Abweichung  von  der  Wahrheit  notirt,  und 
sich  dann  eine  Tabelle  entwirft  fär  den  Bogen  des  Instrumentes, 
welche  die  jedem  gemessenen  Winkel  entsprechende  Correctien 
enthält.    Uebrigens  ist  zu  bemerken,    dass  diese  Correction  fdr 
kleine  Winkel  in  den  meisten  Fällen  wird  vernachlässiget  werden 
können,     vorausgesetzt,    dass    keine    grössere    Genanigkeit    der 
Messung  als  bis  auf  20—30  Secnnden  gefordert  wird«    Der  oberste 
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TbeiMridb  um  Bogen  MM  erbAlt   die  Ziffer  0  Gnu),  vnd   ditf 
Nonerirong  geht  cetitiiiairlich  nach  abwirtv  bis  40  Grad. 

e)    Die    Boussole.      lo   unbekanDten   Gegenden  und   ohne 
Ffihrer,  oft  selbst  mit  diesem^,  ist  man  manchmal  beim  Gebrauche 
der  topographischen  Karten  über  die  Benennungen  neben  einander 
liegender  Orte   im   Zweifel»   und   in  solchen  Fällen    ist  das  am 
Standpunkte  abgelesene  und  auf  die  Karte  aufgetragene  magne-r 
tische  Azimuth  jener  Orte  von  entscheidender  Wichtigkeit.    Für 
Geologen,  Montanisten,  Ingenieure  u.  s.  w.  ist  es  oft  interessant 
und   wissenswerth,   das  Streichen    einer  geologischen  Formation 
oder  der  Lagerstätte  eines  nutzbaren  Fossiles  zu  kennen.    Aus 
diesen  Gründen  habe  ich   das  hier  beschriebene  Instrument  mit 
einer  Boussole  versehen.   Dieselbe  besteht  i<ZZ'fi  (Taf.VI.Fig.2.) 
aus  einem  hohlen  Cylinder  von  2  Zollen  Durchmesser  und  \  Zoll 
Hube.    Die  Magnetnadel  tf!  ist  auf  eine  getheilte  und  geiimisste 
starke  Papierscheibe  geleimt,    und  wird  so  auf  die  Spitze  gelegt, 
dass  die  Theilung  nach  nnten  gekehrt  ist.    Cm  diese  Theilung  zu 
benutzen,   ist  in  der  Bodenplatte  eine  OeSnung  p',    und  In  der 
Seitenwand  eine  zweite  p  angebracht.    Die  letztere  ist  durch  eine 
kleine  um  ein  Scharnier  bewegliche  Platte  verschliessbar,  ebenso 
die  erste,  nur  befindet  sich  auf  dieser  ein  kleiner  Planspiegel  g 
von  etwa  2  Linien  Breite  eingekittet.    Dieser  Oeffnung  p^  ent- 
spricht eine  etwas  grossere  in  dem  Ansätze  AB.     Die  Boussole 
wird  mittelst  zweier  Schräubchen  an   den  Ansatz  AB  befestigt, 
früher  jedoch  durch  ailmäiiges  Aufmachen  der  Spiegelplatte  g  jene 
Stellung  derselben  gefunden,    bei  welcher  die  von   der  unteren 
Fläche  der  eingetheilten  Scheibe  auf  jene  fallenden  Strahlen  auf 
den  Spiegel  mm'  und  von  diesem  in  das  am  Ocutare  befindliche 
Auge  reflectirt  werden.    Beim  Messen  wird  auch  die  Platte  p  ge- 
Oinet,  um  jenen  Theil  der  Theilung,  der  dem  Auge  sichtbar  ist, 
zu  beleuchten.    Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise,  ohne  die  nia* 
desto  Beirrung  der  Messung  des  Hilhenwinkels,    bei   Pointiraag 
des  Objects  gleichzeitig  jener  Theilstrieh  der  Boussole  abgeteseil 
werden  kann,  welcher  sich  mit  dem  Objecto  in  einer  vertikalen 
Geraden  befindet. 

f)  Das  Stativ.  Ein  Stativ  ist  bei  einer  einzelnen  Winkel- 
inessong  und  bei  gehuriger  Einübung  des  Beobachters  eigentlich 
nicht  noihwendig ;  daher  an  dem  Instrumente  an  der  unteren  Fläche 
•in  Knie  mit  einem  hohlen  Cylinder  angebracht  ist,  in  welches 
ein  hölzerner  Griff  eingesetzt  wird,  um  das  Instrument  in  der 
Nnken  Hand  au  halten,  während  die  rechte  mit  dem  Einstellen 
der  Libelle  durch  die  Alhidade  beschäftigt  ist.  Bei  einiger  Cebung 
bHngt  man  es  bdd  dahin,   die  Libelle  sehr  scharf  auf  den  das 
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Objeet  pointiMiidon  Puden  au  bringen;  denn  •rittens  aiiri  die  LI* 
bellen,  ^le  oben  be^ierkt,  weit  weniger  erapfindliobyal»  die  gtoi^ 
ser  NivelliriDstrumente ,  sweitens  braucht  man  das  Einspielen  nur 
H-enige  Momente  festzuhalten ;  drittens  erhält  das  Fernrohr  eine 
feste  Richtung  durch  das  potntirte  Objeet,  und  viertens  endlteh 
ist  es  auch  nicht  nQthig,  während  der  ganzen  Schraubenbewegung 
das  Instrument  vor  dem  Auge  zu  halten,  sondern  man  6ehe  nur 
von  Zeit  zu  Zeit  auf  das  Objeet,  und  achte  daranf^  ob  die  Blase 
schon  im  Spiegel  erscheint. 

Demvngeachtet  wflrde  es,  wenn  man  von  einem  Standpunkte 
aus  mehrere  Visuren  macht,  ftir  die  Hand  zu  ermüdend  sein,  da« 
Ifistrument  zu  halten,  und  dadurch  eine  Unsicherheit  In  die  Be- 
obachtungen kommen,-  daher  ich  jedenfalls  die  Anwendung  eines 
leichten  Stockstatives  empfehlen  wurde,  wie  ich  dasselbe  gewöhn- 
lich besfitze,  welches  (Taf.  \  1.  Fig.  8.)  aus  einem  etwa  1  Zoll  im 
Durchmesser  haltenden  und  2  Fuss  8  Zoll  langen  Stocke  ans 
hartem  Holze  besteht,  der  im  Inneren  durchbohrt  und  unten  an- 
statt eines  Beschlages  mit  einem  kurzen  Erdbohrer  versehen  ist 
In  di«i  innere  Höhlung  von  etwa  2  Linien  Durchmesser  passt  ein 
etwas  dünnerer  runder  Stab  von  Eisen,  welcher  herausgezogen 
und  in  jeder  beliebigen  Hohe  mittelst  einer  Schraube  festgestellt 
werden  kann.  Das  obere  Ende  passt  genau  in  jenen  hohlen  Cy- 
linder  des  Kniees.  Beim  Nichtgebrauche  wird  der  Eiseostab  ganz 
eingeschoben,  ein  Knopf  von  Hörn  oben  am  Stock  au^eschraubt^ 
und  derselbe  kann  auf  Fussreisen  recht  gut  als .  Reisestock  gel* 
len  und  besonders  bei  Bergbesteigungen  mit  Nutzen  gebraucht 
werden«    • 

Neeh  erübriget  mir,  Einiges  über  die  Rectification  des 
Instrumentes  au  bemerken,  denn  die  Winkel,  wenn  sie  auch 
nieht  mit  jener  seltenen  Schärfe«  wie  von  den  Stampferseben 
Nivellirinstrnmenten ,  nerolich  bis  auf  eine  Secunde  gemessen 
werden ,  missen  doeh  bis  zq  der  oben  bemerkten  Greose  voll« 
keoilBeB  sieber  sein,  was  mit  durch  eine  sorgfliltige  Prüfung  des 
Instnimentes  erreicht  wird.  Ich  erlaube  mir  hier  nur  die  diesem 
Instrumente  eigenthümlichen  Momente  dieser  Reclifieation  au  er- 
wähnen und  übergehe  die  anderen  als  selbstverständlich.   Jene  sind : 

a)  Die  richtige  Stellung  des  Spiegels  und  des  Fa- 
den 8.  Es  ist  zwar  eine  sehr  scharfe  8tellang  der  Cbeee  des 
8plegets  lan.  gegen  die  optische  Aebse  unter  45  Grad  nickt  noth* 
wendig,  wie  aus  der  Theorie  ersichtiicb;  aber  es  ist  andererseits 
4oeb  eine  Abweichung,  die  etwa  1  Grad  oder  mebt  betragen 
«fdrde,  nicht  zu  wünschen,  da  diess  die  Otntrlrnng  des  Spielponk* 
len  .dar  Libelln  -erschweren  würde.     Man  staUe  sich  daher  anf 


Böke»minHel  miti$iH  R$flexim  %u  mi93in,  ^Bt 

alennliob  «beoe»  B«deii  mit  dem  Instrumenla  in  lV«lor  Mand  ;attf, 
nehme  mmut^I  die.  Booesoiei  als  auch  die  Watd  efed  weg,  ziehe 
die  Libelle,  heraus  und  gebe  dem  Limhoe  eine  boriiontale  Lage. 
Mae  »teile  man  eine  Stange  in  der  Richtung  der  dnroh  deu  jet«t 
vertikalen  Faden  beatimmteD  epiisehen  Achcie  vertikal  auf  and 
laaae  eine  sweite  aeitwSrta  ee  steilen»  daas  ihr  Bild  vom  Spiegel 
in  die  Ricbteng  der  ersten  Stange  geoan  relleklirt  ivird,  so  müs 
eeo  beide  Riebtungen  fan  Standpunkte  einen  rechten  Winkel  bil- 
den. Auf  dieselbe  Art  eonstruirt  man  auf  der  anderen  Seite  ebenfalle 
einen  rechten  Winkel,  so  ist  es  jetat  nach  bekannten  Gesetzen 
der  Geometrie  sehr  leicht,  die  Richtigkeit  dieser  Winkel  zu  prO- 
fen«  Eine  Correction  des  Spiegels  geschieht  mit  Hilfe  der  Mut- 
ter iL  Selbstverständlich  muss  vorher  der  Faden  mit  Hufe  des 
Objectives»  vrelches  sich  etwas  herausschrauben  lSsst>  in  die 
Bildebene  gebracht  sein. 

b)  Die  Centrirung  des  Spieipunktes  der  Libelle. 
Nun  setze  man  die  Libelle  ein,  verbinde  sie  mit  der  Alhidade, 
gebe  dem  Lirabus  eine  nahe  vertikale  Lage,  und  sehe,  ob  das 
im  Spiegel  reflectirte  Bild  des  im  Spielpunkte  der  Libelle  senk- 
recht auf  ihre  Längsrichtung  gezogenen  Striches  h'h'  mit  dem 
Herizontalfaden  hh*  coincidirt.  Die  Berichtigung  geschieht,  indem 
man  die  Schräubchen  PP'  etwas  Ififtet  und  die  Libelfe  ein  w'enig 
in  der  Fassung  vorwSrts  oder  rOckwfirts  schiebt.  -^  Sodann  bebe 
und  senke  man  die  Alhidade  allmälig  bis  an  ihre  oberste  uild  un* 
terste  Gränze.  Bildet  dabei  jener  Strich  mit  dem  Faden  fort- 
während eine  gerade  Linie,  so  geht  die  Ümdrehungsaxe  der  Li- 
belle zugleich  durch  den  Spielpunkt ,  wo  nicht,  so  helfe  man  dadurch, 
dass  man  in  die  Fassung  oben  oder  unten  Papierstreifen  einfegt, 
wodurch  dieser  Punkt  entsprechend  gehoben  oder  gesenkt  wird. 

c)  Die  vertikale  Stellung  des  Limbus.  Eine  der  bei- 
den vorhin  in  a)  gebrauchten  Stangen  wird  mit  Hilfe  eines  Sen- 
kels vollkommen  vertikal  gestellt  Das  Stockstativ  wird  in  den 
Boden  gebohrt,  und  zwar  ebenfalls  so  viel  als  möglich  vertikal 
mit  Hilfe  des  Senkels,  und  das  Instrument  auf  den  herausgesoge* 
nen  eisernen  Stab  gesetzt.  Nun  bewege  man  das  Instrument 
langsam  so  auf-  und  abwärts,  dass  die  vertikale  Kante  des  Spie- 
gels fortwährend  die  Stange  tangirt,  wobei  man  siebt,  ob  die 
Blase  im  Spiegel  beim  VorGberziehen  von  dem  reflectirten  Strich 
v'v'  halbirt  wird.  Wo  nicht,  so  hilft  man  durch  eine  kleine  Drehung 
der  Rubre  in  ihrer  Fassung.  —  Nachdem  a),  b),  c)  richtig  befun- 
den, wird  die  Platte  efcd  fest  aufgeschraubt. 

»         «  .  '  • 

d)  Die  Beetiatniung  der  horizeatal^n  Lage  der  Vi^ 
eur.    Es  muss  mni  jene  Stellung  der  Alhidade»  bei  weichet  die 
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TUnir  genau  horiasootal  ist,  scharf  bestiiniiit  werden»  wosu  es  meb* 
rere  Wege  gibt.  Der  eiofachste»  schnellste  und  genaueste  Ist, 
wenn  man  auf  ziemlich  ebenem  Boden  sich  mit  einem  guten  Ni- 
vellirinstrumente  aufstellt,  die  Libelle  desselben  zum  Einspielen 
bringt  und  in  einer  Entfernung  Ton  etwa  20  Klaftern  die  Mitte 
der  Zieltafel  an  einer  Nivellirlatte  svr  Colncidenz  bringt  mit  dem 
Horizontalfaden  des  NiTelUrlnstromentes.  Sodann  bohrt  man  das 
Stockstativ  neben  dem  Nhrellirlnstroment  fest  in  den  Boden,  setsC 
das  Instrument  auf  den  eisernen  Stab,  welchen  man  so  weit  her* 
auszieht,  -dass  die  Mitte  des  Ocnlares  genau  in  derselben  Hfihe 
ist,  wie  jene  des  neltenstehenden  NiFelliriostrumentes,  pointirt 
mit  dem  Horizontalfaden  des  Instrumentes  die  Mitte  der  Zieltafel 
und  hebt  oder  senkt  die  Albidade  so  lange ,  zuerst  mit  der  Hand, 
sodann  mit  der  Schraube,  bis  die  Blase  im  Spiegel  von  h'h'  bal- 
birt  wird.  Nun  wird  der  Winkel  genau  und  mit  Hilfe  der  Schraube 
N  abgelesen  und  notirt.  Diese  Operation  mebremale  wiederholt, 
gibt  die  Stellung  der  Alhidade  (im  Mittel)  bei  horizontaler  Visur. 
«—  Auf  der  Reise  kann  man  sich  nach  einer  allenfalls  vorgekom- 
menen gewaltsamen  Erschütterung  des  Insttumentes  von  der  un* 
verrückten  Stellung  der  Libelle  überzeugen,  wenn  man  sich  am 
Rande  einer  grosseren  ruhigen  Wasserflfiche  aufstellt  und  am  ge- 
genüberliegenden Ufer  einen  Stab  oder  Stange  halten  läset,  auf 
welehe  man  sich  in  derselben  Höhe  über  dem  Niveau  des  Was- 
sers eine  Marke  gemacht  hat,  als  in  welcher  sich  die  Mitte  den 
Ocnlares  über  demselben  befindet  —  Zur  See  am  Schiffe  wird 
die  horizontale  Visur  hergestellt  durch  die  Begrenzung  des  Mee- 
res am  Horizont,  indem  man  die  Kimmtiefe  oder  den  Unterschied 
zwischen  dem  scheinbaren  und  wahren  Horizont  berücksichtiget« 
—  Oder  endlich,  und  zwar  sehr  genau.  Indem  man  jene  Methode 
benfitzt,  welche  gewöhnlich  bei  der  Rectification  von  Nivelllr- 
instrumenten ,  deren  Femrohr  nicht  umlegbar  ist,  angewendet  wird, 
wie  dieselbe  in  den  meisten  Lehrbüchern,  besonders  klar  und 
deutlich  aber  in  Staropfer's  Anleitung  zum  Niveliiren  zu  finden, 
nnd  wobei  bekanntlich  weder  eine  Wasserfläche,  noch  ein  ande- 
res Nivellirinstrument  nothwendig  ist.  Bei  dem  eben  beschriebe- 
nen Instrument  ist  diese  Rectification  jedoch  mit  folgender  Modi- 
fication  vorzunehmen :  Man  wähle  einen  möglichst  nahe  horizontalen 
Boden ,  befestige  die  Zieltafel  auf  der  Latte  in  gleicher  Höbe  mit 
dem  Oculare  vom  Boden  und  bringe  dann  beim  Pointiren  auf  die 
Mitte  der  Zieltafel  die  Libelle  genau  zum  Einspielen,  wobei  der 
Stand  der  Mikrometerschraube  notirt  wird.  Beim  Verwechseln  der 
Stellungen  muss  nun  dieser  Stand  der  Libelle  provisorisch  als 
parallel  mit  der  optischen  Achse  bei  horizontaler  Lage  derselben 
angenemmen  ond  die  Zieltafel  auf  ihrem  zwettea  Standponkte  so 
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gestdit  werden»  dsM  ibre  Hitte  vom  Horizoiitalfaden  getroCmi 
wird.    Der  Fehler  x  wird  dann  aus  der  bekannten  Formel 

^="1 5 f 

gefiinden,  wo  /,  t  die  Lattenhöhen,  J,  J*  die InstmmentenbOhen 
und  f  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  und  scheinbaren 
Horizont  bedeuten.  Da  jedoch  hier  «/ss/  gemacht  wurde  und  mit 
Uiire  des  Stoclcstatives  auch  sehr  leicht  und  genau  Jss  J'  ge- 
macht werden  kann,  so  übergeht  obiger  Ausdruck  in  folgenden 
eiofacheren : 


Auf  diese  Art  dürfte  ein  Instrument  hergestellt  sein,  welchea 
dem  Bedflrfhisse  der  reisenden  Geographen,  Civil-  und  MtlitSr- 
Ingenieure,  der  Geologen,  der  Marineoffiziere  u.  s.  w.  genOgen 
wQrde,  ohne  sie  durch  schweren  Transport,  langwierige  Anfstei- 
lung,  Abhängigkeit  vom  Wetter,  namentlich  von  starken  Winden 
auf  hohen  Bergen  in  ihren  speciellen  Zwecken  zu  hindern.  Das 
Instrument  kann  in  einer  Rocktasche  getragen  werden.  Ich  habe 
erst  ein  solches  Instrument  der  grGsseren  Art  ausfahren  lassen  und 
mich  desselben  bei  einigen  Im  eben  verflossenen  Herbste  aosge- 
ftihrten  Messungen  in  den  Sudeten  und  in  den  Karpathen  bedient 
Dass  dasselbe  auch  bei  vorläufigen  Recogooscirungen  von  nicht 
zu  grosser  Schärfe  als  Nivellirinstrument,  sowie  aU  Distanzmes- 
ser gebraucht  werden  kann,  wenn  man  noch  eine  Nivellirlatte 
hinzufügt  oder  auch  nur  eine  gerade  Stange  mit  zwei  sichtbareo 
Marken  auf  derselben  in  bekannter  Entfernung  von  einander,  Ist 
kaum  nothwendigy  zu  erwähnen. 

Noch  erübriget  mir,  über  die  Genauigkeit  der  Uohenan- 
gaben  mit  diesem  Instrumente  Etwas  zu  sagen.  Man  hat  An- 
fangs geglaubt,  die  Angabe  des  Hohen  winkeis  so  scharf  als  mög- 
lich machen  zu  müssen,  um  desto  grossere  Distanzen  wählen  und 
mehr  Objecto  von  einem  Standpunkte  übersehen  und  messen  zn 
können.  Meine  Erfahrungen  haben  mich  aber  überzeugt,  dass 
man  In  unbekannter  Gegend,  und  eine  solche  mnss  doch  in  der 
R^el  vorausgesetzt  werden,  selbst  mit  Hilfe  unserer  vortrefflichen 
Generalstabskarten,  bei  Objecten,  welche  weiter  als  I  bis  1^ 
Osterreichische  Meile  in  gerader  Linie  vom  Standpunkte  entfernt 
sind,  sehr  häufig  über  Ihre  Lage  und  Namen  auf  der  Karte  in 
Zweifel  geräth,  wenn  es  nicht  besonders  auffallende  und  speciell 
bezeichnete  Punkte,  z«  B.  charakteristische,  weit  sichtbare  Berg- 
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koppim  11.  r.  w.  sind.  Und  in  der  Thatl  k«iin  man  nlefat 
den  sein,  wenn  man  von  einem  einzigen  Standpunkte  eine  FIScIm 
von  3  bis  4  Quadratmeilen  bequem  und  sicher  in  den  meisten 
ihrer  Höhenverhältnisse  bestimmen  kann  ?  Daher  habe  ich  in 
späterer  Zeit  nur  selten  und  ausnahmsweise  bei  Anvisirung  von 
Objeoten  jene  Distanzen  überschritten.  Und  aus  flemselhen  Grunde 
habe  ich  es  (ur  genügend  gelialten»  dass  man  mit  den  grosseren 
Instfumenten  die  Höhenwinkel  bis  auf  20  Secunden,  mit  den 
kleineren«  fSr  noch  kürzere  Distanzen  und  vorzüglich  für  Mappi* 
rungsoffiziere  bestimmten,  nur  bis  auf  eine  Minute»  jedoch  mit 
vollkommener  Sicherheit  ablesen  kann.  Diese  beiden  äussersten 
Fehlergrenzen  ^eben  uns  auch  die  daraus  entspringenden  Fehlei; 
in  den  gemessenen  Höhen,  welche,  da  sie  eine  Function  des 
Winkels  und  der  Distanz  sind,  auch  von  beiden  abhängen.  In 
nachstehender  Tabelle  habe  ich  diese  grössten  möglichen  Fehler 
in  den  Uöhenbestimniungen  zusammengestellt,  und  zwar  für  Distan* 
zen  von  200  bis  6000  Wiener  Klafter  und  für  einen  Winkel  von 
20  Sf^Qunden  und  von  1  Minute.  Die  Fehler  sind  ebenfalls  in 
Klaftern  and  Decimaltheilen  derselben  angegeben. 
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De   «erie  infinita    <y«=  ä  p'^xp. 

Aactöre 

D^.  CRrtJitaito  JFr.  Lthdman, 

Lect.   StrengneteosL 


Tantum  abest,  nt  haec  series  nova  sit»  ut  summa  ejus  jam- 
pridem  ab  Eytelwein  *)  sit  meota,  oeque  e«rh}  scio«  an  quW- 
quam  alius  summara  illam  ante  eum  dederit.  Utcumque  baec 
res  fuerit,  tarnen  Eytelwein  convergentiam  prorsus  praeteriit. 
Quam  vero  seriei  illius  convergentia  exiguis  finibus  contineatur, 
summam  ejus  aliter  atque  Eytelweiu  neque  cooTergeotia  omissa 
reperire  conabor^  si  prius  demonstravero  insequens 

Lemma«    Quam  series 

P=:0O 

ar=   S    p^aP   (r=:  nam.  lotegro  vel  nibilo)  --'- 

p=i 

convergens  ponitur,  inTeoire»    quo  pacto  series 

p=i 

sit  coDTergens. 

#7tf 
Qaia  omoes  termini  seriei    -^   habent   dignitates    ipsius  x 

ejusque  exponentes  eo  fiuut  majores»   quo   magis  termiuos,   de 
quo   agitur»   a  principio   seriei   distat,    de  hac  serie  valet  theo* 

Tema,     qood    Ül««   Caacliy    dedit**).     Quotos    ^^  ,|ii»e  est 


^  =  S.  i^a^-^ 


*)  Gmodlehren  der  höheren  Analjeit.  Berlin  1824.  Tom»  IL  pag.  691, 
**)  Conri  d'Analjee.     Paria  1821.    ^ag.  16a 
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==        r^i — = (1  +  -)''+*  et  onitatem  aeqoat ,  i»i  est  p  =  od.    Serie« 

igitor  -g-  certo  est  convergens,  posita  1>j?> — 1»  si  modo  series 
Or  id  non  impodit.    Posito  r  =  Or   evadit 

^0  =  ^  +  **  +  ^+  etc., 

qaae  series  est  progressio  geometrica.     Series  vero  00,   nt  coii- 
«tat,  Don  est  convergens,  nisi  valor  oumericus  ipsius  x  est  anltate 

dOtk 
minor:   itaqoe  conTergtt  series  -^^    si   eni    I>j;>  —  1.    FacUe 

iDtelligitur,  seriem  ^i^^^'y^   esse  atqae  ideo  eadem  lege  con- 
▼ergeDteni,   id  quod  eodem  modo  io  seriem  4h  licet  exteodere*). 
Jam  seriem  propositam 


««=  S   pFOf  (itssnom.  int.  vel  nihilOf  1>^>  —  1) 


adgredlamar.    Primam  liqoet,   seriem 


tfn  t=s     S    xPss: 


esse.    Differentiatioiie  reperitur 


g=Tp^. 


atqae  Ideo 


dfoo     r^«    ^  X 


Si  ^«nao  difcrentiamns  posteaqne  per  x  maitiplicamoa,  gradatim 
iDTeniniw 

<<«•     >^*    ._-  ar       .      «x*     .  1.2.3a:* 


<i^     »^^  A  -         «       .     1^**     .     3(l»»    .  1.2.3.4»^ 


*)  CJfr.  Caacby  1.  e.  fpag;  I5&. 
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Patet,   somnias  a^,  tf«  cett  eadem  ratione  reperiri  posse. 

Si  fractiones  ad  eondem  denominatorem  reducuiifar,  prodeant: 

^»=      (l-ar)4      ' 


«  4 


qnoa  TflorM  Eytelwein  (I.e.)  iovenit.    Cofilficienlcta  eae  aont» 
qaaa  I.  c  pag.  629.  atiolit*). 

Jam  61  reTertimur  ad  priores  sammarum  Taiorea«  per  jpduqtio« 
nem  eoUigitur«  i^se 


ubi  forma  eolSfficientis  ^j^^**)  definienda  est.  De  bac  co^fficiente 
tantum  novimns,  esse  i4|<«)  =  l,  ^«<«)  =  r(n 4- 1)  SubstHotb  In 
(1>  ft-fl  pro  n,   inveoitur 


*  •    .  •    • 

Qtiia  semper  est  tfr  =  ^     »"*'  (r=  oum.  int),    dilfbfentiatio  for- 

VMibif^  (1)  swMBam   flyti^i  sappeditfire  4ebet«     Oiffereiitiati^De ,  et 
«HiltipUeaiifHie  per  x  facta,   eruitor 


4      r 


Itaqae  oportet  ^  ut  vidores  inventi  (2)  et  (3)  iater  se  congniant 
et  relatio  coöfBcientium  Ak^*),  qaum  diversi  valores  nameris  iote- 
gris  n  et  A  daatvf,  eoiiitpärätionö  eö^fficlentium  cjusdeiii  digoiUtU 
ip^toB  X  reperiatur.    Tenniais  separalim  scripta  inveDitur : 


'*)  bfrV  MalmsCen  et  Bjdrling  in  Aotis  Societ.  äcieol.  Upsal 
VoL  XII.  Vide  qaoque  Tom.  VI.  pag.  41.  hqjat  ArcbiTi,  nbi  dItMr* 
Mio  CMß  MUai4toB  legkiM.  i 

Tkeu  xxva  «0 
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+  (l-a.)n+i  I      f    +(1— ar)«+i+ (1— a:)"+^ 

+  "■(1-0?)»+*      /      \  +      (l-a;)^-«    • 

Inde  redundant  relationes 


et  rdatio  universalis 

ilk("+i)  =  A  J/kC»)  +  AA-iW.  (4) 

quae  quoque  formula  terminum  primum  et  ultimum  complectitur, 
quoniam  est  Am^*^  =  0»    quum  est  m  ssO  vel  m'^n. 

Beneficio  formulae  (4)  co^fficientem  Ak^^-^^),  cognitis  Ak^*)  et 
Ak^i^^K  invenire  licet;  restat,  ut  videamus»  num  formula  reperirl 
possit»  quae  sola  et  per  se  co^flicientem  quamcunque  suppeditet. 
Quia  omnes  co^fBcientes  sunt  nuraeri  intef^ri  et  numerus  k  fkctat 
deztri  membri  formulae  (4),  neeesse  est»  sit  quoque  k  factor 
sinistri  membri.    Posito  igitur 

evadit 

■        .  '  .  •   .  •  .        •  .■  .  .■ 

Quibus.in  (4)  snbstitntis  et  divisione  pef  t  facta^  furodit 

Quum  formulam  (S)  comparamus  cum  formula  (b)  *),   quam  dedit 


*)  Cfr.  Grüner t,  Archiv  d.  Math.  a.PJtysik  Ton. lILp*4&  fliMi«<ft>. 
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Gel***  HaJmflten  pag.  XXVIIL  operis  sui  ^«Theorematit  Dova 
e«tt.^'  iiwcripti  (Upsaliae  18<^);  et  recordaiiiar»  nnmerain  nacr-frl 
(I*  c.)  esse,  facile  colligitar 

» 

jB»W  =A«-i_(ä— 1),  (A-l)«-i+(Ä-  l),(Ä— 2)"-» 

-(*— l)a(A— 3)"-Hetc., 

■>  ■       .  ■  ■      • 

A(«)=:A.{*»-i-(A_l),(jfe_l)«-i+(A_l),(4-2)— »     . 
—  (*— l),(*^3)"-»  +  etc;}.  («) 

Co^ffieientes  Ak^*)   eaedem   sunt,    qaas    attulit    Eytelweiii 
(I.  c  pag.  607),  ita  tarnen^  ut  sit 

Inter  coöfGcientes  igitar  utriusque  generis  similis  intercedii  relatio 
atque  inter  Dumeros  figuratos  et  co^lTicientes  binomiales. 


t        » 


P  r  o  b  I  e  m  a. 

Datis  tribus  punctis ,  in  eodem  piano  tale  punctam  inve- 
nire,  üt  summa  distandamm  ejus  a  datis  sit  minimum. 

Auctore' 

D***.  Chrisiiano  Fr.  Lindman, 
Le^t.  Strengiieaensi. 


.'•'  Thomas  Binipsop  in  Jibro  ,,*ihe  doctriire  änd  applica« 
tion  of  FiuxioDs*'  (Lond.  1750)  iDscripto  hoc  problema  proposnit. 
Cel"«  Sohl4(iiik1lGb  iden,  seA  geD^mlito  a<;eeptiim  in  G^lenlddiffe' 
rentiali  soo  (pag.  158.)  pro  ezemplo  protalif ;'  n^euter  vero  qüäestfoneHi 
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•xhanalt  Cterqne  naila  alia  puncta  spectass^  videtar,  ntsl  0a, 
qiiae  lüter  se  coojunota  fiimt  vertices  triangaH»   cajo«  oamiM  an<* 

guli  sint  <~T' 

Tria  puncta  in  eodem  aemper  sunt  piano.  Aut  in  eadem  recta 
Sita  sunt,  aut  conficitur  triangulom  a  rectis,  ifuae  puncta  data 
conjungunt.  Sl  iUad  eventt»  facillime  perapicitur,  ipsuni  panctum 
medium  ease  id»  quod  erat  invenieodum,  Si  datis  punctis  con- 
jnngendia  oritur  triangulum,  fieri  potest,  ut  aut  omnes  anguli  sint 

<-Y*   aut  unus  sit  w  ~o~'    Punctum  quaesitom  extra  triangulnm 

nnmquam  potest  jacere.  Nam  «i  est  P  (Taf«,  VII.  Fig.  1.)  punctum 
quodeunque  extra  /^ABCp  summa  PA  +  PB+PC  semper  est 
>^DA+DB+DC. 

Jam  t^AßC  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  tale  faciamus,  ut  sit  nullus  an- 

=:27K 
gnitts    w  ~ö~»   et  sit  P  punctum  quaesituAi.     Lateribus  et  angu- 

lls  solito  mode  notatis »  quum  ponitur  BP^^x^  APs=sapi,  CPszx^ 
^CBP=:zy,  summa  dlstantiarum  =tt»   invenitur 

ubi  est 

o?,  =  V  c«+ar«— 2cjrCos(in"]^, 

a?j=  V^a*+«*— 2aj:Cosy. 
Differentiando  prodit 

du      -      cCos(J?— y)      ftCosy  — j: 

du  ^^     cxS\n{B — y)       gj?Siny 
dy  Xi  «tji 

Si  tt  poterit  roinimi  proprietate  gaudere  (maximum  manifeste  non 
exsifttit),    necesse  est,    sit 

3^       '    <2y 

vel 

.     cCos(g— y)       qCosy__^  garSin(B— y)       mrSlny  _ 


•  •  ; 


Primum  putei»  hunc  %aqii»tipiii  peeilionef4n;tO  ui&ifiMi«     Tum 


Itaque  Angolas  B  in  duas  partes  ita  dividi  debet,  nt  summa  Cosi- 
nunra  fiat  =1.    Somm^  illa  generaliter  =zz  posita,  invenitur 

dz  €i% 

^=Sin(l?-y)— Siny,    ^=— Cos(Ä— y)— Cosy. 

Posito  ^  =  0,  prodft  Sin(J9— y)  =  Siny  Tel  y=l£.    Qal  qoo« 

niam  valor  -r^  negativam  reddit,  maxhno  qnaotitatts  t  valori  fe* 
spoodet  Valor  ille  maiirons  est  SCos^i?,  qui  tarnen  anitati  noo 
est  aeqnalisy  nisi  est  ^0=»-  vel  B=-^*     Nunc   vero   positum 

est»  naiium  angnlam  esse  «.7 »  seqnitar,  ul  non  sit  «  =  0* 
Itaque  ;r  et  y  reperiendae  sunt  ex  aequationibus 

1  _,  cCo8(g — y)-"J?  _  gCosy  iV\ 


(2) 


cSin(i&— y)  _^  aSiny 

Quadrando  et  addefido  aequatio  fnyenitar 

.      2(cCes(g-y)-ar) 

^  -^    »  ■         ■■  ■     — ^        ■ 

Xi 

▼el 

Vc*+a?«— 2c^Cos(Ä— y)=2(cCo8(B— y)— «).      (3) 
Ctroque  membro  quadrando  prodit 

c«  +0;»— 2ca?  Cos  (Ä-y)  =4c*Cos*(i?-y)— 8ca«os(i?-y)+4«* 
▼el,  quia  est  c«  =  c«Sin«(Ä— y)  +  c«Cos«(Ä— y), 

3c*  Cos«(Ä— y) — Öco:  Cos  (B — y)  +  3a:« = c«Sin«(Ä— y) , 

unde  habebimus 

cSln(B— v)  y^v 

cCos(B-^y)--x  =  ^—'^^^'  (4) 

Duplex  quldem  est  signom  dextri  membri;  sed  aequatio  (3)  docet, 
quantitatem  cCos(B'-ry)--^  positiTsm  esse  oportere.  Quum  vero 
punctum  quaesitum  extrV  trlangulum  Jaoer^  non  possit»  necesse 
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est,  Sit  B>y  atqae  Ideo  8iii(B— ^)>0.  Dextrum  igitur  mem- 
brum  aliud  Signum  ac  -f  habere  dod  potest.  Aequationes  (1)  et  (2) 
hoc  quoque  modo  scribi  pössunt :  . 

1      gCosy — X  _  cCos(B — y)--'Jg 

aSioy  ^  cS\b(B  —  y) 
•  '      st2  Xi  ^ 

quae. aequationes  eodem  atque  antea  modo  suppedftaot 

aCosy— ar=^r7|*.  (B) 

•  •  • 

Si  aequatio  ($)  ab  aequatione  (4)  subtrahitur,  provenit  aequatio 
unde  Invenltur 


aSing- — cSiofs-  — 5y 
aCosg-+cCosrjr— JB) 


Qunm  vero  sit 


a 


Sioj-^cSin(|-Ä)  aCosj+cSinfj-B) 


Stny  s ,    Cosy  SS 

iVSinJ  /VSinJ 


•vadit 


si  est 


■ 

acSinf -^  — i?J 

^  = n ' 

iVSinj 


Me  vwiei,  ümenir^,  ui  summmdt$imU(4ir.4ff$t$m  datl$Hi  nUidm. 

Jam  faclle  perapicitur,  esse  ^BPC-^ÄPB-jLäPC=^'^^), 

qnae  res  Simpsoaium  ad  elegaDtissImani  coDatractioDem  diudt. 
Poataa  invenitttr 


afi  = 


c(cSinj-aSiD0-.Ä)) 


NSia^ 


^•= :; — » 


atqve  Ideo 


iYSin| 


tf  =  a?-|- jT] -f  jTt  =  ^• 


Triangalo  Igitnr  aequilatero  ABD  super  ^0  descripto  ponctoque 
D  cum  C  conjuDcto«  linea  CD  est  =tf»  qoae  qooque  linea  per 
paiictam  quaesitum  transit.    QuoDiam  enim  est 

=s->a-«») 

=  tg(y~4Ä) 
▼el  i(BDC^BCD)  =  g--hB  et  i(^/>C  + ^CD)  =  j-l^, 

oecesse  est ,   sit  4  £CZ>  =  j  —  y  =  4  i?CP.   Maoifesto  oihil  Im- 

pedit»  quominus  alios  angolasi  ut  C,  eodem  modo  atqae  B  tra« 
etetur.  Descriptis  igitur  triangulis  aequilateris  ABD,  ACE  pun« 
ctisque  D  et  E  com  C  et  B  resp.  coiijunctis,  punctum  P  reperitur. 
Iterum  differeotiando  demo&stratur ,  valores  nuper  inventos  quao- 
titatum  X,  Xit  x^.  minuDo  respouderew 

Postremo  faciamus  unom  anguium  {Ä)^-^  (Tar.^VII.Fig.4.). 
Puncto  quocunque  P  intra  triaogulum  sumto,   demonstrari  potest, 

AP+BP+CP>AB+AC. 


.«>  Snper  BC  (TaiVU^Fig.a,):  deiKrilKitar  tele .  «^tnMtnm  daeaUf 

nl   in  eo  angalam   =-^    potsit    contioeri.      Arcu  BOC  in  deat  partes 

aequales  BC  et  CO  diWto  et  poneto  0  com  A  ceigancto,,  reperli;^jr.  panctom 
qaaeflilam  P. 


ifnf€r4tn§er:   Mr  w^MriMdu  Tn§omm9Uie 


i*  \ 


Nam  B\  ifo»mrma»  ,^BAP^tp,  ^CAP=^,  ^ABP^i^ 
^ACP^v,  labebimus 

AP.Co8g>  +  BP.CQ8t=^AB,    ÄP.CoBfif+tp.Cpav^dC  ' 

atqoe  ideo 

AP.(Co8fp  +  Coarlf}  +  BP.CoBt+.CP.Cos^i=ABi'AC. 

Facile  apparet,  esse 

BP>BP.Cob4,  ;CP>CP.Coav,    AP'^  AP.(Cosq>+Coa^). 

\^ 

Maximns  enim  valor  quantitatis  Cos  9 -(- Cos  tf;  est  2CosM,  ut 
ante  demonstratam  est  *).  Seqaitur,  ut  sit  APi-BP+  CP>AB+AC, 
id  qood  etiam  evenlt,  si  P  in  AB  aat  AC  snmtum  est«    lyispm 

igitur  A  est  pnnctnm  qaaesitom»  quum  aiignlns  il  est       -o~* 


» 
.  _  1 

Die    sphärische    Trigonometrie    gegründet    auf  eine 

Figur   in   der  Ebene. 


Von 


Herrn  Franz  Vnferdingery 

LebsiMtersinhevungs-Calcnlator  der  k.  k,  p.  Asfisnita  Astk^rabic« 

so  Triest 


1)   Es  sei  O  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  der  Scheitel  einer  dreiseitigen 
K9rperllehen  ficke   und  AOB  eiiie  In  der  Papierebene  liegende 


■  »w     pw>ii>       f. 


•)  Qaoniam  vero  ^^~,  ••!  2Co8i4^i. 


CS  3 


Seiterilidie  •d^vselbeB'»  welohe  dutcb  4i«i  Kaoten  OA  mi  OB 
begrenzt  wird.  Man  denke  sich  aaf  der  aufstehenden  Kante  (welche 
in  der  Figair  nicht  sichtbar  ist)  von  O  aus  ein  Stflck  OC=  l  ab- 
geschnitten und  durch  C  eine  Senkrechte,  auf  die  Ebene  des  Win- 
kels AGB  gefüllt;  der  Fusspunkt  dieser  Senkrechten  sei  O'. 
Zieht  mah  &A  L'OA,  O^^  1  OB,  so  entstehen,  ^4  und  i?  mit 
C  verbunden  geds^cht,  vier  rechtwinkelige  Dreiecke:  Erstens 
A  O^AC  und  A  CyBC,  deren  Winkel  bei  A  und  B  bekanntlich 
die  an  den  Kanten  OA  und  OB  liegenden  FIfichenwinkel  sind  — 
und  zweitens  ^AOC  and  ^BOC»  deren  Winkel  bei  O  die  den 
Flächenwinkeln  B  und  A  gegenüberliegenden  Kantenwinkel  sind, 
welche  wir  mit  6  und  a  bezeichnen  wollen.  Legt  man  die  bei- 
den ersten  Dreiecke  durch  Drehung  um  die  Katheten  O^A  und 
O'B  in  die  Ebene  AOB  um,  so  er^iäit  man  ^0'A(\  und 
AO'ÄQ,  worin  ZO'^C|=J,  ^0'Ä(5j=fi  und  C^O'=C^O;  ist 
Legt  man  ebenso  die  beiden  anderen  Dreiecke  in  die  Papierebene 
um,  so  erhält  man  A  CaOJ^nnd  A  C^ObB,  wdrin  ^LC^OÄt^b, 
^Cj^OB-a,  OC^=zOC\=OC-l,  AC^  =  AC^  und  BC^=BCg 
ist,  so  dass  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  A  und  dessen 
Haibmessor  AC%  ist,  durch  0% ,  urtd  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
in  B  und  .dessen  Halbmesser  Bd^  ist,  durch  C^  geht.  Dieses 
ist  tn  Kürze  die  Entstehung  der  aus  der  Stereometrie  bekännteti 
Figur,  welche  unseren  Ableitungen  zur  Grundlage  dient  und  welche 
Herr  Professor  Grunert  zuerst  tür  die )  Zwecke  der  sphärischen 
Trigonometrie  verwendet  hat.    (S.  Archiv  Tbl.  XXV.  S.  225.) 

2)  Man  besdbtrelbe  tm  O  als  Mittoipunkt  nH  dem  Ualbnetf- 
ser  OC^  ==  OC4  =  1  die  Kreislinie  C^pgC^f  so  bilden  die  zwisefaen 
den  Schenkeln  der  Kanteriwftdkel  a,  b,  c  enthaltenen  Bogen  die 
Seiten  a,  b,  c  des  defm  geg^enea  Trieder  entsprechenden  sphä- 
rischen Dreieckes,  und  es  ist  ^IQ  =^Ci  =Sin6,  BC^^=  BC% 
sSina,    mithin,   da 

CiO'ssACi.SiaAzr^Sinb.ainA, 

C^O'szBC^.aiuB—Slna.SmB 

und    CityrsCtO'    ist, 

Sin6.Sini4 :?  Sina.Sini?, 

iVeravs  allg«i»eiB  Mgt:  <     r 

Sinil      SIni?       SinC 


a) 


Sin«  ^  Sinft  ^  Sine ' 


Zlliht  man  ArJL,OB  und  0'^\\  OB,  so  ist  O'ßxBrT^OB-^Or, 
da  aber 
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Or  =£^O.Co8c=Co8ft.Co8e; 

•o  erhUt  man  durch  Sab^titation  in  die  erste  Gleicheng: 

S{D6.SiDc.Co8i^=:Co8a*-Co8A.Cose  ^ 

oder 

,-_^                      ^       .       Go8a— Cosft.Cose 
^^  ^^•'^  = Sib6.8iac 

Es  ist  feroer 

(yB=iT$Z=lAT'^A$\ 

da  aber 

iVB  =3  BCi .  Cos  J9sSiD  a .  Cos  B, 

ilr    =2lO.Sinc     =:::Cos6.Sioc> 

Am    szAty .Cobc  ssACi.CosA.CoseszSinb.CoBü.CoBA 

< 

ist,  so  ergibt  sich  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  erste 
Gleichung  die  Formel 

(III)  8ina.Co8S=rCos6.8inc  — SinA.Cösc.Cos^. 

Wird  diese  Gl^eboog  durch  Sina  diyidirt  und  bedenkt  man ^  dass 
nach  (I) 

Sine      SinC      Slnft      Sinl? 

SiBa^Sinil'    Staö'~'Sinil 

ist,   so  folgt:  * 

Cosl^=Coso •  §=r^  *-  6*    j  •  Cos e. Cos A , 

und  wenn  man  mit  Siuil  die  Gleichung  multiplicirt  und  Cos 6. Sin  C7 
daraus  bestimmt: 

(IV)  Cos6.SinCr=Sin^.CosB-f  Cosi4.Sini7.Cosc; 

werden  hierin  die  sich  auf  einander  beziehenden  tirSssed  6-,  -'0  und 
B,  C  mit  einander  trertauscht,  so  .erh&lt  man  auch: 

Cosc.Sini?^Sinil.CesC-|-Ce8il.SinC.Cos6, 

und  wenn  die  Gleichung  (IV)  mH  Cos^l  roultiplicirt  und  sd  die- 
ser addirt  wird,  so  erhält  man: 


ff0gNMei  unfeine  Figur  in  der  S^ene*  803 

€o«e*fiKn£=?SiDj*(Cb8C4-CoBi<.Cofifi?)4'SiiiA.Co8M.Cosc 
oder 

•  ,  *  I 

€osc.Sin0.Sin«J=:Sini4.(€o8C-fCo82l.Co8J9), 
Cosc.SinA.SinJ  =?Co6p'|-Co8^.Co8A; 

mithin 

,„^  "  CosC+Co8il.Co8Ä 

(V)  C08C=        sinJ.SinÄ— • 

Nach  (II)  bat  man  aacb 

r     z'—  Cog  c  -^  Co8  g .  Co»  tt     ' 
^*'**^-         Sina.Sin6        * 

und  ans  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

Cos  C=  Siuii .  8inJS.  cos  tf — Cosil  .CosJB, 

Co8c=:Sina.Sin6.Co8C-|-Cosa.Co86; 

mültiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  Cosc  und  die  zweite,  mh 
CosC»  so  sind  die  Producte  einander  gleich,  und  man  hat: 

8inJ.Sini?.Co8*c-Cosil.Cos:S.Co8c     ■'.' 

=  Sina.Sin6.Cos'C-|-  Co8a.Co86.CosC 
oder 

Sin^.8in£-8in^.Sin^.Sin*c-Co8J.Cos^.Co8c 
=  Sina.Sin6^^Sina.8inA.Sitt^C-|-  Coisa^Cosd.CosC; 

da  aber  nach  (I): 

8in  a .  8in  C=  8io  itf  •  Sin  Cy 

8in  6 .  8in  C=  Sin  B.  Sin  c; 
80  ist 

Sin  a.  Sin  6.  Sin  sc  ==  Sin  J.  Sin  B.  Sine, 

mithin  wird 

(VI)  Sinil.SinB— Cosil.CosB.Cosc 

=:  Sina.Sin6-f  Cosa.Cos6.Co8C, 

■ 

eine  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  den  drei  Seiten 
eines  sphärisi^hen  Dreieckes,  wd<jie  Cagnoli  zuerst  aufgefun- 
den hat. 
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3)  Verlängert  man  die  Geraden  €%&  und  C^O^  bis  so  ihre« 
Durchschnitten  q  and  p  mit  der  Kreislinie  C^pqC^t  so  ist  offen- 
bar AC^'=.Ag  und  BC^^szBp,  also  geht  die  Kreislinie  C^Ci 
gehörig  verlängert  durch  g  und  jene  C4CS  durch  p*  Constrnirt 
*  man  nun  das  Viereck  pC^C^q  und  verbindet  O  mit  p  und  g,  ao 
ersieht  man  leicht  aus  der  Figur,  dass 

^C,OC^=:a+b  +  c,  CiC4=2»Sini(a+6+c),' 

^C^Op  =6+c— a,  C^p   =2Sin4(6+c— o), 

^C^Og  zsa+c—b,  C49  =2SinKa4<'—*)> 

^O^     =:a-|-6— cssSb,    pv     «:^Sini(a-f-6— c)  =2Sinx, 
^C^pO'  =ZC4yO'=18ÜO-4(«  +  6  +  c),       ^ 

Sin  CipO'  =  Sin  C4y0'=  Sin  i(a  +  *  +  c)  =  ^^. 

Ferner  ist 

■  « 

C;  (y^^Ct+d  0'=Slab+iSlab.CoaA=Sinb.H +OmA)=^iBb.Cw*^ 

O9  =  C^9  — C«0' 3=2Sin6— 2Sini.Cos*^s  SSinö.(l— Coa*^) 

=:28in6.Siii*^; 
mithin 

am  CgO'  und  (yg  durch  die  Bestandtheile  des  sphärischen  Drei- 
eckes auszudrücken,   hat  tean 

s      A^    ni   C^O' _S\nC^pO' _S\nl(a+b+c) _  C^O' 

im  ac,pu  :  ^^  —     Sine      ""        Sine         ""2Sini(6+c-ay 


im 


A^    fv    0'9_Swx  _SinKfl  +  ft-c)  O'g 


C^g  ""  Sine  ""  Sine  2Sin i(a  +  c— 6) ' 

also 

^,^      2  SiB  itn-f  6 -i-c).  Sin  4(6  4- c-a) 

_,  2Sini(a4e— &).Sin  4(a  +  * — c) 
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Werden  diese  Werthe  in  die  GlelehoDgen  (1)  substliulrt,  so  er- 
hält man  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  die  Formeln: 

Ebenso  ist  nach  der  Figur : 
C4 O' 3=  QB-h  ifO' SS  Sin  a  +  Sina.Cos  J7=  Sina. (1  +  Cos iS) 

=  2Sina.Cos^9 
0>=  C4P  -  C4O'  =  2Sina^2Slna.Cos2^  =  28ina(l— CosV) 


2  _-.««.«, — ..^  2 


2Sioa.Sin>^; 


mithin 

(2)  C«»*2=2Srn-i'    Sln«2-=2Si?55 

um  C4O'  und  O'p  darch  die  Bestandtheile  des  sphärischen  Drei- 
eckes ansittdrQcken«   hat  man 

im  A  c^yw  . -^  —     jjjij^     —        g.^^        ~3SiD4(a+e— *>' 

folglich 

_  _,     2Sin|(a+6-fc)SiBUa4-c-^) 


O'y  = 


Sioc 

2Sini(ft+c-a)Sini(o-f6-c) 

Sine 


Werdeo  diese  Werthe  is  (2)  substitnirt,  so  erhSit  man,  wenn  bei- 
dersrits  die  Qimdrttwnn«!  ausgesogen  wird;  die  G^eichangeIl : 

^'""^^V  '   Sina.äinc ' 


II 


««.*  _  4 fSiP i(6  +  c- g)  Sm i(a+6~c)    ^  ^ 


i'»;j  t7/ 
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Das  in  den  Formeln  (VII)  qnd  (VUl)  aosgesprochene  Ge9etB  der 
AbhSngigkeit  einee  Winkels  A  von  den  drei  Seiten  a»  6>  e  ge^ 
stattet  die  beiden  letzten  Formeln  anch  unmittelbar  aufznsehrelben. 
Wendet  man  dieses  Gesetz  an  zur  Bestimmang  des' dritten  Win- 
kels Cf  so  zeigt  sich: 

(3)  Cos2-=\  Sina.Sin6 ' 

...         ^  ^C     4 /"Sin i(6  +  c -  g) Sin  U^Tc^'g) 

(4)  S.n-2=\ Sina.Slnb '. V 

•  •  •  • 

von  welchen  zwei  Gleichnpgen  wir  im  NachfolgeDaen  einen  nflti- 
lichen  Gebrauch  machen  werden. 

4)    Nach  dem  Obigen  ist: 


woraus  man  mil  Leichtigkeit  folgende  vier  Gleichungen  erhält: 


SinTE.Sin 


^''  ^-81114(0  +  c-Ä)-"  -  ti^  •  C^'  ■^,' 


(8) 


r€os:^.Sin-g   T  ^  Q>p    QOf      4 
Sin  4(6  -f-  c — o)  Q^r '  Qp  '  c^p« ' 

•  .......  \,  •^« 

Wegen  CkC^C^O' oo  {^pqO'  gelten  die  PföportioDen : 


'  *  * 


• 


mitbin 


ftgreadtt  4Uif  HM  Ptgtw  t»  der  JUeiu.  'Jfft 

Ofp:pfssC,0':CtC^ 

0'p:0'q  =  C,0':Ct(yi 


9e—  ^2L 

pq  -  CiC 


od«r 


da  aller-  «acli  oer  zweliep  ProportioD  > 

0'p:CtO'=C,0'.0'q, 
so  wird  durch  Abicflrzang  mit  diesen  gleichen  Factoren: 

P9*     ~      ^?      ' 

nttd   «renn   man  diese  Gleichnng  mit   4   mnltiplicirt  und  dnreb 
Ctq.Cip  diridirt,  so  zeigt  sieb: 


•  « 


Cp.O'q     4    _CaO'.CtO'       4 
Ctq.Ctp'^'^    C,g.C4p     Ci^* 

also  sind  die  Ansdrflcke  (5)*  and  (Q  einander  gleich. 

Wegen   ^CfO'p  co\  C^tyg   bat  man  die  Proportioo: 

C^p:C^g='C,0':CtO', 
folgUcb 

(9)  C«9=Qp.^. 

und  im  AO'pCs: 

A         ^   ^  ^»   Sine 
oder 


» •  t  • 


CiQ« 
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werden  die  Gleichangen  (d)  inid  (U^  mit  einander  nralüplietrt  and 
wird  das  Product  durch  die  gleichen  Fiictoren  abgekürzt »  so  er- 
hält man: 

oder 

Nan  iat  aber 

Qp. Cty  _  Sini(6-|-c—'a)«nUg  +  <?—*)*  o,  JO' 
Ctq.Ctp—  SinaSioft  -»lü,^, 

mithin 

c 

der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  gleich  dem  «weiten:  Tbei|  ia 
(5)  und  es  ist  daher: 


.    • "» 


C(>s-ö.Co8^  Sin  A. Sin "s-        Sin^ 

^^^  Sin i(a  +  *  +  c) ^ ^^in i(a  +  6— c)~  ^inc  ' 


< ,-  .1»  .*  i 


.»•t « 


Wegen  ^C^O'»  cv)  ^QO'^  hat  man  die  Proportionen: 

O'p:CiO'=O'j:C40'; 
folglich 

oder  :  '  •.  '.^ 


1 1  ■  >  i  ■  < 


\  '^ 


.'      u\\    •'».'  • 


— *;■.,>    * 2 — ii,  — -  - — !<«>-;■■■*'.        1 1.*.  .  .<  V  \ 


1       • 


da  aber  nach  der  zweiten  Proportion: 

•r 

SO  wird  durch  Abkfirzang  mit  diesen  gIMchen  Factoren:  "''*}'• 


WS 


gepHMei  auf  eine  Ftgur  in  der  Eöme.  ;M)B 

and   wenn    man   diese  Gleichung   mit   4   mnltiplieirt  und   dmreh 
C^q^C^p  divldirt»   so  zeigt  sicIl: 

0'p.(\<y  _4 0[q^C^&   JL_ 

Cb9'(^4P  *75p5  —  C^q.C^p     C^' 

also   sind    die    Ausdrucke  (7)  und   (8)  einander  gleich. 

Wegen  ^C^C^O' co  £ipgÖ*  gilt  die  Proportion: 

C^(y:CiC^=0^ipg, 
mithin 

(11)  C^C^^C^O' .■^. 

und  im  ^  O'pC^  : 

0'9:C49=Sinx:Sinc=:^:Sinc> 


also 


o  j^     Sine 


oder 


(12)  /i9«  =  4.0V-^=» 


a 


werden  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  miteinander  multiplicirt  und 
ivird  das  Product  durch  die  gleichen  Factoren  abgekürzt,  ao  er- 
hält man: 

C^C^.pg=:A.O'g.C^O'.~l 

oder 

(kC^.pg  ^^  O'g.C^Q'    Sin>c 

Nun  ist  aber 

Qg.C^p^  Sin  a.  Sin  6  --i^o«-^' 

mithin 

Theil  XXVII.  21 
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4er  «rdte  TJieit  dieaer  Gletebang  ist  gleich  dem  iwmteii  Theil  in 
(7),  und  es  ist  daher : 

Sin 'S- «Cos  2-        Cos^-Sin-g        Cos^ 
^^^  Sin  i(a + c- Ä) ~  Sin i(6  +  c—a)"  Sine  * 

Die  Gleichungen  (A)  und  (B)  geben  nao  folgende: 

Cog^.Cos-^     {Sfni(a+6+c) 
Sin^ 

Sin  ^ .  Sio  j      sin^g-t-ft-c) 

^^  «„C       -       Sine        ' 

Sing 

Sin  2  •  Cos  2"     Sin  \(a+c~b) 
(c)  ■■  ^      = si^        . 

Co.  ^.  Sin  2"      Sini(6+c-o) 

W  — ^    c     =  — süT^ — 

Cos  n 


■  1 


Werden  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einmal  addirt,  einmal  sob- 
trahirt,  und  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  den  Gleichungen 
(c)  und  (d)  unter  gkeMizeitiger  Anwendung  der  bekannten  gonio- 
metrischen  Formehr: 

Cos(d?db9)  =Co8a?.Cosy  TSina?*Siny, 
Sinar±Siny=2Sin^^.Cos^Y^    und    Sin 2^=2 Sin o:. Cos d;; 

f 

so  erhfilt  um»  die  Gas ss' «eben  Gleichungen: 

^^)       jäiniC     "^     Sin;c     •     ^  .  ^      fcosiC     ~     Costc    * 

^,  Coal(A+B)     Coal(a+b)     ,^„^  Siai(A-B)  _  Sini(o-&) 
^^>        SIniC?     — ~T5Si^'    ^*"'      CdniC     "     Sinic 
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5)    Aas  (IX)  and  (X)  folgt: 

Sin  i(a  +  6)  =  ^'j^^ig—  •  Sin  ic 

« 

oder,   wenn  man  quadrirt  und  addirt: 

'  Sin«4C       •»">  tC+       Sin*iC       •*'''»««' 

folglich : 

Co8*iM  — iJ)     Co8»;(yi  — i?)  — Co««4(J  +  Ä)  _    „        - 
Sin^iC SiSS|r .Co8»ic=l, 

Co»«4(^  +  g)  .  CwH{A-B)-CoA*\{A-\- B)  ' ^.  „    _ 
Sinne      "•■  Sin«4C  oin-»c-i; 

also: 

r«..._-       Co8«i(^-^)-Sln^C 
1.0«  ,«—,     Cos«K^— Ä>-  C08»4(^+Ä)' 

8,„«e ^Co8«4(J  +  B)~Sin'iC 

°'"  **'"     Co8»4(^-Ä)— C08«l(^+iJ)  ' 

and  folglich,  wie  sogleich  erhellet: 

Co8>4(^— £)  — SlaHC 


(13)  Co8«ic= 


Sinil.SiaÄ 


n±\                RU»!^-     Co8«U^  +  g)-Sin«4C 
(14)  Sia«Se  = Sin  J.  Sin  B ' 

Es  ist  aber 

Co8«i(2l-iO-Sin«;C=Co8«iM— ^— Cos«(9(f>— iC) 

st|Co8iM-£)-f(W(90o^iC))iCosi(^-iB)-Cos(90P-iC)) 
=     2Cos{450-i(Ä  +  C-^)lCo8(45ö-.i(,|+C— Ä)} 
X38iif{4«o^i(Ä  +  C-ii))S»n{46«— KJ+C-fi)} 
=Sinl9(K>-4(Ä  +  C--4))SinJ90o— 4M  +  C-Ä)| 
= Cos  1(Ä  +  C— ^) .  Cos  J(i4  +  C— Ä) 
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={Co8  J(^+fi)  +  Co8(90<»-iC)  I  { CoB\(A+B)-Coa(W>—iC)] 
=     2Co«{46<>— i(^  +  fi+C))Co8|45«>  +  J(^  +  Ä— Ol 
x2Sln{46«>-J(^  +  Ä+C'))Sint45«+i(^+Ä-C)l 
=Sin{90»-4(^+B+C)|Sin{90o+i(^  +  Ä-C)| 
=Coal(A  +  B  +  C)  Cos  1(^4  +  »—  C) ; 

also,   f^enn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (13)  and  (14) 
sabstituirt  nnd  beiderseits  die  Quadratwurzel  auszieht. 


,   _ a/  Cos 4(g  +  C- A) . C<.s {(A-j- C- B) 


(XlII)    Cosic=:V  SSXShTß 


_  W'_  Coa\(A-\-B^C).  CosK^  -l-g-  C) 


(XIV)    Sin4c=V '- Sin  ^!  Sin  J? 


Diese  beiden  Formeln  können  auch  ans  der  Gleichung  (V)  aaf 
bekannte  Weise  entwickelt  werden;  da  jedoch  diese  von  Herrn 
Prof.  Grunert  (im  Archiv  Tbl.  XXVI.  S.  442.)  gegebene  interes- 
sante Ableitungsich  an  die  beziehungsreichen  Gauss'scben  Glei- 
chungen anschliessty  so  habe  Ich  mir  erlaubt,  dieselbe  hier  au 
benützen. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (IX)  durch  die  Gleichung  (X), 
ebenso  (XII)  durch  (XI) ,  (XI)  durch  (X)  und  (XIII)  durch  (IX), 
HO  erhält  man  bekanntlich  die  Ne  per 'sehen  Analogien: 


.^^^     Tgi(oJ^_1^08ii£--£;  .^-,,        igH«— o;_omti/i~£ 

(XV)     -T^T^ CosJ(i<+Ä)'  ^^^*^          Tgjc     "~Sini(^+l 

.^viiN  IiMh^-52£i(?z*)  rxvnn  Tgi(^-g)_sinU«-^ 

(XVII)     CfgiC    "C5^+ft)'  ^^^"*^      Ctg  IC    -"Sini(a  +  - 


.v^x     TgUoJ:*)    Cosi(^~g)     ^   ,      TgK«-ft)_Slnt(^-g) 
(XV)     -T^T^ CosJ(i<+Ä)'    ^^^*^  Tgjc     "~Sini(^+fi)* 

(«-*) 
(a  +  6)' 

Nachdem  im  ersten  Artikel  die  Entstehung  der  in  einer  Ebene 
verzeichneten  Figur,  auf  welche  die  spbärische  Trigonometrie 
gegründet  werden  kann,  in  Kürze  erlSutert  wurde,  benützte  ich 
dieselbe  im  zweiten  Artikel  zur  Ableitung  der  sechs  Haupt- Rela* 
tionen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Drei- 

eckes     im  dritten  Artikel  zur  Ableitung  der  Formeln   fUr  Coss-» 
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A  R  R 

SiD^,  Cos-^  und  Sin-Ä*»  welcher  sieb  im  vierten   Artiitel  jene 

der  Gaus 8 'sehen  Gleichungen  anschliesst«   um  aus  ihnen  Cos 5 

und  Sifta  durch  die  drei  Winkel  ausgedrückt  und  die  Nep er- 
sehen Analogien  su  erhalten,  womit  also  die  sphärische  Trigono- 
metrie vollständig  begründet  ist. 


Ueber  die  nach  der  dritten  Petenz  fortschreitenden 

Reihen. 

'  Von 

Herrn  Dr.  O.  E,  Simon, 

ordentlicbera  Lehrer  am  JoachimtthaiecheD  6jrana«iam  la  Berlio. 


Durch  die  Beschäftigung  mit  den  Exponentialreihen »  welche 
von  dem  reihenden  Element  die  dritte  Potenz  enthalten»  wurde 
ich  auf  die  nachfolgenden  Betrachtungen  gefShrt  Sie  zeigen»  dass 
die  vorliegenden  Functionen  Eigenschaften  haben»  welche  denen 
der  trigonometrischen  Functionen  sehr  ähnlich  sind;  endlich  fiSb- 
ren  sie  auf  einige  Integrale»  die  man  wenigstens  in  dieser  Form 
nicht  leicht  auf  anderem  Wege  erhalten  würde.  —  Erst  nach  Ab- 
scbluss  der  Arbeit  kamen  mir  die  Untersuchungen  OÜTler's  im 
IL  Bde.  des  Crelle*schen   Journals   zu   Gesicht»    welche   sehr 
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fihnlicbe  FuDctionen  beireffen;  jedoch  wird  Niemand  den  Unter- 
schied in  dem'  Ausgangspunkte  der  Betrachtung,  in  der  Behaud- 
langaweise  und  in  den  Resultaten  verkennen^  der  zwischen  jener 
and  der  vorliegenden  Arbeit  stattfindet 

Pie  dritten  Wurzeln  aus  —  1  sind  bekanntlich  die  reelle  —  1 
und  die.  beiden  compU^en 

1  +  tV3      l-^iyi 

wenn  man  nun  die  beiden  letzten  mit  besondern  Buchstaben  be- 
zeichnet,  etwBjfj*,  80  sieht  man  leicht,  das8y  =  — j*  ist,  auch 
findet  man  auf  der  Stelle  folgende  Gleichungen : 

Multiplicirt  man  mit  diesen  dritten  Wurzeln,  ~1,  j,  — j^,  den 
Exponenten  von  e*,  so  nehmen  die  nach  Potenzen  von  x  fort- 
schrdtenden  Reihen  folgende  Formen  an : 

a:*     x^     x^  fx     a^     x^ 


+  V2F  *"  5!  +  8!  ~— 
x^     x^     x^  ,/x     Ä*     x^ 

+•'  \M      ß'  *  8!    ■" 
21  ~  51  ■*■  81 "~  •" 


(l) 


(2) 


(3) 


Mao  bezeichne  die  in  jedem  dieser  Ausdräcke  gesondert  yorkom- 
menden  Reihen,  deren  Exponenten  :r*8ind,  mit  il(d;),  li{x),  <£(j:), 
so  dass    . 


Jl(ar)=. 


.      a:'     ap*      «• 


a* 


■51  + 


•  •  ■  •  9 


I      1 


(MOem  Poieim  /^ueireUeHde»  RMken.  MS 

and  (1),  (^,  0}  in  folgender  Art  gescbrielMiD  werden  kSilaea: . 

«-'  =J(a:)-   B(ar)+    <i{x),  (4) 

(8) 
(6)    . 


Y 


Uui  nun  neben  0i(s)  mwh  Ti{x)  und  tf(^)  in  den  Ezpotiential- 
grSeaen  aosnodrücken,  addire  man  die  letzten  Gleichungen^  naeh* 
dem  man  (4)  und  (6)  mit  —  j  und  j^,  oder  mit^  und  -^j^'  mu)t)* 
plicirt  bat.  Mit  Rücksiebt  auf  die  oben  fär  j  aufgestellten  Gleicbungen 

erhält  man: 

• 

<(«)  = 3 . 

f 

Es  ergibt  sich  unmittelbar ,  das«  Ü(0)=^1,  ]ß(0):^tfl!0)r=^0  ist; 
dass  ferner  ^ijx)  fl3r  positive  Wertbe  von  x  unzShItg  fiele  Male 
von  positiven  zu  negativen  Wertben  (tbergebt,  dagegen  ffir  nega- 
tive  X  nach  der  positiven  Seite  zu  in's  Unendliche  wächst;*  19(Ar) 
und  ^{x)  sich  fiir  positive  x  ähnlich  wie  A{x)  verbalten  >  dagegen 
fOr  negative  x  Ti{x)  nach  der  negativen,  ^{x)  aber  wie  il(^>  nach 
der  positiven  Seite  In's  Unendliche  gebt.  Der  erste  Werth  votk 
x,  f&r  welchen  ACx)  verschwindet,  ist  a:o  =  1,61099  während 
»(:ro)=:l,2214,  tf(afo)=2,0417,  il(-aro)=2,4<l36,  »(-Xo):^-4,ie84, 
tf(— jro)==l»4918.  Der  erste  positive  Werth  von  x  aber,  für  wei- 
chen il(a;)  wiederum  gleich  1  wird,  ist  :r|=^  5,3204«  wogegen 
^(^i)  einen  negativen,  £(^i)  einen  von  -f-1  verschiedenen  positi- 
ven Werth  hat. 

In  Betreif  der  Formeln  (5)  und  (6)  ist  zu  bemerken,  dass 
ihre  Beziehung  zu  einander  die  c6njugirter  imaginärer  GrOssen  ist, 
so  dass  ihr  Product  nur  reell  ist.  Zwei  Ausdrücke  sind  demnach 
einander  conjngirt ,  wenn  in  ihnen  die  Factoren  von  j  und  j^  ver- 
tansebt  «ind>  and  dieselben  in  dem  einen  die  entgegengesetzten 
Vorzeichen  haben,  als  im  andern.  In  der  That  erhält  man  durch 
Multiplication  von  (5)  und  (6),  unter  Beachtung  der  Gleichung 
j'-'p SS  I ,    wenn  man  4  fiSr  A(x)  u.  s.  w.  setzt: 
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Als  Prodact  dieser  Gleicbang  mit  (4)  ergibt  sich  die  bemerken«- 
vrertbe  allgemeine  Formel: 

1  =  il»(ar)  —  B\(x)  +  a\x)  +  3ü(ar)  »(ar)  «(ar) ,  (7) 

eine  Gleichung,    welche  in  Bezug  anf  jH,  ]Sy  C  dieselbe  Bedea- 
tong  bat,  wie  für  die  trigonometrischen  Functionen  sin*a-f  cnsV=l. 

Indem  man  femer  (4)  mit  (6),  (4)  mit  (5)  verbindet  and  die 
Gleichnngen  —  1— j«=— j,  ^l+jznß  berücksichtigt,  resul- 
tiren  die  Formeln: 

welche  mit  Hinzuziehung  der  fiür  e*  gefundenen  die  Werthe  un- 
serer Functionen  Ü,  ]},  £  für  negative  ap  bestimmen,  nämlich: 

Ä(-ar)=      iP(ar)+B(a:)tf(a:),  (8) 

»(-a;)=-(P(a:)-.il(a;)B(a:),  (9) 

«(— ar)  =      »«(a:)— iK^)  «(ar).  (10) 

Nachdem  so  einige  Verhältnisse  der  Functionen,  welche  denen 
der  trigonometrischen  Functionen  entsprechen,  erörtert  worden, 
wollen  wir  auch  die  Ausdrficke  von  Ü,  ]S,  C  geben,  welche  die 
Function  einer  Summe  durch  die  Functionen  von  den  einzelnen 
Summanden  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  in  (4),  (5),  (6)  für 
XIX -^-y,  verbindet  dann  die  Gleichungen  in  derselben  Weise  wie 
oben  die  unveränderten  (4),  (5),  (6),  so  dass  A(X'\-y)  etc.  gefun- 
den wird  als  die  Summe  von  Exponential  -  Ausdrücken ;  zerlegt 
man  letztere  In  Factoren,  so  dass  jeder  Exponent  nur  x  oder  y 
enthält,  und  substituirt  dann  für  diese  Factoren  ihre  Werthe  nach 
(4),  (5),  (6),   so  ergeben  sich  die  Formeln: 

Ä(^+y)=il(^)Ä(y)-BW%)^tf(ar))j(y), 
B(^+y)=»(^)il(y)-  «(^)%)  +  il(a:)B(y), 

tf(a: + y) = «(ar)  il(y)  +  il(a:)  «(y)  +  B(a?))%) ; 
sowie  unter  Hinzuziehung  von  (8),  (9),  (10): 

A{x^y)^ik{x)g^)  -»(a:)»«(y)  +  «(a:)<P(y)  +  il(a;)»(y)€(y) 

+  »(a:)Ä(y)«(y)  +  €(a:)il(y)»(y), 
JS(x-y)==JJ(.T)il«(y)-«(a:)»%)-it(a:)<P(y)+»(a:)»(y)%^ 

+  «WiKy)«(»)-ii(*)il(y)»(»)» 
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tf(*-y)  r«  tf(,)il«(y)+JI(a:)»«(y)-»(ar)«^y)  +  tf(ar)B(jf)€(y) 

-il(«)  A(i,)  «(y)  -  »(«)  «(y)  B(y). 

Die  Symmetrie  in  der  ZusamraeDsetzuog  dieser  AusdrScke  so- 
wohl &ij  x-\-y,  als  auch  fSr  x—y  ist  niclit  zu  verkennen.  — 
Setst  man  zunfiehst  in  diese  Formeln  ü3r  y  jenes  Xo=  1>6109  «■< 
wofür  M{Xf^  =  Q,    so  gehen  diese  Formeln  in  folgende  dber: 

il(a:  +  ^o) = -  2.(W17»(a:)  —  l,2214€(a:) , 
B(a:  +  a:o)=-2,0417«(ar)  +  l,2214JI(as), 
«(«  +  a:o)  = + 2.0417JI(a:)  +  l,K14»(a?) ; 

JK«— aro)  =2,4936ll(ar)  -  l,4918»(ar) +4,I684€(«) , 
»(«— aro)=2,493«»(a:)— l,4918«(a:)+4,1684il(.T), 
«(j;— aro)=2,4936«(a;)  +  I.4918il(a;)-4,168«J(ar), 

aus  denen  sich  die  folgenden  Werthe  mit  Hälfe  der  vorhergehen- 
den nnd  umgekehrt  berechnen  lassen.  —  Substituirt  man  aber  in 
die  hierzu  angewendeten  Formeln  .y=^x  und  y  =  2;r,  so  erhält 
man,  audser  den  schon  bekannten  4(0)  =  I,  39(0)=:<C(0)=0,  noch 

Mdix)  =z     £fl(x)  ~  2B(«)  €(ar) , 
1S(2j:)=— «P(ar)  +  2M(x)  V(x), 
i{2x)  =     TSH»)  +  2 J(a:)  C(ar) , 
nnd  mit  Berficksichtignng  dieser  Formeln: 

J|(3a;)  =3JI»(ar)        — 3»»(ar)         +  3«f  »(ar)  —  2 , 
»(3«) = 3iP(jr)»(a;)  -  3»«(x)  (i(x)  -  2^x)  tHx) , 
tf(3»)  =  3JP(a:)  tf (a:)  +  3B»(a:)  Jl(a;)  -  3tf  «(a;)  »(;r). 

Endlich  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (4),  (S),  (6)  flir  ganze 
{Msitive  Werthe  von  n  die  Gleichungen: 

[JK«)— »(a:)     +tf(ar)]«   =  Jl(na:)  -  »(na?)    +<(»u?). 
[il(«)+^»(x)  +^(a?)]-=JI(»ia;)+yB(nar)  +y««(na:), 
[Jl(a:)-j«]8(ar)-j«(x)]*  =  JK«a:)-j«»(»af) ->«(««), 

an*  denen  sich  die  Functionen  von  Vielfachen  der  Variabelo  nach 
den  Potenzen  der  Functionen  von  den  einCMben  Variabeln  ent- 
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wickeln  hiMen.  Diese  Eotwlckekingeii  sind  jedoch  eehr  complt* 
cirt^  indem  sie  je  nach  den  Resten  von  n  ffir  den  Divisor  6  ver- 
schieden sind.  —  Um  nach  den  obigen  Gleichungen  Üipc)  in  den 

Functionen  von  2ar,  oder  üfo)  in  denen  voll  or  auszudrücken,  hat 

man  eine  Gleichung  vierten  Grades  nach  il(ar)  oder  ilfa  )  aufini- 

lösen,  in  welcher  die  CoelBcienten  der  Potenzen  dieser  Grossen 
complicirte  Ausdrucke  aus  den  Functionen  der  doppelten  Argn* 
mente  sind. 

Substituirt  man  in  die  Exponentialausdrucke  fiir  Ü,  S,  <  xj 
und  xp  für  x^   so  erhält  man: 

Ä(:r/)=il(a:),         »(:r/)=J«»(x),  €(^/«)=-/«(a:). 

Endlich  verdienen  noch  folgende  Formeln  ihrer  Symmetrie  und 
Einfachheit  wegen  Bemerkung: 

A{x^-yJ)  =  4(^)iP(y)--i«»(jr)33«(y)-itf(^)tf«(a^)+il(a:)»(y)%) 

+ y«»  Wil(y)%)  -i«(^)il(y)»(y), 

-ßA(x)A(y)(£(y)  +y»(^)il(y)»(y), 

M^+yJ^ = Aix)  üCy)  +mx)  %)  -ßSix)  »(yj , 
yiix+yP)^V{x)a(y)+Mx)a(y)  +^il(a:)»(y), 


Das  Verhalten  unserer  Functionen  in  Bezug  auf  die  Differen- 
iMition  und  Integration  wird  durch  folgende,  leicht  zu  vertfieireode 
-FundomentalgleieiHii^eD  hestininit: 
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« 

i^>=._B<.,,  ^'=-<«.).  ^=«.), 

!^=_*„;  ^'=-j.(.,.  ^=-«. 

Daher  genügen  unsere  FuDctionen   der  allgeineineii  DiiEarential- 
gleichung 

Setzt  man   nnn   den  Quotienten  zweier  Functionen  gleich   einer 
neuen  Function  ^   wie 

r         » 

80  ist 

cait(a;)  _  iP(g)+»(g)  C(jr)  T$(x)  i£(x)  _  Aj-x) 

dx    ""  m.x)  ~*+     JP(«)    —  gl\x)  ' 

«at(a;)  _  it(j;)»(a;)  +  <P(a;)  »(— a;) 

dx    ~  jfl{x)  —       OHx)  ' 

Hieraus  erhält  man: 


o 


und  indem  man  Cur  £i,  7$,  il,  Vt,  K  die  entsprechenden  Reihen 
setzt: 

*+3I+6l+9!+--      ,  1      4!  +  7l      •••       ,„, 

^^  = ^a     ^6     ^9     r-K  (11) 


V^""3!  +  6!""^+- •y  ^"3l  +  6f""9!^ 


(12) 


.       ,.       ..      101     -v 

dxs=, s s—— *» 


SSO  StmoH:   üeäer  die  naeh  dir 

T  +  4I^"7!  +  ""       j   _äi~6['*'8!~""     .,-. 

J       /-      X»     X»     ar« V    -~-      ar».««  *    ^    ^ 

«       V.       31+ B!  "«+••/  *~3!+lH""'* 

Wenn  man  ausgeht  von  den  Gleichungen 

,M(x)  g(x)  '         . 

.  "»(a!)_      <(— ar)       _€(£)_  il(:r)g(a;)_g(--a;) 

da: »«(ar)  '         dx     ~~*  <i*(x)    ~"  ««(«)   ' 

d«     —       «f  «(x)  '  «^     ~  W«)    "»*(*)' 

so  «rhlUt  man   die  folgenden  Integrale: 


VI  ""  41  +  7!  ~  -y  r  '"  4!  "*^  7f  +  "" 


/        /x^     x^     x^ 


X*       X^ 


V2!      5!  ^8!^  ••7  Sl^öi  +  a""  •• 

g  /-      a:*     x^  \  fx     x^     x^  \ 

2! ""5!  +  8i"~  ••7 


2:r'      5a:«     &»• 

5f     ^     a:* 

2!  ""5!  +ä~- 


+  c,  (16) 


^       £^       ^  X        «^       «^ 

2!+ 6!+8l+'"      .  1       4I^^7I~*-  ^^ 


2!""6i  +  8!""-7 


21      Öl^"«-"' 


jr*     x^     a^  X*     x^     X* 

2!^"6i"'"a"'"" "    jj.-2!"^M"^8f'^  •"  jg 

(a?       o:*      a;^  V  x       x^     x^  '  ^    ' 

r^  4!  +  7!""  ••7  1  "  4! +?!""•  • 
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Vi  ""41+  7!""  -y 


<2a? 


2!""  51  "**  8!  ""•*' 

r""4i  +  7f""- • 


(19) 


Endlich  würde  man  noch  das  Integral  einer  eigenthfimlich  ge* 
bildeten  Function  erbalten  ^  wenn  man  aus  der  oben  anfgestellten 
Gleichung  fSr  il(a;-|-^o)  ^(^)  bestimmte,  diesen  Werth  in  (l)  sub- 
stituirte,  und  die  dann  sämmtliche  Potenzen  von  i{x)  bis  zur 
dritten  incl.  enthaltende  Gleichung  in  Bezug  auf  i{x)  aufloste. 
Der  so  gefundene  Werth  von  i{x)  würde  zwei  Kubikwurzeln  aus 
irrationalen  Functionen  von  ü{x)  und  A{x-{-x^  enthalten,  und 
wenn  man  diesen  Werth  nach  x  integrirte,  würde  man  wiederum 
—  A{x)  erhalten. 

Bezeichnet  mau  die  in  4(0?  -h^o)  vorkommenden  Zahlen  so,  dass 

2,0417  =  ^,    1,2214=  J,    also  /J<1, 

femer  folgende  von  x  nur  £i{x)  und  il(ar-f-a7o)  enthaltende  Aus- 
drücke 

a^{x)!Sl{x  +  j;o)  [l-/?*]  +  /J[i5il«(j:)  — a«iP(:r+arp)] 

mit  P, 

«il(ar+aro)  [««iP(a:  +  ^o)  -  3i5il«(j:)]  [l-jS»]  +  (/?»  +  !)•  \ßfl{x)  ^  I] 

^- fkflß^Mix)  0^ix -^^  xo) 

mit  2Q, 
so  ist 

=  a^[»(ar+a:o)-»(a?o)]-/W(:r)-OJ»  +  l)[il(:r)-l]. 


Anmerknng  de»  Herausgeber»,  Ick  mecbe  Torlaofi^  eafmerksam 
aaf  eine  im  nächsten  Hefte  unter  dem  Titel:  Entwickelnng  der  yor- 
znglichsten  Eif^enschaf ten  einiger  mit  den  goniometrischen 
xnnSchst  Terwandten  Functionen  ertcheinende  ansfnhrlichie  Abhand* 
long  dea  Herrn  Professor  Knar  in  Gratz,  und  halte  mich  für  yerpfiichtet-, 
ra  bemerken,  dass  diese  and  vorstehende  Abhandlung  gleichseitig  in 
meinen  Hinden  gewesen  sind.  Zugleich  verweise  ich  auf  die  Abhandlung 
des  Herrn  Hellwig  im  Archiv.   Thl.  XXI.  S.  43.  Nr.  Y, 


aßi^Simon:    Ueber  die  Fi4ehen,  deren  n^upikrümmungsradien  in 


Ueber  die  Flächen^  deren  Hauptkrummungsradieii  ia 
jedem  Punkte  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe 

haben« 

Von 

Herrn  Dr«  O.  £.  Simon y 

ordentlichem  Lehrer  am  JoachimsthaUchen  Gymnasiam  an  Berlin. 


Es  ist  bekannt»  dass  der  Nenner  des  Quotienten»  welelMr 
den  HauptkrOromungsradius  einer  Fläche  ansdrOckt,  durch  eine 
quadratische  Gleichung  aus  den  partiellen  Differentialquotienten 
der  einen  Coordinate  nach  den  beiden  andern  bestimmt  wird. 
Setzt  man  i»  dieser  Gleichung  den  Coefficienten  der  ersten  Potem 
des  Nenners  gleich  Null,  so  werden  die  beiden  Werthe  des  Nen- 
ners» also  auch  des  Hauptkrfimmungsradius»  gleich»  aber  entge- 
gengesetzt sein.  Die  Flächenf»  welche  diese  Eigenschaft  haben» 
mfissen  also  z  als  eine  solche  Function  von  x,  y  bestimmen »  dass 
der  partiellen  Differentialgleicbung  genfigt  wird: 


^. 


Aus  den  Elementen  der  Variationsrechnung  ergibt  sich  aber  auch» 
dass  diejenigen  FIfichen,  welche  dieser  Grieichung  genügen»  die 
Uetuste  Oberfläche  von  allen  denen  haben»  welche  dtt^ll  fe(hen 
gegebenen  Umfang  gehen.  Demnach  werden  sieb  beide  genannte 
Eigenschaften  bei  den  zu  discutireoden  Flächen  finden« 

Die  Gteichung  (1)  lässt  sieh  nach  den  bisher  bekannten  Me«- 
thodeu  im  Allgemeinen  nicht  so  integriren»  dass  z  eine  reelle 
Function  von  x,  y  würde:   man   muss  daher  specielle  Annahmen 
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machen»  anter  denen  (1)  integrabel  wird.  Die  zunächst  sich  dar- 
bietende Annahme  ist  die: 

woraus  ersichtlich»  dass  die  Ebene  %\c^=Lax\by  der  Glei- 
chung (1)  genügt.  Sie  hat  offenbar  .den  kleinsten  Flächeninhalt 
Ton  allen  Flächen «  die  durch  eine  ebene  Curve  gehen «  und  man 
kann  die  unendlich  langen  Krümraungsradien  stets  in  entgegen- 
gesetzter Lage  denken. 

Zu  einer  andern  speciellen  Annahme  hat  Catalan  in  einer 
Notiz  (Tlnstitut  4.Aoiitl855)  Veranlassung  gegeben;  das  dort 
mitgetbeilie  Resultat  soll  hier  abgeleitet  und  discutirt  werden. 

Wird  t  so  durch  x^  y  ausgedrückt»  dass  diese  Variabebi  von 
einander  getrennt  sind»  also  durch  die  Gleichung 

(3)  t  =  Jf+F, 

wo  Xf  F  Functionen  nur  von  x  respeetive  y  sind,  so  sind  auch 
K-  und  Ä-   nur  Functionen  von  x  resp.  y^   und  der  zweite  Diffe- 

rentialquotient  g-g- verschwindet  Alsdann  nimmt  (1)  die  Form  an: 

Hiervon  ist  das  nach  x  genommene  Iittegral: 

'dz 


arctang^^^+flcr^O, 


wo  a  eine  in  Bezug  auf  x  constante  Grösse  bezeichnet    Ebenso 
ist  das  nach  y  genommene  Integral: 


B,Tcimg(^^  +  ßy=zO, 


wo  ß  nach  der  Differentialgleichung  noth wendig  gleich  ^a  ist 


SH^Simon:    Veter  die  Flächen,  deren  H4iupikrümmun§8radien  in 

60  folgt,    das8 

2  =  -  logco«  üLX logcos  ay  s 

und   wenn    man   a  =  1   setzt : 

COBX 


t  =  log 


cosy 


Zar  Discussion  dieser  Gleichung  diene  Folgendes.  Zieht  man 
in  der  (a?^)- Ebene  durch  den  Anfangspunlct  der  Coordinaten  swel 
Linien  ^=±^9  und  mit  diesen  unzählig  viele  Parallelen ,  so  dass 
je  zwei  Linien  einer  Schaar  die  Entfernung  »y2  haben;  theiitman 
ferner  dieselbe  Ebene  in  Quadrate,  deren  Seiten  durch  die  Giei« 
chungen 

.  2n  +  l  .  2m  +  l 

«=± — 2 — ^*  y=± — 2 — " 

gegeben  sind  (m,  n  beliebige  ganze  positive  Zahlen  incl.  0);  so 
besteht  die  ganze  Fläche  aus  unendlich  vielen  Wiederholungen 
eines  einzigen  Flächentheils ,  die  sich  im  Räume  über  allen  den 
Quadraten  befinden ,  welche  zwei  von  jenen  parallelen  Linien  zu 
Diagonalen  haben.  Cm  diesen  einen  Flächentheil  zu  veranschau- 
lichen,   stelle  man  sich  den  Raum  vor»   welcher  durch  die   vier 

n  n 

Ebenen  a::=::tn>    9=^0  eingeschlossen  ist    Denkt  man  sich 

in  der  (yz)-Ebene  eine  Curve  verzeichnet: 

2  =  -— logcosy» 

welche  die  y-Axe  im  Aufangspunlct  tangjrt,    nach  der  Seite  der 

ff 
positiven  x  in*s  Unendliche  geht  und  die  Linien  x=zO,   y=zj^^ 

SU  Asymptoten  hat ;   ebenso  in  der  (azyEbene  eine  Curve  . , 

z  =  logc^:r, 

welche  die  :r-Axe  im  Anfangspunkt  tangirt  und  nach  der  Seite 
der  negativen  t  in's  Unendliche  geht,   so  dass  ys=Oj   «cs^s 

ihre  Asymptoten  sind;  bewegt  man  nun  die  letztere  Curve  paral- 
lel mit  sich,  so  dass  ihr  Scheitelpunkt  stets  auf  der  ersten  Curve 
sich  befindet,  —  so  entsteht  jener  gesuchte  FUcbentheil.     Die 
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n  .  n 


CSeraden  ar=J:Ä,    yzzi-j^jz   gehören  zu  deniselbeiv,  sowie  su  den 

angränzendeD  vier  Theileo»  welche  man  in  derselben  Welse  er- 
häity  wenn  man  in  der  yorbergehenden  Construction  den  Durch- 
schnittspunkt  der  Quadrat-Diagonalen  für  den  Anfangspunkt  setzt 
Die  (o:^)- Ebene  wird  alsdann  von  der  FlSche  in  jenen  beiden 
Schaaren  paralleler  Linien  geschnitten. 

Von  den  Cylinder-  und  Regelflächen  genfigt  keine  andere^  als 
die  schon  aus  (2)  erhaltene  Ebene  den  Bedingungen;  dagegen 
findet  man  eine  gerade  Conoiden- Fläche  auf  folgende  Welse.  Die 
allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Fläche  Ist 


(4)  x  =  ^(f) 


_  » 

y 


t .  • 


WO  9>  eine  noch  unbekannte  Function  bedeutet,  und  setzt  man 
so  erhiM  man  als  Bedingangsgleichang  oaeh  (I): 


(^+y*)^+2a:y^=o. 


welche  übergeht  lo 


51«  +i»  +  18i~"' 


deren  erstes  Integral,  wenn  A  eine  wUlkärllche  Constante, 

so  dass,   wenn  man  s  flir  ^  und  -   für  A  setzt^ 

z  =  il  arctang  — » 

d.  h.  die  Gleichung  der  Schranbepfläche  resultlrt;  und  in  der  That 
sind  deren  HauptkrAmmungsradien  ±  —     a        ' 

Endlich  wollen  wir  untersuchen,  ob  eine  der  Rotationsflächen, 
deren  Gleichung  ist: 

(6)  «  =  9(«*+j^, 

UmII  XXVII.  st 


unserer  Bcdinf^nng^gleicbung  (I)  genGgt;    setzt  man  sfl-\'jf^=:l, 
80  nimmt  (1)  die  Form  an: 

1  3a) 

Sobslitairt  man    --rr   für  gr  »    so  rereinracbt  sich  diese  DUferen- 

tfalgMcftoDg  in  die  lineare: 

welche  Termittelst  der  Substitution  ^  =  f<,   c{^  s  «rf#  -f  <d!f  Inte» 
grirt  wird.    Man  erhält*  dadurch  als  erstes  Integral : 

\         dfp  1 


wo  o*  eine  Constante  beieichnet;  Daran«  ergibt  sich,  nntet  der 
Annahme,  dass  9  oder  2  verschwindety  wenn  X  oder  «*  -|-  ^ 
=  l:o*  ist: 

oder 


d.  h.  die  Gleichung  der  aus  der  Rotation;  einer  Kettenlinie  um  die 
fAxe  entstandenen  Fläche:  ein  Resultat,  das  auf  anderem  Wege 
schon  in  den  Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  hergeleitet 
wird  und  dort  Gegenetind  eiber  linreiebeiideD  KrCrtemng  gewer* 
den  ist 


Cikrirä$nt9r:    2mr  Ukre  iH>m  th'Ht^k,  2i7 


%A  i  I 


Zur  Ldhre  Tom  Dreieck«. 

Von 

Berrn  l^ranz  Vnf erdinger ^ 

liebeDtvercloheningt  -  Calcnlator    der  k.  k.  p.   Axienda  AttieiiMhi  fiW  iMr 

Tr  feilt 


Sind  a»  6«  •  die  drei  Seilen,  iet  J  der  Iiläcfceiifavm  de« 
Dreieckes  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  "6.)  und  q  dei  Halbmesser  des  dem-' 
selben  eingeschriebenen  Kreises'»  so  besteht  folgende,  ans  der 
Elementar- Geometrie  bekannte  Gleichung: 

(1)  ^f=i(a  +  6  +  c).^. 

Eine  fibnliche  Relation  findet  statt  awiecbeii  den  drei  Seiten,  dem« 
Flächenraum  eines  Dreieckes  und  dem  Radius  eines  äussern  Be- 
rfihrungskreises  desselben,  und  dieser  «rollen  wir  Mttlfcb^ti'csfriinhen. 

Ist  Ol  der  Mittelpunkt  des  dem  Winkel  A  gegenüberliegen- 
den äussern  Berubrungskreises,  so  ziehe  man  die  Geraden  OiAt 
OiB,  OgC  und  (alle  auf  die  nüthigenfalls  verlängerten  Seiten  BC, 
AB  und  AC  die  Senkrechten  AF,  AG  und  AU.  Alsdann  ist* 
wenn  wir  den  Radius  des  äussern  Berfibrungskreises  mit  qi  be- 
zeichnen : 

and 

ar .  ABC  =  ar .  AffOi  Cr — ar .  CBOi  GB. 

Es  ist  aber 

ar. il^O|G  =  si.ilGOf  4:  a#.illR^=:  4^G.  OiG-f  ii4A.  Oiir 
^itj,.(Atf^M):AllQ^.(AßiBG^AC+CH) 
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oder,i?eil  J?C=BF,  CH  =  CF  und   iBF+CF=J?C=«  ist. 

Weil  ^BGOi^^BFOi  ond  ^CHOi^  ^CFOi,   so  ist 
nT.CHOiGB  =  2.SLr.OiBG+2.ViT.OiCU 

=  BG.OiG  +  CH.OiH 

—  BF.Q^  +  CF.pi 

mitbio 

oder 

(2)  ^  =  i(6  +  c— a).p,. 

Ebenso  ist 

wenn  ^  und  ^^  die  Radien  der,  den  Winkeln  B  und  C  gegen- 
fiberliegenden  äussern  Berübrungskreise  sind.  Wenn  die  Glei- 
ebungeo  (1),  (2)  und  die  beiden  letzten  mit  einander  multiplicirt 
werden,  so  wird  man  finden,  ^eil 

(3)  ^  =  x*,.(a+6  +  c)(6+c— a)(a+c— 6)(a+6-c) 
ist : 

Nacb   dem  Obigen  ist  aach: 

b  +  C^ars:  — , 

9t 

2J 
a  +  c  —  6  =. —  f 
9% 

^^ 
a  +  6  — c=—  ; 

werden  die  drei  letiten  Gieicbungen  addirt,  so  erbilt  man: 

\9i      9%     9$/       9 
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mithin 

111         1 
-=  —  +  —+--. 

^       ^       P«       P» 

Setzt  mau  die  beiden  Relationen  (I)  und  (2)  als  bekannt  voraus, 
so  fiLllt  es  nicht  schwer,  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des 
umschriebenen  Kreises  von  jenem  eines  der  Berflhrungskreise  des 
Dreieckes  durch  die  Radien  ausgedrückt  auf  trigonometrischem 
Wege  zu  erhalten,  ein  Problem,  welches  Herr  Rump  in  Thl.XXVlL 
des  Archivs  S.  33.  auf  eine  neue,  sehr  eionreiche  Weise  rein  geo- 
metrisch gelost  hat. 

Es  sei  0  der  Mittelpunkt  des,  dem  Dreieck  ABC  umschrie- 
benen und  o  jener  des  eingeschriebenen  Kreises,  alsdann  ist  die 
Verbindungslinie  OA  =  r  der  Radius  des  ersten  und  die  auf  AB 
von  o  aus  geföllte  Senkrechte  oE  =  q  der  Radius  des  zweiteh 
Kreises.  Construirt  man  das  Dreieck  AOo,  in  welchem  Oo^zd 
der  gesuchte  Abstand  ist,   so  ist  bekanntlich: 


Oo^z^  A(P+Aq^'-2.A0.Ao.CoaoAO. 

Man  sieht  leicbt  aus  der  Figur,  dass  j^AaB=z^C,  ^  GAB 
=:^OBA;  mithin  ist  2.^ Oilfi=:2R-2C  oder  ZO^A=R-*C; 
femer  ist  ^  oAB  =  lA,   also 

j^oAO=:\^oAB'~^OAB=\A--{R-C)=:i(A+W)''R 

=:i(J  +  0  +  iC-R  =  l(2R-Ä)+4C-R=4(C-J?) 

und 

'*''  -  Sin  iA; 

Werden  diese  Werthe  in  obige  Gleichung  substituirt,  so  geht 
sie  fiber  in : 

^='*'+sife-^Sife-^^**-^ 

-.,2.2p  Fr  ^^''^(^-f^ ?_i 

-r       ZQ.iT.       g.^j^  2Sin«ii|J' 

(4)  d»  =  r«  — 2^.Ä, 

wenn  man  den  in  der  Klammer  enthaltenen  Ausdruck  kurz  mit  R 
bezeichnet.  Zieht  man  CD  senkrecht  auf  AB,  so  ist  nach  einem 
bekannten  Lehrsatze  der  Elementar -Geometrie: 

flÄ  =  2r.C/> 
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ofcr 

mithin 

ferner  M  ne^k  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

mithin  wird 

Sin«M=5jg^.(a+c--6)(a+6-c), 

•o  wird  mit  RQcksicht  auf  (1) : 

—        (g  +  6  +  c).g ibc.J 


i»ta«ijl'"2(a+6+c),Sin«M"-(fl  +  6  +  c)(a+c-^6)(«+6-c) 

46c  (6 +  c — q).zf 

•"(a  +  Ä  +  cXÄ+c— a)(a  +  c— 6)(a  +  6— c)' 

oder  naeh  (3): 

g 46c(6  +  c — a)»J_  ^^   fLt 

Hiernach  wird  also 

Ä  =  j^.(6+c)— j^.(6fc— a)=^:?=r,    [nach  (5)J 
und  die  Gleichang  (4)  geht   Qber  in: 

Cm  die  ähnliche  Relation  lur  die  Distanz  des  Punktes  0  von 
dem  Mittelpunifte  Oi  eines  äussern  Bernhrungskreises  abzuleiten» 
ziehen  wir  OOi  =di  und  haben  fiir  das  Dreieck  OBOi  die  Gleichung 


00i«r=  di«=r«  +  OiiB*— 2r.  0|iB.  Cos  OBOi. 
Es  U^  leicht  ersichtlich,  das9  Z.BOxG^\B,  also  ist 


^OBC^B—^ABO^B—^OAB^B—iR—C) 

^€BOi=:R—\B; 

mitbiD  wird 

^OBOi  =  m-(A+iB)  =  A+£+C—(Ai-iB) 

=  lÄ  +  C=4(fi+2C)=:J(2R-^  +  0  =  R— 4(il  — O. 

Obige  Gleicbong  vernrandelt  sich  Dunmehr  in  folgeode: 


.  «      r       ft  SinlM-C)  1 


(7)  <ii«  =  rH2?i.Äj. 

wenn  wir  den   ia  der  Klammer  entbalteDea  Auadmck  der  Kfirto 
halber  mit  Ri  bwwirirteiK 

Weil 

Co8«iÄ=4~.(o  +  6+c)(a  +  c-6). 

« 

•o  erhSIt  man  mit  Rucksicht  auf  (2): 


4;j3.(a+*+c)(6+c— «)(a+c-6) 

"*■  ^a  +  6  +  c)(6+c-Ä)(a  +  c-6)(a+6-c)* 
mithio  nach  (3): 

Ferner  ist  aus  der  ebenen  Trigonomettie  bekamit»  daee 

Sini(i^— C)     a-^c       ,       ^  abc 

'  'fei?    '^^X-   alea,  d.r*:-j2- 


Sin  i(^  ~  C)  _  fl£  ,         , 

urerden  diese  Werthe  in  dem  mit  ß|  bezeichneten  Aottdrack  sab- 
stitnirt«  so  erh&tt  mari: 
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und  die  Gleichung  (7)  geht  liber  in 
(8)  rf,«  =  r2  +  2r.ei.. 


Ein  neuer  Lehrsatz  der  Geometrie  and  dessen  An- 
wendung bei  der  Transyersalenlehre. 

•     Von 

Herrn  Professor  F.  A  Eump 

am  Gymnatiam  sa  Cdafeld. 


{.  1.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einern  Dreiecke  ABC 
(Taf.  VII.  Fig.  1.)  von  einem  Eckpunicte  A  aus  eine  Transversale, 
die  entweder  die  gegenQberliegende  Seite  selbst  (TafVll.  Fig.La.), 
oder  deren  VeriSogerung  (Taf.  VII.  Fig.  l.b.)  In  einem  Poi^kte  D 
trifft,'  und  beschreibt  liber  diese  Transversale  als  Sehne  zwei 
Kreise  (O)  und  (P),  Vbn  denen  der  eine  durch  den  zweiten  Eck' 
punkt  B,  der  andere  durch  den  dritten  Eckpunkt  C  des  Dreiecks 
ABC  geht:  so  verhalten  sich  die  Seiten  AB  und  AC  wie  die 
Radien  dieser  Kreise,  d.h.  AB:AC=OA:PA. 

Beweis.  Zieht  man  die  Centrale  OP,  so  halbirt  diese  die 
gemeinschafUiche  Sehne  ADy  und  folglich  ist  in  Taf.VII.  Fig.  l.a. 
AOP=ABC  md  APO-ACB,  mithin  ^ABCcsj^AOP  und 
folglich  AB:AC=rAO:AP.  ~  In  Taf. VH.  Fig.  I .  b.  ist  aber 
AOE=ABD,  also  auch  AOP=ABC;  und  da  ferner  APO 
zzzACB,  so  ist  wiederum  A^^Ccv^A^OP,  und  folglich  ABiAC 
=zAO:AP. 

Anmerkung.  Der  Kurze  wegen  und  um  die  Figuren  ein« 
facher  zu  erhalten,  soll  in  der  Folge  der  Radius  des 
durch  drei  bestimmte  Punkte  z.B,A,B,C  gelegten 
Kreises  durch  R(ABC)  bezeichnet  werden. 
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§.  2.  Zusat«.  Legt  man  zwischen  die  Schenkel  eines  Win- 
kels ABC  (TaCVII.  Fig.  2.)  zwei  gerade,  von  den  Scheniceln  des 
Winkels  begränzte  Linien  DE  und  FG,  so  verhalten  sich  diese 
wie  die  Radien  der  um  ^  DEB  und '  ^  FGB  gelegten  Kreise. 
Denn  zieht  man  DGf  so  ist 

DEiDG=2R(DEB):RiDGB)  ) 

DG:FG=  R{DGB) :  R{FGB)  \ 

und  folglich 

DE.FG=  R(DEB) :  R(FGB). 

$.3.  Zusatz.  Legt  man  zwischen  die  Schenkel  zweier 
Scheitelwinkel  ABC  und  KBL  (Taf.VIl.  Fig^2.)  zwei  gerade 
Linien  DE  und  Ui,  so  verhalten  sich  diese  Linien  wie  die  Ra- 
dien der  um  ^  DEB  und  /^  HIB  gelegten  Kreise.  Denn  zieht 
man  DH^  so  ist 

DE:DH=:R(DEB):R(DHB), 

DHiHGz:zR(DHB):RiHIB); 

folglich  auch 

DE:HG=:  R(DEB) :  R(HIS). 

§.  4.  Zusatz.  Zieht  man  zwischen  die  Schenkel  zvreier 
Nebenwinkel  ABC  und  ABK  (Taf.VIl.  Fig.  2.)  zwei  gerade 
Linien  FG  und  DH,  so  verhalten  sich  diese  wie  die  Radien  der 
uro  /üFGB  und  ^DHB  gelegten  Kreise.  Denn  zieht  man  DG^ 
so  ergiebt  sich  wie  vorher: 

FG :  Z)Ä=  RiFGB) :  R(DBB). 

j.  5«  Zusatz.  Zieht  man  aus  einem  Punkte  O  (Taf.Vll. 
Fig.  3.)  vier,  eine  gerade  Linie  in  den  Punkten  A,  B,  Q  D  durch- 
schneidende, gerade  Linien,  so  verbalten  sich  die  Producte  je 
zweier  dieser  Linien  wie  die  Radien  der  um  die  zusammengeh5- 
renden  Linien  beschriebenen  Kreise,  d.  h. 

I.     OAxOB:ODxOC=R{OAB)iR(ODC), 

n.     OAxOC:  ODxOB=:R(OAC):R{ODB), 

^  III.    OAxOD:OBxOC  =  R(OAD):R(OBC): 

Denn  es  ist  fSr  die  unter  I.  aufgestellte  Proportion: 


OAi  OD=zR(OAB):RiODB) 


OB:  OC-R(ODB)iR(ODO 


}«.i.); 
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Mglieh^  auch 

OAxOBiODxOC=^R{OÄB)iR{OÜO. 

lo  gleicher  Weise  ergiebt  sieb  die  Richtigkeit  der  anter  li. 
und  III.  aufgestellten  Proportionen. 

Anmerkung.  Vermittelst  des  obigen  L^brsataes  sollen  ani- 
nSchst  (§.6. — §  12.)  einige  sich  leicht  ergebende  Eigen- 
schaften des  Dreiecks  unter  der  Form  von  Zusätzen 
nachgewiesen  werden. 

S.  6.  Zusatz.  Theilt  in  einem  Dreiecke  ABC  (Taf.VII. 
Fig.  4.)  die  Transversale  AD  den  Winkel  BAC  in  iwei  gleiche 
Theile,  so  verhält  sich  ABiAC^BDiCD.  Denn  sind  O  und  P 
die  Mittelpunkte  der  am  [^ABÜ  and  ^ACD  gelegten  Kreise«  s# 
ist,  wenn  man  die  Radien  OBp  OD  und  PD»  PC  eieht,  der 
Winkel  BOD  =:2BAD==2DAC  =  DPC.  Folglich  sind  aaeli 
die  beiden  gleichschenkligen  Dreiecke  BOD  und  DPC  ähnlich. 
Nun  ist 

AB;AC=iOB:PD  (§1.)  ^BD.DC 

$.7.  Zusatz.  Umgekehrt»  schneidet  die  Transversale  AD 
(Taf.VII.  Fig.  4.)  die  Seite  BC  des  Dreieckes  ABC  so,  dass  sich 
ABiAC^BDiDC  verhält,  so  ist  auch  BAD=:DAC.  Denn 
sln4  O  and  P  die  Mittelpunkte  der  am  ^ABD  und  ^ACD  ge- 
legten Kreise,  so  ist  AB:  AC:::^ OD; PC  (§.  1.);  und  folgUch  auch 
BD.DC  ^  OD:PC=z  OB :  PO.  Da  nun  hiernach  ^OBD 
CO  ^PDCy  so  ist  auch  der  Winkd  BOD=DPC.  Also  sind 
auch  die  diesen  Centri winkeln  zugehörigen  Peripherie winkel  BAD 
und  DAC  gleich. 

.  §.8.  Zusatz.  Es  theile  die  Transversale  ^/>  (Taf.VIII. 
Flg.  Ö.)  den  Aussenwinkel  FAB  des  Dreiecks  ABC  in  zwei 
gleiche  Theile.  Sind  nun  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um 
\ABD  und  ^ACD  gelegten  Kreise,  so  ist,  wenn  man  die  Ra- 
dien OB,  OD  und  PC,  PA,  PD  zieht,  der  Winkel  BOD^z^BAD 
=  2DAF  =  2APC  +  2ACD  =  CPA  +  APD=  CPD.  Folglich  Ist 
auch  />iBODco^CPD.    Nun  ist 

AB:AC-OB:PC=BD:CD. 

{.  9.  Zusatz.  Umgekehrt,  schneidet  bei  einem  Dreiecke 
iliBC(Taf.VIII.  Fig.  5.)  die  Transversale  AD  die  Verl^lngerung 
der  Seite  BC  so,  dass  sich  AB :  AC:=  DB i  DC  verhält,  so  theilt 
die  Transversale  AD  den  Aussenwinkel  FAB  in  zwei  gleiche 
Theile.    Denn  sind  O  and  P  die  MHtelpankte  ^  um  ^  ABD 
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««d  j^ACD  geleiten  Krei»«,  «o  ?erJh&lt  «ich  »uch  dBiJC 
^OB.PC=OD.PÜ^BDxCD',  folglich  xHt^BODcsf^CPD 
und  daher  anch  der  Winkel  BOD=  CPD.  Nuo  ist  aber  BOD 
=zWAD  und  CPD=22CDA+'^DCA^=aFAD;  h{aoBAD=FAD. 


$.10.  Zusatz.  Es  theile  die  Transversale  AD  (Taf.VIlI. 
Fig.  6.)  die  Seite  BC  de«  Dreiecks  ABC  in  zwei  gleiche  Theile. 
Sind  nun  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  ^ABD  und  ^ACD 
gelegten  Kreise»  «e  ist  auch,  wenn  nan  OG  ±.  SD  und  Pil±  CD 
ffiUet»  GD=Ha    Nun  verhält  sieh 

Aw,   A^      r,w^   o^      Öß    PC      HCGD 
AB.AL^OD.PL^jTjy'jff.^pj^^'QQ^ 

Fnlet  man  fiun  DI}_ACmd  DK±AB,  so  ist,  da  der  Winkel 
HPCsr  lAD,  auch  A  BPCoo  ^  lAD  und  ebenso  A  GOD 
voKAD.    Also  Ist  auch 

BC_DI  GD  _  DK 

PC  AD     """*     OD '"'AD 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  vorher  gefundene  Pro* 
portion,  so  erhält  man  nach  Wegwerfnng  der  beiden  gleichen 
Nenner: 

AB:AC=DI:DK*). 

$.  II.  Zusatz.  Umgekehrt,  Ist  in  «mem  Dreiecke  ABC 
(Taf.VlII.  Fig.  6.)  die  Transversale  AD  so  gezogen,  dass,  wenn 
man  aus  D  auf  die  Seiten  AB  und  AC  die  Senkrechten  DK  und 
Dl  (UM,  sich  die  genannten  Seiten  wie  umgekehrt  diese  Senk« 
*reciiten  Verhaltens  so  ist  auch  die  Seite  BC  im  Punkte  D  in  zwei 
gleiche  Theile  getheilt.  Denn  nachdem  die  nämliche  Construction 
wie  im  §.10.  vollzogen  ist,  hat  man  zunächst  ^iB:i4C=  O/):  PC; 
und  also  gemäss  der  Voraussetzung! 

^w^  >iyx-.F^f  iiE.     Oi    DK      AD  AD      OD   PC 
OD:PC=.DI.DK=jQ:j^  =  ^^:^^^^y^C' 

und  demzufolge  ist  GD^BC>  also  auch  BDzx.DC. 

§.13.  Zusatz.  Es  sei  in  dem  Dreiecke  ^l^C  (Tar.VlI. 
Fig.  4.)  die  Höhe  AE  gezogen.    Nun  ist  zunächst 

ABl  AC=R(ABC) :  RlAEC). 

Da  nun  AEC  ein   rechter  Winkel   ist,  so  liegt  der    Mittelpunkt 


*)  oder  trigonemeldttht  ä3:Jte^oAäA€f9k^Bää. 
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des  um  C^AEC  beschriebenen  Kreises  in  AC^   und  folglich  ist 

R{AECiz=z\AC,  und  demnach 

AB:AE=R{ABC)i\AC, 

also  auch 

\ABxAC—AEx  R(ABC). 

d.  h.  das  halbe  Rechteck  aas  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  Ist  dem 
Rechtecke  gleich,  welches  aus  der  auf  die  dritte  Dreiecksseite 
fECeftllten  Höhe  und  dem  Radius  des  dem  Dreiecke  umschriebenen 
Kreises  construirt  wird. 

§.13.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  ABC 
(Taf.Vni.  Fig.7.)  aus  einem  Eckpunkte  A  zu  der  gegenüberlie- 
genden Seite  (Taf.VIII.  Fig.  7.a.),  oder  zu  der  VeriSogerang  der- 
selben (Taf.VJlI.  Fig.  7.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE  so, 
dass  diese  mit  den  Seiten  AB  und  2IC  gleiche  Winkel  bilden: 
so  finden  folgende  Proportionen  Statt: 

I.  ABxAD:ACxAE=zBp;CE, 

IL  ABxAE:ACxAD=BE:CB, 

m.  AB^:AC^=BDxBE:CDxCE, 

IV.  ADf^.AE^=DBxDC:EBxEa 

Beweis.    I.  Zieht  man  aus  O  und  P,  den  Mittelpunkten  der 
um  ^ABD  und  ^ACE  gelegten  Kreise 5  die  Radien  OB,  OD,^ 
sowie  PC,  PE:  so  ist  zuvörderst  BOD=:3iBAIh=ÜCAE=CPE,' 
und  folglich  i\£pZ>c\^  ACP£.    Nun  verhält  sich 

f 

ABxAD:ACxAE  =  OB:PC  (§.  6.), 

=  BD:CE. 

II.  Da  nach  der  Annahme  BAD=CAE,  so  ist  auch  BAE 
^  CAD,  und  demnach  ergiebt  sich  ganz  wie  bei  I.,  wenn  man 
die  um  ^ABE  und  /^ACD  gelegten  Kreise  benutzt,  dass 

ABxAE:ACxAD-BE:CD. 

IIL  Durch  Zusammensetzung  der  unter  I.  und  II.  enthalte- 
nen Proportionen  findet  man 

AB»;AC^=zBDxBE:CDxCE. 
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IV.  Kehrt  man  in  der  uoter  U.  aufgestellten  Proportion  die 
Verhältnisse  um,  so  ergiebt  sich  durch  Zusammensetzung  mit  I. 

AD^iAE^—DBxDCiEBxEC. 

§.14.  Zusatz.  Denkt  man  sich  die  beiden  gleichen  Winkel 
BAD  und  CAE  (Taf.VlIl.  Fig.  7.a.)  bis  dahin  vergrussert,  dass 
AD  mit  AE  zusammen föllt,  so  geht  die  im  §.  13.  unter  I.  aufge« 
stellte  Proportion  in  die  im  §.  6.  gefundene  über.  Es  enthält  also 
der  im  §•  6.  aufgestellte  Satz  nur  einen  besondem  Fall  unsers 
Lehrsatzes.  —  Unter  derselben  Bedingung  geht  auch  die  im  §.  13. 
unter  III.  aufgestellte  Proportion  in  die  des  §.6.  über. 

§.  15.  Znsatz.  Denkt  man  sich  die  beiden  gleichen  Win- 
kel BAD  und  CAE  (Tar.VlII.  Fig.7.fat.)  bis  dahin  v6rgr5ssert, 
dass  AD  und  AE  eine  einzige  gerade  Linie  bilden:  so  werden» 
wie  man  leicht  sieht,  durch  diese  Linien  die  beiden  an  A  liegen- 
den Aussenwinkel  des  Dreiecks  ABC  halbirt,  und  wenn  das 
Dreieck  nicht  als  gleichschenklig,  sondern  etwa  ^ß<^C  ange- 
nommen wird,  so  fällt  der  Punkt  E  nach  /1er  andern  Seite  des 
Dreiecks  hin  mit  D  zusammen.  Unter  dieser  Voraussetzung  aber 
gehen  die' im  §.  13.  unter  1.  und  III.  aufgestellten  Proportionen  In 
die  Proportion  des  §.  8.  über.  Folglich  enthält  der  in  §.  8.  ge- 
fundene Satz  nur  einen  speziellen  Fall  des  im  §.  13.*  aufgestellten 
Lehrsatzes. 

§.  16.  Lehrsatz.  Sind  bei  einem  Dreiecke i4£C(Taf. VIII. 
Fig.  7.  a.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE  so  gezogen,  dass 
eine  der  folgenden  Proportionen,  nämlich: 

I.  ABxAD:AC><AE=:BD:CE, 

IL  ABxAEiACxAD^BExCD, 

III.  AB^.AC^=BDxBE.CDxCE, 

IV.  AD»:A&=:DBxDC:EBxEC 

» 

Statt  findet :  so  bilden  die  genannten  Transversalen  mit  den  Drei- 
ecksseiten AB  und  AC  gleiche  Winkel. 

Beweis.  L  Es  seien  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um 
^ABD  und  [^ACE  gelegten  Kreise.    Da  nun 

ABxAD:ACxAE=BD:CE  (Anm.), 

und 

ABxAD:ACxAEs:OB:PC  ($.  S.)> 
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04»  ist  auch 

BDiCEr=zOB:PC^ODiPE. 

Folglich  ist  A  OBBco^PCE,  mÄ  mitbin  4«f  Winkel  i?OD 
^CPE.  Weil  aber  BOD^^BAD  nnd  CP£;  =  2Cil£,  se  iet 
aach  BAD=CAE. 

H«  Entsprechend  irie  bei  I.  erglebf  eicb,  daee  BÄB=±CABt 
und  folglieb  aneb  BAB=zCJE  iet 

10.  Geeet&t  es  aei  nicht  BAD^^CAE,  aondera  BAXssCAE^ 
90  wäre  auch 

AR^:AC^=zBXxßE:CXxCE  (§.  13); 

da  na»  nattk  der  J^naabrae 

AB^:A(?=BDxBE:CDxCE, 

8#  träfe  auch 

BX'.CX^BDiCD, 

h\9o  aneb*  bei  Tat  Vllt.  Fig.  7.a. 

CB^+CJr):(ÄD+CZ>)=:ÄX:ÄÄ.  , 
d.  b. 

BC:BC=BX:BD; 

nnd  bei  Taf.VIII.  Fig.7.b. 

(Cir-ÄX):fC/>-ii/y)=if;r:£fz). 

d.  b. 

BC:BCz=.BXtBB, 

welcbea  in  beiden  FkHen  nnr  Statt  fiffd«tt  kan0«  wemi  der  Punkt 
JT  in  D  liegt    Alao  ist  BAD=^  CAE. 

IV.  Nimmt  man  ^ADE  als  das  arsi^sungliche  Dreieck,  aber 
AB  und  AC  als  die  Transversalen  an,  so  ist  der  Beweis  schon 
untet  IIL  geliefert. 

{.  17.  Zusatz.  Die  im  (.7.  und  §.9.  enthaltenen  Sätze  sind 
nur  besondere  Fälle  des  vorstebendea  Lehrsatzes. 

$.   18.     Lehrsatz.     2iieht   man    bei   einem   Dreiecke    ABC 
(Taf.  VIII.  Fig.  ä)  am  diem  Sebetiel.  ii  zu  dar  g^geutttierliegenden 
Seite  (Taf.  VIII.  Fig.8.a.)  oder  zu  deren  Verlängerung  (Taf.  VIII. 
Fig.  &b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE,  welche  von  dieser  Seife 
selbst  oder  tod'  dler«i  T<0rlingennig  nwvi'  glelbbe  Sttfcke  BD=zCE 
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aksehneMei»,  and  föltet  mma  dann  aas  den  Fosspooktea  dieser 
Traiiffveraalen  auf  die  beiden  andern  Dreiecksseiten  die  Senkrecii- 
te»  DB  und  EK^  so  wie  El  und  DLx  so  finden  folgende  Pro- 
portionen Statt: 

L    ABiAC   rrzEliDH, 

IL    AB.AC    rszDLzEK. 

m.    AB^iAC^=:EixDLtDBxEK. 

Beweis.  I.  Sind  O  and  P  die  Mittelpunkte  der  am  ^ABB 
and  ^ACE  gelegten  Kreise,  so  ist,  wenn  man  OFXBB  und 
PG±EC  fället,  in  Folge  der  Annsihme  Fß= CG;  and  ferner  ist, 
da  der  Winkel  FOB^BAD  und  GPC^IAE,  auch  £1,  FOB 
cs^^BADund  ^GPCco^lAE.    Non  Ist 

ABxAB:ACxAE=OBiPC  (§.  5.) 

=  §^i^.    (weil  BP^CO;) 

AD    AE     (wegen    der   Aehniiehkeit    der 

--^B'EI'  Breiecke;) 


also  ist  auch 


AB:AC=  ^-^g/  =  Ei'BB, 


n.    Da  in  Folge  der  Annahme  aoelr  AB  1=  C/>  sein  niuss,  so 
ergiebt  sich,  ein  dem  Vorhergehenden  ganz  entsprechender  Beweis. 

III.    Durch  Zusammensetzung  der  unter  I.  and  It.  aa^gestei^ 
ten  Proportionen  ergiebt  sich  unmittelbar: 

AB^iAC^^^EIxDLiDBxEK. 

Anmerkung.  Der  vorstehende  Lehrsatz  läs^t  sich  einfacher 
in  folgender  Art  beweisen.  Da  BD=CE,  so  ist  auch 
^ABD=^ACE,  und  folglich  ABxDB  =  ACxEJ^ 
ond  demnach  AB\AC^=^EIiDB\  und  da  ebenso  ^ilAf 
—  ^ACD,  «•  ist  aveh  AB:AC^DL:EK,  o:  9.  wl  - 
In  dem  oben  gelieferten  Beweise  war  es  aber  darum  za 
thnn«  die  Anwendharkeit  des  im  }.  I.  aufgesteflten  Lehr- 
satzes nachzuweisen. 

9.  19.    Zusatz.    Der  im  §.  10.  nachgewiesene   Satz   enthält 
oor  einen  besondern  Fall  des  vorstehende»  L«kfsaitoes* 

9.  aa    Lehr«»la.    lhig«MM,  Regvn  1»  dor  Seite  BC  des 
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Dreieck«  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  8.  a.)  oder  in  deren  VerUügenuig 
(Taf.VlII.  Fig.8.b.)  die  beiden  Punkte  D  nnd  £  so,  däss»  wenn 
DH  nnd  ££  senkrecht  auf  AB ,  desgleichen  El  and  DL  senk- 
recht aaf  AC  gefüllt  werden,  eine  der  folgenden  Porportionen: 

1.    ABxAC   =EI:DH, 

a    AB'.AC    -DLiEK, 

IIL    AB^.AC^^EIxDLiDHxEK 

Statt  findet:  so  liegen  die  Punkte  D  und  E  von  den  Eckpunkten 
B  und  C  gleich  weit  entfernt,  d.  h.  es  ist  DB=.EC. 

Beweis.  I.  Sind  O  nnd  P  die  Mittelpunkte  der  um  ^ABD 
und  ^ACE  beschriebenen  Kreise,  so  ist,  wenn  man  OF±BD 
und  PGXCE  föllet,  ^OBFco^ADH  und  ^PCGco/^AEl; 
also  auch 

OB:BF=AD:DH,  und  mithin   OBxDH—ADxBF% 

ebenso 

PC:CG=zAE:EI,       „         „        PCxEi  =^  AExCG. 

Femer  ist 

ABxADiACxAE^OBiPC  (§.  5.) 

und 

AC.AB=^  DH.El  (Anm.) 

also  auch,  indem  man  beide  Proportionen  zusammensetzt  und  im 
ersten  und  zweiten  Giiede  aufhebt, 

AD\AE^  OBxDHiPCxEt 

T^ADxBFiAExCG. 

Hebt  man  nun  im  ersten  und  dritten,  desgleichen  im  zweiten  und 
vierten  Giiede  gegen  einander  auf,  so  ergiebt  sich  BF=:  CG  nnd 
folglich  ist  auch  BD—CE. 

II.    Hier  ergiebt  sich  der  Beweis,  wie  bei  I. 

IIL    Gesetzt  es  sei  nicht  Z>A=£C  sondern  MBzzEC;  dann 
wäre  auch,  wenn  man  MQJLAB  und  ATiZ^-^C  zieht, 

■ 

AB^xAC^^EIxUR'.UQxEK  (§.18.); 
und  da  nach  der  Annahme 

AB*iÄC*zsElxDL'.DMxEK, 


md  ie$9em  ämmmuhmQ  M  d9r  Tramtmermimiiire.  341 

•#  wSre  ttooli 

MR:DL=tiQ:DH, 

also  ein  steigendes  Veriiältniss  einem  fallenden  gleich,  was  nicht 
sdn  kann.- 

§.21.  Zusatz.  Der  im  §.  11.  enthaltene  Satz  ist  nnr  ein 
besonderer  Fall  deni  vorhergehenden. 

$.  22.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  ABC 
(Taf.VUL  Fig.  0.a.i|.c.)  aus  den  Eckpunkten  A  und  C  zwei  Xfans- 
▼ersalen,  welche  sich  in  einem  Punkte  O  durchschneiden,  so  yer 
hält  sich 

AOxBE:DOxAE=:zBCiDC 

Beweis.    Es  ist 

AO:AE=:R(AOC):R(AEC)  (§.1.). 
BE:DO=:RiBEC):R(DOQ  ($.  2.  oder  f.  S); 
folglich  auch 

(L)  AO><BEiAE><JDO:=R(a6(J)><R(BEC):R(AEC)><B(DOC). 
Femer  Terh&lt  sich 

AC:  DC=  R(A  OC) :  R{DOC)  1 
BC'.AC=R{BE0.R{AEC)  i^   ^^ 
folglich 

(n.)  BC:DC^R{AOOxR{BEC).R{DOC)xR{AEC), 

Atts  (L)  und  (11.)  ergieht  sich : 

AOxBE:DOxAEzsBC:Da 


0.  23.  Zusatz.    (Tat VIII.  JFlg.  9.a.)  (1.)  Haihirt  CE die  Seite 
ABf  Bö  geht  die  obige  Proportion  dber  In 

AOiDO^BCiDC 

(2.)    Haihirt  AD  die  Seite  BC,  so  geht  die  QrqprflugUehe 
ion  fiber  in 


AOxBE.DOxAE=:i2ii; 

abe  ist 

AÖxJBEsziiBOxAE. 

TkiUXXYIl. 
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(3.)  Sind  beide  Dreiecksseiten  chirch  die  Trans^rMilcfi  bal- 
birt,  80  erbSit  man 

AO  =  2DO; 

.       it 

womit  sich  der  bekannte  Satz  vom  Schwerpunkte  des  Dteleeh«^ 
herausstellt 

$.24.  Zusatz.  Die  im  §.23.  unter  (3.)  nae^ewieeeM  Ei- 
genschaft des  Dreiecks  kann  auch  nnroitteibar  mit  Hülfe  von  §.  1. 
Us  f  4»  bewieiien  werden.  Ist  nämlich  (Taf.VIU.  Flg.9.a.)  AE 
^BB'^A  BDsiCD,  so  ist 

A0:AE=lR(AOC):R(AEC), 

BE:DO=R(BrC).R(DOC); 

folglich  ist  auch,  indem  sich  BE  gegen  AE  aufhebt , 

(I.)     AO:  DO=zR{AOC)xR(BEC) :  R(A£0>cR(ßOC). 

Nun  Ist  abev 

R(AOC)iR(DOCr)  =  AC:  DC, 

,    .  R{BEQ:R(AEC)  ^BCiAC; 

folglich  ist  auch 

Ol.)    R{AOOxR{BEC).R{AECyxR{JDOC)z=zBCiDCTsi'ii\. 

Aus  (I.)  und  (tl.)  folgt 

AOiDO-1i\\    A,h.  AO=1DO. 

{.  2&  Zusatz.  Per  im  £.22.  aufgestellte  Lehrsatz  kann 
auch  in  folgender  Weise  ausgedrCickt  werden:  Sind  von  zwei 
Punkten  A  und  C  (Taf.VlIl.  Fig.aa.b.c.)  je  zwei  Linien  AB. 
AD  und  CB,  CE  gezogen,  die  sich  in  den  Puidcten  E,  O,  D,  B 
durchschneiden,  so  theilen  sich  diese  Linien  so,  dass  sich  verhält 

•••'-'  AO  DO  'l 


und 


,.      CO  EO ^^.  ^.^ 


$.26.  Zusatz, .  Durch  Zusavunenaetzu^g  der  beiden  im  vori- 
gen Znsatze  enthaltenen  Proportionen  ergiebt  sich  nach  einer  ein- 
ziehen Reduction  und  Umformung  für  das  von  den  vier  Llni«i 
AB,  AD,  CB,  CE  g^det^  voUsti^^gß  ¥ierseit  die  Proportion 
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AOxCO:EOxDO-BAxBC:BE^Bb. 

(w  27-  Zusatz.  Die  im  vorhergehendeii  Zufll^tse HiifgefiiBilene 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits  kann  «ucli  utiabhSAgtg  «ei 
dem  Froheren  blos  mit  Hülfe  von  §.  1.  bis  §.  4.  nachgewiesen 
werden.    Zieht  man  nämlich  BO  (Taf.TIU.  Flg. 9. a. b.c.),  so  ist 

AO:EO-R(AOB):R(EOB), 

CA:D0=ii(COB)iR{D0B); 
folglich  auch 

(I.) 
AOxCO:EOxDO=:  R(AOBp<R(COB) :  R(EOB)X  ISt(I>OS). 
Nun  Ist  aber 

RiAOB):R(DOS)=zßA'.BD.  '      .   '     ' 

R(COB)iR(^OB)  =  BC:BE; 
folglich  ist  auch 

(0.) 

R(A  OB)xR(COB) :  R{EOByxR{DOB) = BAxBCiBExBD. 

Aus  (1.)  und  (II.)  erglebt  sich 

AO>c.COiEOxDO=BAxBC:BExBD, 

§.  28.  Lehrsatz.  Durchschneidet  eine  Linie /!!> (TaCTIIl. 
Fig.l4.a.b.)  die  drei  Seiteti  eines  Dreieckes  ABC  (oder  dete«  \m* 
längerungen) ,  so  theilt  sie  dieselben  so»  dass  das  Product  aus 
drei  nicht  an  einander  liegenden  Abschnitten  dem  Producte  der 
diei  andern  Abschnitte  gleich  ist. 

Sats. 

AFxBDxCE^A£xBPxCD. 

Beweis.    Es  ist 

AF:  CD  =  R(AFE) :  R(CDE) , 

BDiAEhx&{BDF):R{AFE),  )  (f  1-^.4); 

CEiBF^  R(CBE) :  R(BDF) ; 


folglich 


d.  h. 


AFxB»xOB;4SXBFtKCIhithl; 
AFx  BDxCE= Atx  ßtx  CD. 


18' 
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9.  29.  Lehrsatz.  Zieht  man  aus  deo  Eckpunkten  eioee 
Dreieck8JiBC(Taf.VIII.Fig.ll.  a.b. G.)  durch  einen  innerhalb  oder 
aoMerhalb  desselben  Kegenden  Pankt  O  die  drei  Transversalen 
AD,  BE,  CF,  so  ist 

AFxBDx  CE = AExBFx  CD. 

Beweis. 

AF:  CD=  R(AOF) :  R(COD), 

BD:AE=^  R(BOD).R{AOE) , 

CEiBFzs  R(COE):R(BOF); 

folglich  ist  auch  / 

(l)  AFxBDxCEiAExBFxCD 

^R{:AOFp<R(BODyxR{COE)  :R(AOEp<R(BOF)l>cB(CODi. 

Femer  Ist 

B(AOF):R(BOF)^AO:BO, 

R{BODy.  RiCOD) = BO :  CO, 
R(COE):R(AOE)  =^C0iA0i 

folglich  ist  anch 

(IL)    R(AOF)xR(BOD)xR(COE)  ?     j  j^ 
:RIA0E)XR{B0F)X RICOD)  > 

Die  Vergleichnng  von  (I.)  und  (II.)  liefert 

AFxBDxCE=:AExBFxCD. 

5.  30.  Lehrsatz.  Verbindet  man  die  Fusspunkte  D,  JE,  F 
der  drei  Höhen  eines  Dreieckes  iii^C  (Taf.lX.  Fig.l2.a.b.)  mit 
einander,  so  ist  das  Prodact  aus  diesen  drei  Verbindungslinien 
dem  Producte  ans  drei  nicht  neben  einander  liegenden  Seitenab- 
schnitten  gleich. 

Sata. 

EFxFDxDEzs  AFxBDx  CE. 

Beweis. 

EFiAF= RiEFC) :  R(AFC) , 

FDiBD^  R(FDA) ;  R(BDA), 

« 

DEiCErs  R(DEB) :  R(CEB), 
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Oa  DQD  BFC  ond  BEC  rechte  Winkel  eiod,  oo  liegen  die  Punkte 
B,  Ff  E,  C  In  der  Peripherie  eines  Kreises»  von  welchem  BC 
der  Dorchmeeeer  ist«    Fdglich  ist 

R{ßFO^R{CEB)^\Be. 

Bheosa  ergiebt  sich 

R(FBA)^  B(AFC)=:\AC, 

B{DEB)  =  R(BDA)= \AB. 

SabsHtoirt  man  diese  Werthe  in  obige  Proportionen  nnd  mnltipli- 
sirt  diese,  so  ergtebt  sieh»  da  die  Producte  der  dritten  und  vierten 
Glieder  gleich  sind: 

EFxFDxBE  =  AFxBDxCE. 

§^  31.  Lehrsatz«  Zieht  man  aus  den  Eckpunkten  eines 
Dreieckes  ABC  (TatTIII.  Fig.  ll.a.b.e.)  durch  einen  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks  Hegenden  Punkt  O  Transversalen» 
welche  die  gegenfiberliegenden  Seiten  oder  deren  Verlängerungen 
in  den  Punkten  D,  E,  F  treffen:  so  verbiilt  sich  das  Product 
der  oberen  (d.  h.  an  den  Ecken  liegenden)  Stöcke  dieser  Trans* 
versalen  au  dem  Producte  der  unteren  Stficke»  wie  das  Product  der 
drei  Seiten  des  Dreiecks  zu  dem  Producte  dreier  StQcke  derselben» 
die  nicht  an  einander  liegen. 

Satz. 

A0UbO><C0iDO><E0xF0=zBC><CA><AB:AE><BF><CD. 

Beweis. 

AO.FO^R{AOB)iR{POB). 

BO:DO=zRiBOO:RiDOO. 

COxEO  —  R(COA)  :R(EOA)i 

folglieh  verbilt  sich  auch 

■ 

(H)  AOxBOxCO-.DOxEOxFO 

'BB(AOBp<R(BOC)xJR(COA):R(DOQxR(EOAp<B(FOB). 
Nun  ist  aber 

R(AOB):R(EOA)=iAB'.AE, 
m.BOCi  -.BlFOB^ssBCiBF, 
Ml(COA)  i  BifiOOes  CA  i CD-, 
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folglidi  apch 

(U.) 

R{AOB)x  R{BOC)  X  R{COÄ) :  R{DOQ  X  R(EOA)X  R{FOif) 

=  BCxCAxABiAExBFxiCD. 

Ans  (I.)  und  (II.)  ergiebt  sich 

AOxBOxCO:DOxEOxFÖ=BCxCAxAB:AExBFxCD. 

(.  32.  Lehrsatz.  Legt  man  durch  Tier  von  einem  Punkte 
0  (Taf^  VIL  Fig.  3.)  ausgebende  Strahlen  beliebig  sw^i  |»erftd« 
jLiflinQ  AD  «ud  0(£,  so  bilden  die  Eutferoungf n  der  Dnrcbscbpült- 
punicte  A  und  C  von  den  Durchschnittspunkt^n  B  und  A  uod  die 
Entremuttgen  der  Durcbscbnittspunkte  a  und  c  von  den  Durch- 
Schnittspunkten  6  und  il  gleiche  DeppelTerhftltnisse,  d.  b.  es 
verh&lt  sich 

AB  40_a6   ^ 
CiP'CZ)-s4'€rf 

r 

Beweis. 

4Biab=liiAOB):fH«Ob)  1 

CB:eb  =  RÜCOB) : R{cOb)  S     ' 

folglich  verhfilt  sich  auch 

AB,ab  _R{AOB)    RjaOb) 

CB'eb  —  R{COB)  '  R(cOb) '  « 

♦  < 

Nun  ist  aber 

RjAOB)     AO  .    R(aOb)     ßO      ^  , 

Wcm^^CÖ'    und    ^^^^-  =  -^.    |.l. 

folglich  ist  auch 

...  AB   ab       AO    aO 

<*•>  CB'^b  =  VO'70^ 

Ebenso  ergiebt  sfeb 

AD,ad_AO,aO. 

und  demnach  Ist,  toden  man  vafi^%\th  die  flnitfleren  Glieder  ver- 
wechselt, 

Aß   AD^^ab   ad 

CB'  C»'^  ci'  c^    . 


und  dnuH  inmnutung  AH  iter  rrmatensimtbMrg.         i^Ulf 


.  f  48.  2a«atB.  bl  AV  (TaCVIL  Fig.S.)^«  ^m  PttmfeMi 
B  mi  O  barmotifsGb  geth^ilt»  d.b.  verhftlt  «ich  ABiCBrmAthCB, 
•«•  wird  anch  die  lAw»  ae  in  den  Punkte«  &  aod  ^  barnvefllifleb 
gpetbellt. 

9.  34.  Zuaatz.  Die  im  |,  32.  unter  (I.)  Torfconiiiende  Pr^* 
portioD  enthält  folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  drei  von  eioeiQ  Punkte  ausgehende  Strahlen 
OAf  OB,  OC  beliebig  zwei  gerade  Linien  AC  und  ac, 
80  bilden  die  Entfernungen  der  Punkte  A  und  C:'¥on 
den  Punkten  ß  und  0,  und  die  Entfernungen  der  Punkte 
a  und  c  von  den  Punkten  6  und  O  gleiche  Doppelver- 
bättniase,  d.h.  ea  verhält  sich 

AB^AO_  aö  «0 
Cß'  CO"  cb'cO' 

Einen  entapreebendeu  Satz  Refert  die  im  {.  32,  unter  (U.)  ent« 
baitene  Proportion» 

§.  35.  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem Dreiec|ce  ABC(Taf,lK. 
Fig.  13.)  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises  mit  r,  der  des 
inneren  BerQhrungskreises  mit  g,  und  der  Abstand  der  Mtitel* 
punkte  beider  Kreide  mit  c/,  feiuer  seien  die  iladien  der  äussern 
Berührungskreise  mit  ^i,  g^,  g^,  und  die  Abstände  ihrer  ^Mittel- 
punkte vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  entsprechend 
mit  tf|,  d^f  d^  be^ieicbnett  dami  ist 

I.    rf«=r*— 2rp; 

If.    rf,«  =  t*+Öfpi; 
n.    8.    w. 

Beweis*)  VerMqilet  man  die*  Pipnkte  E  im4»£i»  wo  die 
den  Dreieckswinkel  BAC  und  dessen  Nebenwinkel  H^AC  balbi- 


*)  DicserBeweit  itininit  mit  dem  von  mir  für  eben  denselbep  lie|ir« 
■nts  im  27ten  Theile  des  Archivs  S.  35.  n.  flg.  gelieferten  in  ttftnar 
Cfunfllsge  ganz  pbereijii  vine  näbere  Ver](ici(*bun|r>  ivir^  aber  wt\g^> 
data  derselbe  gerade  durch  Anwendung  unHeret  Satzes  ($.  1  — §«4.)  we- 
sentlich vereinfacht  ist  —  Indem  ich  in  Betreff  des  zur  Auffindoftg  dir 
Mittelponkte  der  Beruh rnngsikreis^  bennizien  Satzes  auf  S.  34.,  des  ge- 
nannten Tbeiles  verweise,  bitte  icb  zagleich  zur  Ergaozang  der  auf 
S.  33  daselbst  .enlhiaÜeaan  literarischen  fSimßbmt\n»  tiemeibea  zu  »wollen, 
dass  auch  in  C.  Adams  mericwürdigsten  Eigenschaften  des 
geradÜinlg^  Dreieeis  8.  TT.  Äenfhlls  einfieweb  IW  dea*ia^ra^tf 
m  Lahf»ate  «elMett  Kit^  ^ '      • 


\ 
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tenüßf^  Tfansversaten  den  amseliridbeDeii  KreU  dorcbaehneiden» 
mit  B»  und  macht  EOzszEOi^iEB,  ferner  EiO^^EiO^^Ji^Bi 

eo  «iod  O,  Oif  O^  und  O^  die  Mitielpankte  der  vier  Berahrmg»- 
kreise.    F&llet  man  nun  OH±AB  und  legt  durch  O  und  if,  den 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  die  FG,  und  fuhrt  hei  den. 
flbrigen  Mittelpunkten  O4,  O^»  O3  eine  entsprechende  Bülfscon- 
«tructioQ  aus:  so  ist 

I.     OH:Eß=R(OHA):R(EBJ)  (§.2.), 

d.h. 

Q:EO-hAO:rz=zAO:2T; 

folglich  ist 

also  auch 

a    Es  ist 

OiHi:EB=^RiOiH^A):RiEBA), 
d.  b. 

^  :£0i  =  MOi  :r  =:  ilO|  :Sr; 

folglich 

abo  anch 

dt*:=cT^ +2rgi. 

ni.    Es  Ist 

d.  h: 

(^:Ei02=\AO^:r=AO^:2r; 
folglich 
2r^=15:iO,Xi<03=G«08XFaO«=(da+r)X(d,— r)=d;«-f«; 

I 

also  auch 

if3a---,Ä  +  2rea. 

IV.    üer  Beweis  ergiebt  sich  ganz  wie  hei  III. 

{.  36.    Lehrsatz.    Sind  hei  einem  Dreiecke  J£C  (Taf.  IX. 
Fig.  14.)  O,  Ol,  O^  O9  die  Mittelpunkte  des  Innern  und  d«r 


und  dn9$n  iitmenduag  hei  dtr  Tränsvenmi^nfeltre.  SO 

m&tn  BerfiliroDgskreise,  so  ist,  vrenti  man  die  Radien  dieser  Kreise 
mit  Qp  ^,  fn,  Q^,  den  Radius  des  dem  Dreiecke  umschriel^enen 
Kreises  aber  mit  r  bezeichnet: 

II.    4qi^z^OiAxOiBxOiC;  o.  s.  w. 

Beweis.  Man  bestimme  auf  dieselbe  Weise,  wie  diess  Im 
{•  35.  geschehen  ist,  fflr  die  vier  Berfihrungsicreise  die  Lage  ihrer 
Mittelpunicte.  Fället  man  dann  OF\_AB,  OD±ßC,  ferner  0|Fi 
JL^^9  OxDiX.BCy  tt.  s.  w.,  so  ist 

I.    OF:R(OFA)=zGB:R{GßÄ), 

d.  h. 

QilOA-GB:r.  (A.) 

Femer  Ist 

OD:R(ODB)=OC:R(OCB). 

Da  nun  GB=GO=:GC  Ist,  so  ist  auch  GB^R(OCB),  und 
demnach  geht  die  letzte  Proportion  fiber  In 

QilOB^OCiGB.  (B.) 

Durch  Zusammensetzung  der  beiden  Proportionen  (A.)  und  (B,) 
erhält  man 

Q^\\OAxOBz=iOCiT, 

und  demnach  ist 

AqH^OAxOBxOC. 
IL    In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich 
OiFxiR{OxFxA)=GB.R{GBÄi,      d.h.    Qi^IO^A  ^  GBir, 
OiDi:R(OiDiB)z::iOiC:R(OiCB),  d.h.    Qi-lO^Sc^OiCiGB. 
Setzt  man  abermals  beide  Proportionen  zusammen»  so  Jiät  man      • 

und  demnach 

4^^sO|ilxO|0xO|C 

•  FQr  die  Mittelpunkte  der  beiden  übrigen  Berfihrnngskretse  er- 
giebt sich  der  Satz  in  entsprechender  Weise. 

j.  37.    Lehrsatz.    Sind  bei  einem  Drei^ckft  ilAtf  (taf.  IX. 
Flg.  U.)  O,  Qt,  O^  O^  die  MltteipanWe  des  iptterti  und  der  tue- 
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»era  BeriihruB^kreifiw^  so  ist,  trenn  man  die  Radien  diäter  Kf  eiee 
mit  f,  9],  p2»  Pb*  ^^^  ßa:!ia8  des  aroscbriebeoeii  Kreises  aber  mit 
r  bezeichnet 9 

IL    lSr2fi::=0|0>:0,0sX0|0,; 
IlL    16r»^»  OaOxO^OiXO^Oe;. 

u.    s.    w. 

Beweis.  Gemäss  des  von  mir  im  27ten  Thelle  des  Ardllts 
S.  34.  bewiesenen ,  iind  aaeb  schon  hier  119  §.  3$.  und  §.  36.  ange- 
wendeten Satzes  ist 

GB=GO=GO^,    und    Oiß^GiO^=  G^O^; 

ebenso  in  entsprechender  Weise 

HC=jaO=H02,    und    H^C=H^O^=U^Oti 

und  ferner  desgleichen 

IA-IO=IO^,    und    /|4  =  /iO,  =  /iO». 

Fället  man  nun  aus  den  Mittelpunkten  der  BerOhrup^slcreise 
auf  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Senkrechten  OD,  OB,  OF, 
ferner  OiZ>i,  OiEi,  OiFj,  u.  s.  w.,  so  ist 

I.  OF:R(OFA)z=zGB:R(GBA),  d.  h.  g:iOA=:lOOi:r, 
OD:R(ODB)=:nC:R(HCB),  d.  h.  priOÄszJOOjir, 
OEiR(OEQ=  lAiRUAQ,    d.h.   p:iOC=iOOj:r. 

Hieroacb  ergiebt  sieb  durch  Zusanniieoseteuiig 

Q9ilxOAxOBxOC=lxOOxXOO^xOO^i^; 
^  und  da  gemäss  $.36.  OAxOßxOC^ig^,  so  ist  auch 

Q^:lQ^=^iX00^X00^fXOO^:r\ 
worauf  sich  nach  gehör iger  Reduction  herausstellt: 

Ifh^p^OOtXOOtXOO^, 

II.    OiF^iR^OiF^A)^  GBiRiGBA),    i.h,  Q^ilOiA-iO^O^ir; 
O^DtiB{Oj^D^B):=^Hj C:  Ä(if,  CB),  d.  h.  ^ : 40, P=:iOi Ojir; 


un4  dessen  Anwenäwü  M  der  Trtm»per$ßUn4ehre .         ^\ 

JFolglich  i9^  %w\k»  jodem  ma«  fughiich  OiAxOxBxOxC^^*r 
•etzt  (J.  36.), 

Pi»:i^iar=ixO,OxOiOaXOiOs:r«, 

un<l  demnach 

I6r*pi  =  O,  OX  Ol  0»x  O,  Os. 

111.  O^F^iB{O^F^A)z:=:GiBiR(GiBA),  d.h.  Q%''\O^A;=:;:\O^O^it\ 
Oji^x HiO^D^B)^  HC:R{HCB),   d.  h.  ^.lO^^lO^O  :r; 

uod  90  weiter,  eoUprechend  wie  bei  I«  oder  il. 

6.  d&  Lehrsatz  Sind  b^i  einem  Dreiecke  ABC  (Taf.IX. 
Fig.  14.)  O,  Ol,  O2,  Ob  die  Mittelpunkte  des  innern  und  der 
809iwro  Berühriingtikreiiie ,  so  iat,  wenn  om^d  die  Radien  dieser 
i^eise^mit  q,  Qi,  p2>  Qs*  ^^^  Radius  des  umachriebeoeo  Kreiaea 
aber  mit  r  bezeichnet« 

1. 
(I.)   p^i  aA>CÜBX OC Ä OA  X OBX OC : Üüi  X  00^ X  00^ ; 

(2.)  pi » :  O^AxOi  BxOx  C  ==  />i  4xOi  ÄXOj  C:  0|  ÖXi^i  O^X^i  ^»  5 

o.    a«    w. 

II. 

(1.)  r*.\00iXk00iX\00t 

=  lOO,XiOOtX\OOa:  OAxOBxOC; 

(2.)  r»:iO,OxJOiOaX4Öi08 

=:4a|dX.iO|OaXiO,03:Oii4xOiBxOiC; 

U.      8.      W. 

Hl. 
(1.)      (2^)»  :0A  XOB  XOC  z=: 00t X00%X00n  i (2r)»; 

(2,)      (2(?i)*:0,^XO|ÄxOiC=Oi(?XOi04XÖi08:(2r)«; 

a«    a,    w. 

Beweia.  Bestimmt  man  in  derselben  Weise,  wie  im  $.36., 
für  die  BerQhruoeak reise  die  Li^e  ihra-  Mittelpunkte^  so  ergiebt 
sich,  dass,  da  GAGi  9\n  rechter  Winkeilst»  GiG  Durchmesser 
des  onschriebeoeii  Kreises  und  senkrecht  auf  ,ßC  «l^n  mmis; 
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ttod  diesemnach  ist  aach  GiB=iGC.  Auf  gleiche  Weise  stellt 
sich  heraus,  das  HiC^^HiÄ  nnd  liA=zliB  ist.  Fället  mao  nan 
aus  den  Hlttelpnnkten  der  BerOhrangskreise  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  die  Senkrechten  OD,  OE,  OF.  ferner  O^Di, 
0|£|,  OiFif  u.  s.  w.f  so  ist 

1.  (1.)    OD:OC=:R(ODB):R(OAB)=^lOB:GBx=OBiOOi, 

OE:  0A=  R(OEC)iR(OAC)  =  10C:HC=  OCi  00^, 

OF: OB:=z R(OFA) :  R(OBA)=: \OAilA  =0A:  00^ ; 

folglich  ist  auch,  indem  OD=OE;=:OF::zq  Ist, 

Q^:0Ax0Bx0C=0Ax0Bx0C=z00iX0O^X0O9. 

(2.)    OiDi:OiC=zR(OiDiB):R(OiCB)=lOiB:GB  =OxBiO^O. 
OiEi:OiA=zRiOiEiC):R(OiAC)  ^  lOgCiBiCss:  OiCtO^O^, 
OiFi:OiB=:RiOiFiA):RiOiBA)=iiOiA:  I^A  =OiA:  0^0,; 

folglich  ist  auch 

^^:OiAxOiBxOiC=OiAxOiBxOiCtOiOxOiO^XOiOg. 

H.    (1.)    0.<r  j  y^  j  =zR(OAC):RilAC)=OH:r, 
OB :  j  J^j  ^RiOBA).R(GBA)=OI:r. 

OC:  I  ^l  =RiOCB):RiHCB)  =  OG:r; 

folglich  ist  auch 

OAX  OBX  Od  OGx  OHx  Ol-  OGx  OHx  0/:r» . 

,  ■» 

oder 

T*i\OOiX\OOtX{00,  =  \OOiX\00%XiOOtiOA-xOBx.OC. 

(2.)     OiA'.  j  J*^*  I  =RiOtÄOiR{liAO  =:OiHi'.r, 

OiB:  (  ^^  l=:R(OiBAy.B(GBJ)  =OJi"r. 

OtC:  j  2?  t  =Ä(0,CÄ):Ä(il,Cir)=0,C:r; 
folglich  tot  sadi 
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OiAxOiBxOiCiOiGxOiH{xOili  =  O^Gx<HHiXOxhif^f 

oder 

r»:i04C»<JO|0,x40iO, 

—  \OiOx\O^O^X\Oi0^iOiAxOiBxOxC 

III.  (1.)  Aas  den  unter  I.  (1.)  aargefOhrteo  Proportionen  er« 
giebt  mich  9  wenn  man  die  ersten  und  dritten  Verhältnisse  nimmt, 

^•:  OÄX  OBxOC—^X  OAxOBxOC:  GBxBCxlA, 

oder.  Indem  man  das  erste  und  dritte  Glied  mit  8  multipHcirt  und 
(29)>  statt  8^'  setzt,  und  ferner  beaclitet,  dass  GB=\OOi,  HC 
=  100„  /il=:iOO,  ist. 

(2^»:  OAx  OBxOC-  OAxOBxOC.\00{x\OO^x\0(h> 

Vergleicht  man  diese  Proportion  mit  der  unter  IL  (I.)  gewonne- 
nen, so  erhält  man  nach  einer  leichten  Umänderung 

(2^)»: OAx  OBx OC=  OOi XOO^X  OO, :(2r)». 

(2.)  Hier  ergiebt  sich  der  Beweis  ganz  nach  Analogie  von 
HL  (1.). 

}.  39.  Schlossbemerknng.  Die  vom  $.6.  bis  $.38  auf- 
gestellten Sätze  werden  hinreichen,  um  die  mannigfaltige  Anwend- 
barkeit des  im  §.  1.  enthaltenen  Satzes  darzathun;  und  nur  dieses 
bezweckt  die  vorliegende  Arbeit.  Dieserhalb  sind  auch  Sätze 
der  verschiedensten  Art  zusammengestellt,  ohne  ihren  Innern  Zu- 
sammenhang zu  beachten  und  ohne  darauf  zu  sehen,  ob  dieselben 
mehr  oder  minder  bekannte  Wahrheiten  enthalten;  nur  die  Art  der 
Beweise  durfte  In  Betracht  kommen. 
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EineLSsmig  der  Gleichangen  vom  dritten  und  vierteil 
Grade  yermittelst  desselben  Princips. 


Herrn  Dr.  B.  Sommer 

la  Cobleni. 


I.    Die   cabische    Gleichnog. 

Setzt  man  in  der  Gleichung 

X*  +  ro:*  i  bx  +  c=sO 
XGzai-tiif  90  entsteht 

^1*  +  ^'i'^l*  +  *i*i  +<?!  =^0 
ttnd  zwar  ist  aj^=3a-f  a,  bi^=3cfl-i-'iaa-i'b^  Ci=zcfi-i-oa^-^ba-^en 

Setzt    man    nun    xi  =^-t-  »  so  wird  die  Gleichung  io  x^ 

hier  ist  n^  =  a|  X »  69  =  fr|  1*$  c^  ^  Ci  A'. 

Setzt  man  endlich  x^  = r »  also  or.  = 1- »     so 

jr,*  +  asJTs*  +  o^x^  +  c%  =0, 
und  zwar  ist  nun 

'»^    l+«,+  6.+^'      •"   l  +  «i  +  6»  +  Ci  ' 


niiran  Bradt  permiiieist  äe$BM$n  Prtncfps.  SBtt 

Die  letztere  Gleichung  in  op^    wird  mm  eine  reine  ctabiscbe 
Gleichung  werden»  wenn  03  ^"^  ^s  verschwindet,  d.  h.  wenn 

■ 

int,  d.h.  wenn  62=8  und  30^=^2  ist.    Drücken  wir  nun  a^,  6^, 
c«  in  a,  b,  e  au«,  so  wird  successive 

6iA«=3    und    Zcjk^^Ci, 
woher 


A«  =  i:  Y  ^   und    a^bi  =sÖc, ; 


die  letztere  Gleichung  enthält  kein  X  mehr  und  gibt 

oder  reducirt 

2(ii«-3Ä)a=9c— a6. 

\^ir  haben  daher  den  Wertli  a  so  zu  bestimmen,  dass 

9c— oft 

*=^2(a*-36) 

ist/ und  den  Werth  i  so  zu  wählen,  dass 

V3  '  3 

?;«^±V3«^+"2£i«+'6 

=  ±2(a«— 3A)y  3(27ea— 18ff6c  +  4o»c— 5*6«  +  46») 

Wählt  man  daher  a  und  k  in  dieser  Art,  dann  wird  dieGlei* 
chung  in  a^  geben,  wenn  wir  nur  den  einen  Werth,  den  die  Cnbik  • 
Wurzel  liefert,  betrachten: 

1— ^Il2  f  b^ — *^B 


4/  i-^«^2  ffta— ' 


oder,  mit  Berficbsichtignng  der  Gleichungen  62^3»  3c^=:ii2: 


und  da 


^-      4/3-0»  _      ./3-X(3a  +  a) 
*»-      V  3  +  02 -^""\  3+A(2«+«)' 
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ist,  so  .findet  sich  x  darch  die  Glsicbung 

wo  «  nnd  i  die  ermittelteB  Werthe,  nlmlich  resp. 

haben. 

Da  die  beiden  anderen  Werthe  von  jt^  durch  Hultiplicatioo 

des  erhaltenen  mit    5 entatehen,  so  ergeben  aich  diese 

gleichfalla  hieraus. 

Die  Gleichung  (iL)  aeigt  onmittelbar»  das«  ea  einerlei  iat,  ob 
man  den  positiven  Werth  von  A  einfährt  oder  den  negativen. 
Denn  eine  Umänderung  von  i  in  — k  gibt  in  (A): 

—  A(jr— «)  +  l //  3  +  A(3c  +  o) 

— l(ar— «)— I  ""      V  3— X(3o+a)' 

die  Identisch  mit  (A)  ist,  wie  man  leicht  erkennt«  wenn  man  jede 
der  beiden  Seiten  von  (A)  in  1  dividirt. 


11.    Die    biqnadratische  Gleichung. 

Behandelt  man  in  gans  ähnlicher  Art  die  Gleichung 

jr*  +  HO?  •  +  6a?«  +  ex  +  d  =  0 , 

min  snccessiva  «c=Xi-|-a»     a^sz-r    und   x,  as   -^ s 

setst,  so  wird  entsprechend: 

<f,  SS  «^  -|-  aa^+ötfl  +  ca-i-d; 
e^^soil,    6^s=6|X^    c^=rcii*,    d^^  dil^ 


nnd 


4-2g^  +  2c^-4d,^  l^-^j^+Vz^+i 


.•     / 


Die  Gleichung  iu  x^  vrird  nui  «firadraHsch  werdeo«   wenn  a^  und 
c^  verschwinden,  d.  h.  wen» 

oder  wenn  d^:=l  und  ag=rc^  ist.    Dies  gibt,  in  Oi,  61»  C|,  </| 

ausgedruckt:    c{|A^=I  und  aj^=zcik^;  daher  hat  man  A;=db  V  r* 

und  «t*55  0jVi^ 

Die  letztere  Gleichung,  in  a,  b,  e,  d  ausgedrficlit,  führt  aar 
Gleichung 

(4a*+3a«*  +  26«  +  c)«= (4a  +  a)«(Ä*  +  aa»  +  6o*+ctt  +  d), 

die  sich  auf  die  cubiache  Gleichung 

(o» — iab  +  8c)  a»  +  (aH  +  2flc  -  46*  +  16rf)  a« 

+  (a*c  f  Surf —46c}  « -I- a%2— e»  =  0 

« 

reducirt.    Aus  dieser  Gleichung  ist  nun  a  zu  bestimmen,  X  findet 
man  dann  aus 

^^*  V  Ä  "^  *  V  4«»+3a««+2^if+c' 
Die  Gleichung  ia  a^  wird  aber  jetst  die  Gentalt  annehmen : 

odef,  Ai  .     I  . 

*^"*l+«s  +  6a  +  c,  +  rf,' 
Termittelat  der  Gleiehnngeo  1  =  d^ood.  «^ssoa: 

SO  ist  die  Gleichung  in  ^^ : 


I         !' 


TbtUXXVn.  ti 
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einzusetsen  brancht»   um  aus  dem  bekannten  Werthe  fi&r  x%  den 
von  X  abzuleiten. 

'Wir  unterlassen  die  weitere  Ansffihrung. 


Es  sei  noch  bemerkt,  dass  auch  hier  bei  der  ersten  LOsung 
der  Casus  irredncibilis  sich  nicht  in  einen  reducibilis  verwandelt. 


Uebnnggaafgabeii'  für  Schfiler. 


.r 


ProlkileiiiAta« 

Aaetere  IK«.  Christiano  Fr.  Lindman,   Lect.  Str«iigBe«onti« 

I.  Invenire  integrale  aequationis  dUferentfalis 

dx       dy x^dx 

II.  Integiare  aequatlonem  di 


+  (o— J?)^^«— 5' 


HL    Per  duo  puncta  data  transennt  rectae,   quae  angnium 
=s  A  efficiunt;  inV€$fiire  locnm»  «bi  ejusmodi  rtetae  senintuo  secent« 

IV.    Circulus  est  datns  et  per  punctum  extremum  diametri 
cuJQsdam  dnctae  sunt  rectae;  In  hb  folfetolenda  sut  'ejaiMoii 
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punetft»  ut  qoailratan  partis  inter  punctnin  quaesHum  et  periphe- 
riam  sitae  ait  aequale  reetangalo,  eaJQS  anuni  latus  sit  diameter, 
altenini  yero  distaDtia  puncti  qoaeslti  a  diaisetro  ad  datam  dia- 
metnim  perpendiculari. 

V.  Imreoire  yf  ex  aeqnatione 

c^KCotv'-lp+O— tgv)»l  =  6'. 
(cfr.  Tom.  VIII.  praec.  pag.  335.  proM.  5.). 

VI.  Dato  puncto  iotra  angulum  rectum,  reperire  mioimam 
rectam»  quae  per  hoc  punctum  ducta  lateribus  aoguli  recti  ter- 
miuetur. 

VII.  Inveoire  yalorem  quantitatis 


si    est  ar=sO. 


Von  Herrn  Friedrich  Mann,    Profeecnr  an  der  Kantooeechnle  m. 

Fraoenfeld  im  Kanton  Thurgan. 

1)  Wenn  man  Im  Eodpunlcte  B  der  Geraden  AB  (Taf.  UL 
Fig.  16.)  eine  Senkrechte  errichtet^  auf  derselben  vom  Punkte  B 
aus  ein  Stfick  BC^kAB  abträgt«  um  C  mit  einem  Radius  gleich 
CB  einen  Kreis  beschreibt,  hierauf  Ä  mit  C  geradlinig  yerbin- 
det  und  den  Abschnitt  AD  von  A  aus  auf  AB  abträgt:  so  ist 
bekanntlich  AB  \m  Punkte  E  so  getheilt,  dass  AE  als  mittlere 
geometrische  Proportionale  der  Längen  BE  und  AB  erscheint 
In  dieser  Figur  ist  aber  auch^  wenn  man  noch  die  Sehne  DB 
zieht,  der  Winkel  CDB  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale zwischen  den  Winkeln  CBA  und  CAB. 

2)  Es  soll,  gestfitzt  auf  den  zuletzt  erwähnten  Sati^  die  Auf- 
gabe gelöst  werden:  „Man  kennt  das  grossere  Stück  einer  naeh 
dem  äussern  und  mittlem  Verhältnisse  getbeilten  Geraden,  es 
soll  das  dazu  gehörige  kleinere  Stfick  gefunden  werden. '^ 

3)  Ein  Vieleck  mit  ungerader  Seitenzahl  ist  regelmässig, 
wenn  sämmtliche  Seiten  Tangenten  eines  Kreises  und  wenn 
sSmmttidie  Centriwinkel  Ton  übereinstimmender  Gr5sse  sind. 
(Unter  Centriwinkel  sind  hierbei  natfirlich  die  Winkd  demjenigen 
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G^üad^n  wtv^^mApn,   vfekh»  vom  Mitt«|pu«kte.4«i  .einbeMliiiie; 
liMi«D  Kreifi^a  jmA  d^  eiBzoliieft. Koben  gebop.) 

4)  «feded  gleichseitige  Vieleck  mit  tingerader  Seüten- 
sahl,  welchem  eiö  Kreis  ein  beschrieben  werden  kamn,  ist  Tegel- 
mlssig. 


Miscellen« 


Deber-  eine  geometrische    Aufgabe« 

Von  Herra  Friedrich  Mann,   Professor  an  der  Kantonsschole  so 

Frauen feid   im  Kanton  Tliorgan. 

Aufgabe.  Man  l&ennt  von  einem  Dreieck  die  Lfinge 
einer  Seite  <=sa)y  die  Samnie  der  beiden  anderen  Sei- 
ten (=<)  und  die  Höhe  auf  die  bekannte  Seite  (=A); 
wie  kann  dasselbe  construirt  werden? 

Losung.  Trage  auf  irgend  einer  («exaden  ein  Stiick  «/Al=« 
(Tat  IX.  Fig.  16.)  auf,  suche  die  Mitte  O  von  JK  und  schneide 
von  O  aus  auf  JK  die  Stucke  OA  =  OB  =■  la  ab.  Errichte  .so^ 
dann  in  O  auf  JK  eine  Senkrechte  und  durchschneide  dieselbe 
im  Punkte  H  von  A  aus  mit  einem  Radius  =  JO.  Hierauf  be- 
schreibe  roao  um  O  mit  den  Halbmessern  OB  und  OJ  Kreise 
und  stelle  die  Geraden  Di  Ei  und  D^E^  her,  welche  in  der  Ent* 
fernung  b  zu  JK  parallel  sind.  Die  Punkte  Ci9  G^,  Crg,  G^,  in 
welchen  diese  Parallelen  den  kleineren  jener  Kreise  schneiden, 
verbinde  man  mit  O,  setze  die  Verbindungslinien  fort,  bis  der 
groase  Kreis  in  den  Punkten  Fi,  F^,  F3,  F«  gescknitfen  wird, 
und  Mie  von  den  snletat  erwähnten  Punkten  Senkneehte  avf  JK. 
Die  Ponkle  Cu  C^,  C^,  Ci,  in  welcken  diese  Seakreehten  die 
Parallelen  0i£if  D^E^  treffen,  darf  «an  dann  mr  mit  A  nad  B 
verbinden,  um  Dreiecke  ACiB,  AC^B,  ACzB,  AC4B  von  ver- 
langter Beschaffenheit  zu  erhalten. 

Befvei«.  Daas  jedem  der  gefundenen  Dreiecke  die  «vfriiw^e 
Seite  nod  die  vnrgeeehriebene  ti^At  jzekommt,   gebt  «nmittalibat 


UM  dci  CoMiriMclioii  befi^or.  Es  bt  daher  nur- noch  xn  beweisen, 
^^  in  Folgi»  4ier  Cofistruction  die  £01111116  der  anderefi  SeU^ 
idCir^ßCi  z«  B.)  =:?i  geworden  sei. 

JedeafidJ»  ist  netm&j^  48r  Censlriietioo  3 


oder  aach 


(emer; 


und 


(C,  AI)«;  (F,  ilO* = (<?,  O)»:  (F,  Oj«s  (l) 

(C,0)«  =  (IIO)«=si»«-i««i  (3) 


C^JtfsA  (^ 


(FjO)«=J*«.  (4) 

fidhktitairra  w4r'«e  Wortbe  aw  (2).  (^  wid  <4)  i»  tl).  und  Im- 
stficbn«»  wir  F|itf  durch  JU,  «oist:  A*:i7S^(ii»-^ta*):(<*«d0r 
im-^Jf)  t  ff*  =:  a' :  <*,  «Im  aucli : 

(JI«— A«)««  =  o«ff'.  (5) 

H^  ist  offenbar  =  JM.  MK,  Vernioge  der  Coniilructioo  ist  aber 
JM=zJA't-b  (wenn  wir  nfimJich  den  Abschnitt  AM m\t  6  bezeich- 
nen)   und    JA  =  i(f  —  c) ,     also    JM  =  {{$  —  o)  +  6.       Ebenso : 

iSobstitdiren  wir  den  Wertb' i^on  £f*  Aas  <6)  in  (6),  so  gewln«- 
nen  wir: 

Bezeichnen  wir  die  Seitenlangen  i4C|  und  BCi  beziehungsweise 
durch  ;r  und  ^^  so  ist  bekannten  planimetrischeo  »Sätzen  zufolge; 

ft»=a^— 6»  and  6=« — r-^ ^. 

Indem  man  diese  Werthe  In  (7)  einsetzt  and  dann  gebOilg  redo- 
Girt»  gelangt  man  zur  Gleichung: 

Lost  man  diese  Gleichung  nach  s^  auf,  so  ergibt  sich: 

«•  =  ar«+2ar.v+y*  =  (a:+y)«,   folgfich:    *  =  a?  +  y. 

Die  Summe  der  iieldenvüreiecicsseiten  ACi  und  ßCi  hat  also 
in  Folge  unserer  Gonstrnction  die  voigescipriebene  Grösse  s  in 
der  Tbat  erhalten. 


So  därgesttflt^  oimmt  sich  die  Sache  ziemlicb  fetwibbelt  olid 
kiknsfstfibkartig  aus,  nnd  doch  \6t  der  GedankeDgang »  welcher 
diese  Losung  an  die  Hand  gab,  bilchst  einfach  und  einleuchtend. 
Nachdem  nämlich  die  »wet  Eckpnnkiie  A  und  B  des  Dreiecks  der 
Bedingung  Aß=za  gemäss  hergestellt  sind,  handelt  es  sich  nur 
noch  um  Gewinnung  des  dritten  Eckpunktes  C  Dieser  ist  an 
zwei  Bedingungen  gebunden: 

1)  von  AB  um  A  entfernt  zu  sein,  und    • 

2)  in  Beziehung  auf  die  Punkte  A  und  B  eine  Entferiiiings- 
summe  =«'zu  bähen. 

In  Folge  der  ersten  Bedingung  muss  C  einer  der  zwei  Geraden 
angehören,  welche  man  in  der  Entfernung  A  zu  AB  ziehen  kann; 
in  Folge  der  Bedingung  2)  muss  C  ein  Punkt  vom  Umfang  der- 
jenigen Ellipse  sein,    welche   A  upd  B  zu  Brennpunkten  und  s 

zur  grossen,  mithin  V^J^ — la^  zur  halben  kleinen  Axe  hat.  Die 
an^  C  gestellten  Forderungen  erfMtt  somit  Jeder  Punkt,  weldirer 
dieser  Ellipse  und  einer  Jener  Parallelen  zugleich*  angehört.  E« 
fragt  sich  daher  nur:  wie  kann  C  den  aufgestellten  Bedingungen 
gemäss  gefunden  werden  ohne  formliches  Construiren  einer 
Ellipse?  Die  Eigenschaft  ,yC  soll  ein  Punkt  der  bezeichneten 
Ellipse  sein 'S  lässt  sich  in  verschiedenen  Formen  geben,  z.  B. 
auch  in  folgender: 

Wenn  man  um  O  (Mitte  von  AB)  mit  einem  Halb- 
messer =  sJ  einen  Kreis  beschreibt»  so  ist  C  so  gewiss 
ein  Punkt  derjenigen  Ellipse,  welche  il  und  ^  zu  Brenn- 
punkten und  $  zur  grossen  Axe  bat,  als  die  durch  C 
gehende  und  auf  AB  senkrecht  stehende  Gerade  sich 
zur  halben,   durch   C  gehenden  und  auf  AB  senkrecht 

stehenden  Kreissehne  verhält,  wie  \  Is^ — id^  zu  i$. 

Diese  Form  der  Bedingung  2)  ist  es,  welche,  zusamroenge- 
halten  mit  der  Bedingung  1),  jsu  obiger  Lösungsweise  führte. 

Aus  der  Figur  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  vier  oder  zwei 
(gleichschenkelige)  oder  kein  Dreieck  von  verlangter  Art  erschei- 
nen, werden,  j«*Dachdeni  A  kleiner  oder  gleich  odidr  grösser  als 

Vij»-jä*  ist. 


VoD    dem    Heraosgeber. 

Well,  wenn  man  s  als  constant  betrachtet »  allgemein 


MiseeUe».  309; 

aUio 

/+i    j'-y« 1  1 2 

—1  • \         •  "  "     \ 

und  folglich  allgemein 

—1  —X 

Weil,  weno  man  y  als  constant  betrachtet,  aligemein 


also 


I  • 


/ 


r-.    ,.  "•*  .      ■ 

und  folglich  allgemein 

ist»  so  iat 

.,,V^rgl^cbt  nian  dies  mit  dem  Obigen,  so  kommt  die  Gleichpng: 

•  ilch  glaube  nichts   dass  man  mich  missretsleiien  wird,   ^<wüi 
ich  «ag»»  dass  die4  Unsinn  ist»  und  dass.  Conrnoi  :dea.>Cfiund» 
desselben  im  Allgemeinen  und  Wesentlichen  ipauB  rieliti|^  da- 


a?*— y' 


rin  gefunden  hat,  „dass  die  Function  /  %^^%\'^  •  «'''stachen  den  * 
GrSnzen  deif  Veränderlichen,  nämlich  wenn.;B  und  y  gleichzeitig 
Noil  werden,  unendlich  wird**  (m.  s.  Arc^v;  ThLiXXlL  S.4k.). 
Ich  gehe  nur  ?ielleicht  noch  weiter,  als  jener  treflf liehe  Mathe- 
niati^fB?.,'.iQ4|9Wk  M:b  gleich  von.  vorn  herein  die  IntjBgration^zwi/ijcheii' 
dfai.«4Hge«rGr4naen  für  unzulässig  er>lä.re«  Analysiren  wir  ^ 
s^Bh  einQ^  das  IntegfM  .  .  i . 


r^rm$^^. 


-1 
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etwas  Dlb«r.    Plan  Mgt,  allgemein  ist  flir  ein  constantes  « 

lolgllGD 

i 

und  dies  Ut  in  der  That  so  lange  auch  ganx  richtig,  so  lai^e  of 
nicht  verschwindet  Wenn  mau  aber  ^  ^  0  seUUp  so  ist  vor- 
stehendes Integmi  eigentlich,  das  folgende: 

-1  ^1       ^ 

also  nach  der  obigen  Formet: 

Hieraus  sieht  man  aber  schon ,  dass  es  ganz  unznlässig  Ist,  d;=0 
SU  setzen,    weil  -    zwischen  den  Gränzen  — -1  und  -^1  unendlich 

wird,  also  die  in  der  höheren  Analyiis  flberall  unTerbrflchlicb 
fest  zu  haltende  Bedingung  der  Stetigkeit  nicht  mehr  erliillt  ist. 
Wenn  man  nun  aber  die  zweite  Integration 

ausf&hrf ,  so  TSsst  man  ja  eben  x  zwischen  den  Grftnzeti  —  1 '  und 
-fl  auch  verschwinden,  und  thut  also  etwas ^  tras  sich' gf eich 
von  vor  fl  hs'rein  als  unzulässig  erwiese*,  bat;  und  kommt  dann 
zuletzt  Unsinn  heraus,  so  hat  man  sich  darob  gar  eicht  zu  vor* 
wmdern.  Was  Ich  hier  gesagt  habe,  will  im  Wesea^Hebeii:  Mich 
Courirol  sage»»  srnd  leb  wefiigsteassglftQber  dass  er  voltb^m» 

men  Recht  hat.  Mai>  entwickele  doch  /  ^=  /  y^y  auch 
einmal  auf  gewohnltehe  Weise ,  so  kommt 

r§|=r-l,   9Ago  jP^^^^A    VIsrber  kam/" 

Msä  tffcbts  als  Widerspf Gehet  cmd  wei'  also  das  Geseti'  dcff^^fk^ 
tigkeit  jemals  verletfef,  begeht,  Im  Allgemeinett  wmlgstern'i^ 
Immer  Unsinn,  hat  wenigstens  immer  ZwelfM'la  d9e  Whaltlsveo- 
Resoltate  zu  setzen  und  dieselben  einer  besonderen  Untersucbang 
au  unterwerfen.    Sapient»  satf  6. 


*•  -    «a 


Xnar:  Entwickl.  der  vanOgl,  Eigemch.  einig. eU.  Functimen.  365 


Entwicklang  der  yorzuglichsten  Eigenschaften  einiger  mit 
den  goniometrischen  zunächst  verwandten  Ponctionen. 


Von 

Herrn  Professor  Rnar 

in  Grats. 


§1. 

E«  ist  längst  als  Tbatsache  anerkannt,  dasa  diejenigen  Rech- 
nungsoperationen ,  welche  sich  auf  dem  gev^ohnlichen ,  vom  ein- 
fächeren  zum  mehr  zusammengesetzten  fortschreitenden,  Ent- 
wicklungsgänge der  Arithmetik  ergeben,  flir  das  Bedarliiiss  der 
Mathematik  in  ihrer  gegenwartigen  Ausdehnung  nicht  als  genügend 
betrachtet  werden  können.  Dadurch  hat  sich  von  Zeit  zu  Zeit 
die  Notfawendigkeit  herausgestellt,  noch  andere  Functions  formen 
als  selbständig  in  die  Wissenschaft  aufzunehmen,  deren  ünent- 
behriicbkeit  oder  wenigstens  Natzlibhkeit  In  wirklich  Torgekomme* 
nen  Fällen  durch  die  Erfahrung  gelehrt  wurde.  Hiebet  ist  es 
leicht  begreiflich,  dass  man  nicht  immer  gleich  anfangs  im  Stande 
war,  den  ganzen  Umfang  der  Anwendbarkeit  solcher  neuer  Func- 
tionen zu  fiberscbauen,  ^a  dieselben  bei  der  speciellen  Veranlas- 
sung ihrer  Einflihrung  nicht  sogleich  in  ihrer  einfachsten  und 
ftllgeraeinsten  Gestalt  auftraten,  und  man  zuweilen  auch  erst  später 
die  Art  ihres  Zusammenhanges  mit  anderen  bereits  vorher  be- 
kannten Functionen  einsah,  um  ihnen  demgemäss  ihren  gebühren- 
den systematischen  Platz  in  der  Wissenschaft  anweisen  zu  kSnneo 
der  häufig  ein  ganz  anderer  ist,  als  er  sich  bei  der  historischen 
Entwicklung  ergeben  hat    . 

Theil  XXVII.  ^ 
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Vorzflgiich  tauglich  zar  gemeinschaftlichen  Ableitung  neuer 
nothwendiger  oder  doch  sehr  nOtzlicher  Formen  zeigt  sich  die 
sogenannte  Elxponentialreihe  ti!r  e*,  weil  isich  aus  ihr  mehrere 
der  wichtigsten  Functionen  leicht  und  ungezwungen  bilden  and 
auf  solche  Art  unter  einander  in/Verbindung  bringen  lassen,  deren 
erstes  Erscheinen  in  der  Wissenschaft  auf  ganz  verschiedenen 
Wegen  in  der  Wirklichkeit  erfolgte.  Hieher  gehört  z.  B.  die 
Function 


e^^l' 


aus  welcher  die  Bern oullTschen  Zahlen  mit  ihren  mannigfaltigen 
Anwendungen  bei  den  goniometrischen  Functionen  und  der  8um- 
mirung  verschiedener  Reiben  entspringen;  hieber  kann  ferner  der 
Soldner'sche  Integrallogarithmus  gerechnet  werden;  eben  09 
die  schon  von  Lambert  empfohlenen ,  dann  von  Gu  der  mann 
neuerdings  vorgeschlageneu  hyperbolischen  Functionen,  die  freilich 
die  allgemeine  Anerkennung  als  selbständige  Functionen  bisher 
noch  nicht  zu  erringen  vermochten,  ungeachtet  ihre  Nützlichkeit 
in  vielen  Fällen  nicht  geläugnet  werden  kann;  endlich  mfissen 
hieher  vorzugsweise  die  goniometrischen  Functionen  gezählt  wer- 
den 9  deren  Benennung  schon  hinlänglich  zeigt,  zu  welchem  spe- 
ciellen  Bedarfe  sie  zuerst  aufgefunden  und  angewendet  wurden, 
deren  wirkliche  Unentbehrlicbkeit  in  allen  Zweigen  der  Mathematik 
es  jedoch  ganz  nnerlässlicb  macht,  sie  nicht  bloss  als  geometrische, 
sondern  als  allgemeine  analytische  Functionsformen  zq  betrachten 
und  dieser  Anschauungsweise  gemäss  zu  behandeln. 

Es  ist  kein  Grund  vorhanden  zu  der  Vermutbung»  mit  den 
eben  aufgezählten  nach  und  nach  zum  Vorschein  gekommenen 
Functionen  mos&e  die  Anzahl  der  aus  der  Expoaentialreibe  ent-^ 
springenden  neuen  Formen' als  vollkommen  abgescbUaaen  ange- 
sehen werden,  vielmehr  wird  man  schwerlich  in  der  Erwartung 
sich  getäuscht  finden,  dassan  dieselben  noch  manche  andere  nflts^ 
liehe  Form»  besonder«  zum  Behufe  der  Integralreohnung ,  sich 
SiOschliessQn  dfirfte«  welche  aus  der  nähmlicben  Quelle  abgeleitet 
werden  kann  und  zugleich  eine  hinlängUcbe  Menge  eigeatbum. 
lieber  ihr  zugebtirigen  Eigenschaften  besitzt,  um  eine,  abgesonderte 
Behandlung  als  selbständige  Function  noü^wendig  zu  maobeot 
Bereits  vor  längerer  Zeit  hat  Louis  Olivier  im  2.  Bande  rom 
Crelle's  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik  gezeigt,  daas  die 
Summen  aller  ohne  Ende  fortlaufenden  Reiben,  die  au«  den  alt- 
gemetoea  Gliede 

1.2.3... .(m  +  n^ 
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für  r=:Oy  ],  2,  3,11.  s.  f.  entspringen^  mOgen  die  Glieder  durch- 
gängig mit  gleichen  oder  mit  abwechselnden •  Zeichen  genommen 
werden,  bei  allen  ganzen  and  additiven  Werthen  von  n  und  m  durch 
EzponbnttalgrSssen  ausgedrückt  werden  kOnnen,  und /diese  Aus- 
drücke, als  selbstfindige  Functionen   betrachtet,  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzen,  wie   die  Sinus  und  Cosinus,  die  fr^llch  eben- 
fklls   zu  denselben  gehßren.     Ol i vier  bat  dabei  vorzüglich  den 
Fall  vor  Augen  gehabt,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  und  als  Beispiel 
insbesondere  n  =  3   angenommen.      Neuerlich    hat  Hellwig    Im 
21«  Bande  von  Grnnert's  Archiv  für  Mathematik  und  Phy- 
sik diesen  Gegenstand    einer  allgemein   gehaltenen  Betrachtung 
unterzogen,  sich  aber  als  besondere  Beispiele    ebenfalls  auf  die 
beiden  Fälle  fi  =  2  und   iis=3  beschränkt.     Allein    nicht    diese 
allgemeinen  Ableitungen,  sondern  nur  eine  genaue  Untersuchung 
der  einzelnen  Fäjle  vermag  zu  zeigen,  ob  die  dabei  sich  erge. 
benden  Functionen  irgend   einen  wirklichen  Nutzen  zu  gewähren 
im  Stande  sind   und   ob  sie  zugleich  eine  so  scharf  aui<geprägte 
Eigen thümlichkett  besitzen,  um  ihre  Einföhrung  als  selbständige 
Functionen  dadurch^  zu  rechtfertigen.     Bei    der  Vornahme   einer 
solchen  Untersuchung  drängt  sich  der  Fall  »=:4  zuerst  auf,  weil 
offenbar  die  aus  dieser   Annahme  entstehenden  Functionen,  be- 
sonders wenn  die  Glieder  der  Reiben  mit  abwechselnden  Zei- 
chen  genommen   werden,    die   nächste  Verwandtschaft    mit    den 
gonlometrischen  haben  müssen,  da  sie  aus  diesen  letzteren  gerade 
80  entspringend  gedacht  werden  können,   wie  eben  diese  aus  det 
Exponential reihe  hervorgehen.    Ich  habe  mir  desshälb  im  Nach« 
stehenden  die  Aufgabe  zur  Losung  vorgelegt,  die  eben  ange- 
deutete   besondere    Art     der    Functionen    genauer    au 
untersuchen,    ihre    vorzüglichsten    Eigenschaften    a« 
entwickeln  und  die  ungemein  grosse  Mannigfaltigkeit 
und  Bigenthüniiichkeit  derselben  nachzuweisen.    Hiebel 
soll  auf  die  allgemeinen  von  OH  vi  er  und  Hellwig  angewendet 
ten  Herleitungen  weiter  keine  Rücksicht  genommen  werden»  son« 
4ern  nur  die  überall  klar  hervortretende  Analogie   mit  den  gonie- 
metrischen  Fanetione«  gleichsam  als  Leitfaden  dienen.    Vielleicht 
gelingt  es  mir  auf  selche  Art  die  Aufmerksiirakeit  anderer  Matbe- 
matikverständigen  auf  diesen  Gegenstand  zu  lenken,  die  dann  ohne 
Zweifel  im  Stande  sein  werden,  durch  tieferes  Eingehen  In  roanehe 
hier  nur  kurz  berührte  oder  ganz  mit  Stillschweigen  übergangene 
Untersuchung  noch  andere  mehr  verborgene  Eigenschaften  dieser 
Functionen  zu  entdecken,  und  dadurch  zugleich  den  Umfang  ihrer 
Aip^we^dbarkelt  vieHelckt  nicht  unbeträcbtiicb  su  erwelteni; 


25'. 
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§.2. 

Betrachten  wir  die  Summeo  der  vier  Dachst^beodeo  ohoe  Ende 
fortlaufenden  Reihen»  deren  Glieder  zu  einfachen  ßildungsgeeetzen 
folgen >  um  dieselben  durch  Beifügung  der  sogenannten  allgemei- 
nen Glieder  noch  mehr  hervorheben  zu  nijüssen,  als  selbständige 
Functionen  von  x,  deren  Eigenschaften  und  Zusammenbang  mit 
anderen  bereits  bekannten  Functionen  erst  nachgewiesen  werden 
sollen  5  und  bezeichnen  dieselben  durch  q>x,  %X9  tpj:,  £d?  derge- 
stalt, dass 

q>a:^I  -  41  +  8!""  12!  +  16!  ""'•"• 
xx^  I  -"6!  '^  9!'"T3!+ 171""'  •* 
▼*-2'~6!  +10!'^l4!"'"18!""-  •' 

^—S!""?!  +11!""  15!+  19!""  •••' 

sein  soll.  Die  Functionszeichen  9),  2»  ^>  £  werden  hier  niemals 
in  einer  anderen»  als  der  eben  festgesetzten  Bedeutung  gebraucht 
werden»  desshalb  reichen  sie  vollkommen  hin  zur  Unterscheidung 
dieser  Functionen  sowohl  unter  einander»  als  auch  von  allen  an- 
deren» ohne  dass  es  zu  diesem  Zwecke  der  Einführung  besonderer 
Namen  ftir  dieselben  bedarf.  Nur  in  dem  Falle»  wenn  man  die  vier 
obigen  Functionen  zusammengenommen  zu  bezeichnen  wfinseht, 
dtirfte  es  der  Kürze  und  Deutlichkeit  des  Ausdruckes  wegen  an- 
gemessen erscheinen»  sie  mit  einer  eigenen  gemeinschaftlichen 
Benennung  zu  belegen.  Ich  schlage  hiezu  fär  dieselben  den  Na- 
men »»hypercyelische  Functionen"  vor,  dessen  ich  mich 
kfinftighin  stets  bedienen  werde.  Ich  rouss  jedoch  aasdrücklicb 
bemerken»  dass  durch  diese  Benennung  durchaus  keine  Verbin- 
dung jener  Functionen  mit  dem  Kreise»  sondern  nur  ihre  Ver- 
wandtschaft mit  den  goniometrischen  oder  cyclischen  Functionen 
angedeutet  werden  soll. 


§.3. 

Einige  Eigenschaften  der  hypercycliscben  Functionen  eigebeii 
sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Glieder  in  den  Reihen  des  {.  2. 
durch  so  hdchst  einfache  Betrachtungen»  dass  es  ganz  QbwflflssiflT 
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•ein  wfirdot  sie  erst  umständlich  Metten  und  begrflnden  bu  wollen. 
Diese  Eigenschaften  sollen  daher  hier  nur  kurz  angeführt  werden. 
Sie  bestehen  in  folgenden: 

L    Für  ars=o  ^»^  90  =  1'  )O  =  0»  ^0  —  0»  fiO-0- 

2.  Femer  findet  man 

9(-a?)=ya?,  ;j(-ap)  =  — X*»  ^(-ar)=^,  {(— a?)  =  — fcr 
und 

wo  i  das  beisannte  Zeichen  fBr  V^ — 1  ist 

3.  Die  Reihen  des  §.  2.  sind  fär  jeden  beliebigen  wie  Im- 
mer grossen  Werth  Ton  x  convergent  und  daher  die 
hypercyclischen  'Functionen  beständig  stetig,  so  dass 
eine  Dnterbrechung  der  Stetiglceit  bei  ihnen  niemals  Statt 
findet.  Diess  gilt  nicht  bloss  für  reelle,  sondern  auch  fär 
beliebige  Imaginäre  oder  complexe  Werthe  von  x. 

4.  Die  Convergens  jener  Reihen  wird  nicht  aufgehoben,  wenn 
man  sämmtlicfae  Glieder  anstatt  der  abwechselnden 
durchgängig  mit  einerlei  Vorzeichen  behaftet  sich  vor* 
stellt»  Es  gelten  daher  hier  alle  Gesetze,  welche  ftir 
Reihen  fon  solcher  BeschaSenheit  erwiesen  sind. 

B.  Wird  X  so  angenommen,  dass  in  einer  der  Reihen  des 
§.  2.  irgend  ein  Glied  grosser  ist,  als  das  nächstfolgende 
der  nähmlichen  Reihe,  so  muss  auch  sowohl  in  dieser 
als  in  Jeder  der  drei  übrigen  Reihen  jedes  andere  Glied, 
in  welchem  der  Exponent  von  x  grösser  ist  als  in  dem 
zuerst  betrachteten,  gleichfalls  grosser  sein,  als  das  zu- 
nächst diffauf  folgende  Glied  derselben  Reihe* 

6.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  jeden  Werth  von  x^ 
ffir  welchen  das  erste  Glied  in  einer  der  Reihen  des  $.2. 
grösser  ist  als  das  zunächst  daraus  folgende,  auch  das 
dritte  grösser  als  das  vierte  und  so  ferner  jedes 
additive  Glied  der  Reihe  grösser  als  das  nächste  sub. 
tractive,  und  folglich  die  Summe  der  ganzen  Reihe 
oder  die  hypercyclische  Function  nothwendig  additiv  sein 
müsse.  Desshalb  hat  jede  hypercyclische  Function  für 
hinlänglich  kleine  x  stets  einen  additiven  Werth  und  bleibt 
auch  ununterbrochen  additiv  wenigstens  so  lange,  bis  das 
erste  Glied  der  entsprechenden  Reihe  dem  zweiten  gleich 
wird,  folglich  wenigstens 
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^a  «o  lange»  bis  1  =  jf  ^^^^  ^=  ^24= 2,21336  ..•., 

JT*  4 

%x  «o  lange,  bi^  ^^-gi    oder  ;i;=  vi «20.=  3,30075.^.» 
^x  90  länge,  l'*'*  'o  =  äi  l^^l^r  o:  =  v360=4,35ä88 — » 

£j;  80  lange,  bis  -g^^z-^   oder  jpz=:  v840= 5,38356.... 

wird. 

7.  Die  Reihen  des  §*  2.  convergiren  för  kleine  Werthe  von  j: 
sehr  rasch.  Die  Abnahme  der  Glieder  beginnt  schon 
bei  den  ersten  derselben,  sobald  x  dieeben  angegebe- 
nen Gränzen  nicht  übersteigt ;  für  grossere  Werthe  von  x 
tritt  die  Abnahme  erst  bei  späteren  Gliedern  ein  und 
zwar  bei  desto  späteren,  je  mehr  x  zunimmt.  Jene  Reihen 
sind  daher  nur  dann  zur  bequemen  Berechnung  der  hyper« 
oyoiscben  Functionen  geeignet,  wenn  x  die  obigen  Grän- 
^  Beb  nicht  bedeutenil  fibertrillt,  fdr  beträchtlich  grossere 
Wertlne  ton  x  hingegen  müssen  andere  Hilfsaiittel  aufge- 
sacht  werden,  um  auch  In  eolcben  Fällen  die  Berechnung 
jnit  mftglicJieter  BeqnemKehkeit  ausfahren  zu  kennen. 


^4. 

Die  Werthe  der  hypercyclischen  Fanctionen  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  durch  die  Sinus  und  Cosinus  imaginärer  Bo- 
gen  ausdriicken.     Bezeichnen    wir  zu   diesem  Zwecke  durch  w 

einen  der  4  imaginären  Werthe,  welche  V  — I  haben  kann,  und 
zwar,  um  hiebei  eine  ganz  bestimmte  Annahme  zum  Grunde  zu  le- 
gen, setzen  wir 

1— t 

Bei  dieser  Bedeutung  des  Zeichens  lo^  welche  in  der  Folge 
beständig  beibehalten  wernen  soH,  ist 

ttPra — I,  wB±=--^— =— -t«,  11^=:— 1,  te*=-— ^— =.-fr, 

1  +  i 
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wo  m  und  n  beliebige  gaozeZableo  seio  kOnnen.    Ferner  findet 
man  noch  . 

Sobatitoirt  man  nun  in  den  bekannten  Reibenentwtckinngen  für 
eo%x  und  sinar  sowoM  xw  als  auch  xtoi  anstatt  Xt  so  wird  man 
mit  gehöriger  Berflckeichtigung  der  ebea  angesetzten  Werthe  der 
Potensen  von  w  erhalten: 

coeatp— 1+  2---4|— -ßf  +  8! +•••  '*'    (2n)f   '^''''' 
coexm-^l—  2  —41+  51  t«^-  •+      (2n)t     +-" 

slna?»Ä«s[ar+3J— ^r-^   +   •  • +~(2«=l)r+-J' 

ix^     x^     ix'                   (— ^«-».o:*»-* 
8lnd:t0t=irt[^ — ^ — 5!  "*"?r    ''"  —  "^ — tS«— l)i '"'"■^* 

Durch  Addition  «nd  Subtraction  dieser  beiden  Reihenpaare  flber- 
seugt  man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit  folgender  ÄusdrQcke: 


^Wft  ^MS 

00a  :vw 

+ 

eoBxwi 

9)^ 

2 

'  "        » 

sinjw 

+ 

sinxwi 
2wi    "" 

une^nxw 

-i-wsinxwi 

X* 

m 

2 

4^jr 

-            2i 

-COSXCIÜt 

i  COS  2riM««-^  t  cosJMe 

2 

^-r 

sin^rw 

4. 

sinjwri 

fosinxrw 

>  — ^ 

-|-tPtsiD««e( 

2trt  '2tü 


(.5. 

Den  ^en  gefundenen  Werthen  kann  eine  verinderte,  ao  fer- 
neren AbleitongeA  nngemain  brauchbare  Fatm  gegeben  werden. 
Denn  es  ist 

X       xi  ,  .       X       XI 

^^=V2""V2       "°"       *^^V2  +  V2' 

folgUcb 
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cos:»»  =C08^.C0«;^  +  8lll^.«ln^. 


• 


,      X  XI  X         .     XI 


MD  dWn-  =  sin  yä  •  cos  ;^  +  COS;^  .  SID^  • 

Diese  Werthe  io  $.  4.  sobstitnirt  geben  nach  gehöriger  AbkflrzoDg: 

9>;r=:C08^.C08;^> 

1a  •  • 

3t*  =  V2««»  f2  *  """"V^  ~  V2  **"  V2  ■  ■'"  V2  • 

/  • 

• 

**  =  -lsin;^.siD^. 

Wegeo  eines  späterhin  davon  zu  machenden  Gebrauches  soll 
hier  noch  bemerkt  werden,  dass  durch  Addition  nnd  Sabtractioo 
der  beiden  Ausdrücke  für  %x  und  ix  folgende  Werthe  zum  Vor- 
schein kommen:  < 


• 


X  X%  ^  ..  ,    .^  X       ,    x% 


^ai'\riiX=V^.B\n—^*cou^  und  )c«— fer=— <V2.cos;jp2'*'"y2' 


§.  6. 

Zuweilen  erweist  es  sich  als  nützlich,  die  hypercyelischen 
Functionen  durch  Ezponentialausdrficke  darzustellen.  Diess 
erreicht  man  sogleich,  wenn  nur  in  den  Formeln  des  §.  4.  anstatt 
der  goniometrischen  Functionen  die  gleichgelteuden  Exponential* 
grDssen  eingef&hrt  werden.    Dadurch  findet  man : 

^x = -j(«*«'+  IT-*» + ««•' + r-**0 , 
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^a:=  jC^'^'  +  e-'^— 6«»«— e-*»0» 


5-7. 

Noch  lassen  sich  die  hypercycliiM*hen  auch  durch  die  hyper- 
bolischen Functionen  auedrüclcen.  Denn  es  ist  bekanntlich, 
wenn  die  letzteren  von  den  gleichnamigen  goniometrischen  Fun- 
ctionen durch  den  Gebrauch  der  grossen  Anfangsbuchstaben 
unterschieden  werden , 

* 

folglich 

cosapfo=Cos:rtf?t%  cosartptssCosd^io,  slnows — iSinwwi^ 

sin  ^not =t  Sin  a:tp. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  $.4.,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

iSxnxwi  .  Sinorto      foi  ,c..  .*« 

3F  = ^ — +    2tg     "^  2^i(Sina:«»— tSin«iw), 

.  SIndPtot  .  iSXnxw  w,^. 

{»== 2iier  +7-5;^=— 2(Sinaw+»Slnd?u»). 


Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  angefllhrten  Formeln 
zeigen,  dass  die  hypercycKschen  Functionen  weder  durch  goniö- 
metriscbe  noch  durch,  hyperbolische  oder  Exponentialgrössen  in 
reeller  Form  sich  darstellen  lassen,  sondern  durch  jede  dieser 
Arten  von  Functionen  nur  in  imaginärer  Gestalt  ausgedrückt 
werden  künnen,  obgleich  aus  $.  3.  bekannt  ist»  dass  die  enileren 
Mr  jeden  beliebigen  reellen  Werth  von  x  selbst  reell  sein 
mfissen.  Diess  berechtigt  zu  dem  Schlüsse^  dass  die  hypercycll- 
echen  FnnctioniSn  wirklich  eigenthfimliche,  von  allen  aiidera 
vorgenannten  Arten  von  Functionen  wesentlich  verschiedeii#,..iuir 
mit  ihnen  in  einem  bestimmten  leicht  erkenatatfea  ZüsAmmenbangB 
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stehende  Zahlformen  sind.  Es  darf  jedoch  nicht  unbemerkt  blei- 
ben, dass  durch  eine  Verbindung  der  goniometrischen  mit 
den  hyperbolischen  Functionen  oder  den  EzponentialgrOsseo 
die  hypercycUschen  qneh  in  reeller  Form  dargestellt  werden 
können.  Denn  führt  man  in  den  Werthen  des  §.  5.  anstatt  der 
Sinus  and  Cosinus  der  imaginären  Bogen  die  Exponentialausdrfick« 
oder  auch  die  hyperbolischen  Functionen  ein,  so  erhSlt  man : 

g>ar  =  cos^-- 2 =  ^^«y3'C<*s^' 

1     .     X    eva  +  e^v«       1          x    eva-.«"v« 
^*='V2*"*V2'"^ 5 +  72^®*?2 3 

1  «r  «IT         1  «17  «P 

=  y2*'"  V2  •  ^'^^V^  + 1^  ^®*  V2  •  ^'"  f2 ' 

JL        fL 

X    ^a — e    va  x    ^     x 


jr 


.  1     .     a:      eV*  +  e    V*       1  ar     eV«  — e    V« 

^=♦^•"^^2  •  — 1 va"^  v^'^ — % — 

1  «r  •!?         1  «1/  «17 

= y2  "'"  vä  •  ^"*  V2  ~  ♦«*'"■  V2  •  ^'"  yi  ■ 

Allein  diese  aus  zwei  verscfaiedeoftrtigeii  Functionen  susam 
roengedetzten  Fdrmen  dürften  jedenfalls  Schwieriger  zu  behandeln 
sein,  als  die  einfachen  hypercyclischen  Functionen,  so  dass  man 
schwerlich  im  allgemeinen  versuchen  wird,  diese  letzteren  auf  die 
anderen  zurückzufahren.  Nur  in  besonderen  Fällen  kann  auch  die 
eben  gefundene  immerhin  bemerkenswerthe  Form  gleiohfalb  von 
JKalzen  sein. 


f  9. 

Aus  den  Gleiehungen  des  ju  4  lassen  skh  imigrirnhit  4m 
Wertbe  ^on  ces«to>  eosorarf,  sin^me»  mnmoif  eo  wie  li«!  Mut 
GleiciMmgen  -des  §.  6.  die  Wertbe  der  fikponenünlgiSSsse«  4^^. 
r-^,  €^,  tr^^t  ^dlieh  ms  ^.  7.  GesoMi,  Cenjim»  Si^nam, 
9kkxwi  durch  die  hypercyclisdien  Fvnctfanien  dnrateU«!.  ftbm 
mündet  ntalleli  n«f  diesem  Wege: 
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010X10= io(24r-|-*'£^)=: — tSinxtot',  tfiu:noi=:iot(x^ — »&r)  =:=:tSin:rto 

•  * 

Substitiiirt  manisi  diesen  Ao«diilckeii  durcbgäng^  s  anstatt 
aw  und  folglich  —  =  ;not  anstatt  jt,  so  können  hiedarcfa  die  Wertbe* 

von  cosx»  BinXf  cos  ort,  stnari,  e^^  e"'»  e''»  ^"^f  Cosx»  Sin^c 
CoMxi9,SUkxi  mittelst  der  hypercyctischen  Functionen  imSiginärer 
V-eränderUchen   dargestellt  werden ,   wenn  man  etwa  eine  solche 
Umformung  su  irgend  einem  Zwecke  braadibar  finden  sollte.  ^     . 

5. 10. 

Die  eben  angegebenen  Wertbe  der  ExponentialgrOssen  e^'^, 
e",**,  «*"***,  er-'^*  fuhren  mittelst  einer!  ganz  einfachen  ßemi^rkung 
zu  eben  so  leichten  als  wichtigen  Folgerungen.  Diese  Potenzen 
sind  nähnilich  so  beschaffen  ^  dass  aus  einer  jeden  von  ihnen  die 
drei  fibrigeq  hergeleitet  werden  können.  Desshalb  müssen  zwischen 
ihnen,  und  folglich,  wena  n^an  an  ihre  Steile  die  obigen  Werthe 
setzt,  auch  zwischen  den  hypercyctischen  Functionen  nothwendig 
drei  Gleichungen  vorhanden  sein,  durch  deren  .Auflösung, 
wenn  sie  anders  in  einer  allgemein  auflösbaren  Form  sich  er- 
geben, aus  einer  jeden  solchen  Function  die  dr«|i  anderen  sich,  fin- 
den lassen  wurden. 

Man  erhält  diese  dieichangen  am  leichleBten  «nf  fotgende 
Weine.  Zuerst  mnltiplieirt  man  die  beiden  Weiche  ^pen  «**  wid 
«*-^»  dann  auch  jene  von  e^f  und   e"'^^  zusaratDon.    Dadurch 

kommen,  wegen 

« 

folgende  zwei  Gleichungen  zum  Vorscheine: 

=  tpafl  — -^a:*  +  2iipx.tif X'^i%x'^  +  iix^+2xx.  ix, 

aus  welchen  man  durch  Addition  und  Subtractiofn  saglelch  zwei 
der  gesuchten  Gleichungen  erhSlt,  nfthmlich: 

^j:*— ifrar*  +  2x*.&r^:l    und    2{px.flfX'^%x*+tx'^  ssÜ. 
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Die  dritt«  noeb  abgäogige  Gleichang  urgibt  sich  aus  dar  Be* 
inerkuDg,  dasft 

ifft.    Setzt  man  hierin  anstatt  e'*'  und  e^  Ihre  Werthe»  so  bat 
man  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 


§.  11. 

Die  beiden  ersten  so  eben  gefundenen  Gleichungen  swlscben 
den  bypercyellscben  Functionen  haben  sieb,  wie  man  siebt,  nicht 
bloss  in  reeller  Gestalt  ergeben,  sondern  sie  sind  auch  alge- 
bralsch  und  rational,  hingegen  die  dritte  jener  Gleichungen 
ist  transcendent  und  sugleich  imaginär.  Diese  letzte  ist  nicht 
allgemein  auflösbar.  Dessbalb  kann  mit  ihrer  Hilfe  auch  die 
schon  vorbin  angedeutete  Aufgabe,  nfthmiich  aus  dem  gegebenen 
Werthe  einer  bypercycliscben  Function  die  drei  übrigen  zu  be- 
rechnen, nicht  gelöst  werden.  Die  beiden  ersten  in  §.  10.  aufge- 
stellten Gleichungen  können  daher  nur  dazu  dienen,  zwei  von 
jenen  Functionen  zu  bestimmen,  wenn  die  zwei  anderen  als  be- 
kannt angenommen  werden.  Auch  die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
Ist  nicht  ohne  Schwierigkeit,  weil  sie  in  der  Regel  auf  Gleichun- 
gen des  Tierten  Grades  fßhrt,  deren  Wurzeln  im  allgemeinen 
wieder  nur  durch  imaginfire  Zahlformen  dargestellt  werden  können. 
Nur  In  den  zwei  Fällen,  wenn  entweder  tpx  und  n\fx  oder  x^  und 
IflB  als  gegeben  angenommen  werden,  lässt  sich  die  Auflösung  der 
beiden  obigen  durch  blosse  Gleichungen  des  zweiten  Grades  be- 
werkstelligen* Diese  beiden  Fälle  sind  es  daher  allein,  auf  welche 
kh  mich  hier  beschränken  will.  Betrachtet  man  zuerst  fps  und  |sr 
als  gegeben,  so  wird  man  aus  jenen  Gleichungen  finden: 

y^p  =r^f  [V  ((l-2xa:.gar)«+(x^*-fcr«)*)  +  l -2x:r.fcr], 

sobald  hingegen  fpx  und  ^  als  bekannt  angenommen   werden, 
erhält  man  daraus: 
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Wertbe  lassen  sich  noch  in  andere  Fennen  bringen, 
welche  zwar  mehr  Terwickelt  sind»  als  die  vorstehenden,  die  aber 
dennoch  in  manchen  Ffillen  von  Mutzen  sein  können.  Solche  ver- 
änderte Formen  findet  man  dadurch,  indem  man  entweder 

^x  -|-  ^^  =  y       und        ipX'^Hfx  ^  z 

oder  nach 

ixi-ixzsifl       und       X*  — 5^  =  * 

setst;  dann  aus  den  Gleichungen  des  §.  10.  die  Werthe  von  y  und 
t  bestimmt  und  aus  diesen  entweder  q^x  und  y^tx  oder  %x  und  ix 
ableitet  Die  Resultate  dieser  Rechnung,  die  zu  einfach  Ist,  um 
eine  umstlindliche  Auseinandersetzung  zu  erfordern,  sind  im  er- 
sten Falle: 

und  im  zweiten  Falle: 
ipc:=     tV  [V  ((1  ^^a/^  +  ^a:«)«  +  49)ar«.^a:«)  +1  —  97j:«+tf>j:«J 
+  IV  [V  ((1  — 9>ar«  +  if;ar*)«  +  49)a?«.^a:*)  —  1  +  yo:«— ^«•], 

—  4V  [V  ((1  —  9**  +  ♦^•)* + 49a:*  • -^j:*)  —  1  +  g>««  — ^j:*]. 


§.  12. 

Mit  Hilfe  der  eben  aufgestellten  Formeln  bann  die  dritte 
in  {•  10.  gefundene  Gleichung  dergestalt  abgeändert  werden,  dass 
sie  nicht  die  sämmtlichen  hypercycllschen  Functionen  enthalte^ 
sondern  nur  zwei  derselben  und  zwar  entweder  q^x  und  ^or  oder 
2j:*und  tx*  Es  bedarf  dazu  eigentlich  nichts  weiter,  als  in  Jener 
Gleichung  anstatt  der  zwei  wegzuschaffenden.  Functionen  ihre 
Werthe  aus  $.  11.  zu  substituiren.  Allein  die  auf  solche  Art  un* 
mittiilbar  sich  ergebenden  Gleichungen  sind  überaus  compUehrt 
und  bedfirfen  sehr  bedeutender  Verkflrzungen,  um  auf  den  einfach» 
sten  Ausdruck  gebracht  z«  werden.  Zur  l^hteren  Vornahme 
dieser  Veriritenogen  eefawm  wir: 
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1 — ^x^-^^l^^A       und        2^KK.^=sl7y 
so  ist  veripoge  $.  11.: 


folglich 


wiix  =  ^-^V  (V  (il« + Ä«)  +  B) 


und 


u,^  =  ö^"^ V  (V  (^«  i  B»)  -  Ä) , 


und  daher 


Aaf  gleiche  Webe  findet  man  aach 

Darcb  Erhebung  zur  zweiten  Potenz  ergibt  alch  hieraas,  wie 
man  leicht  eich  übenseugen  wird, 

(fot^^r — wix)^  =  —  A+Bi        und        (w%x  —  tüifa?)*  z=z^^A  —  BL 

Mithin  ist 

n>i%x — fo^a:  =  J:  lY  (i<  —  fi»*)       ond        to%x  —  tcijo: = ±  iV(^  +  Äi), 

Bei  diesem  Verfahren  bleiben  die  Vorzeichen  auf  der  rechten 
Seite  unentschieden.  Diess  kann  auch  nach  der  Natur  des 
Gegenstandes  nicht  anders  sein,  weil  es  dabei  offenbar  auf  die 
Zeichen  ankommt,  mit  welchen  die  auf  der  rechten  Seite  ausza- 
ziehenden  Wurzeln  genommen  werden.  Uro  nun  hier  nichts  u|i- 
bestimmt  zu  lassen»  stellen  wir  uns  vor,  das&  bei  der  £nt\vicklmig 
Ton  yiA'—ßi)  das  Vorzeichen  des  ersten  Qliedes  mit  JMiero 
von  mjffc-^wifia  fibereinstimme.    Daraus  folgt: 

,  ■      • 

F^etner.  geht .  der  a«f  der  linken  Seite  befindlioke  Aaednick 
yd%X''^wia  durch  die  blesse  Ver&ndeniag  des  ZeichesB  tobI  f  in 
wffif--wiifip  Aber.  Es  muas  daher  die  »ähmriche  Verittderimg  aooh 
auf  der  rechten  Seite  vorgenommen  wei4tn»>  mid  aofliil  ist 
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Werden  endlicb  dte^e  nunmehr  aucli  ^  dem  Zeichen  nach  TOilig 
festgestellten  Werthe  in  der  dritten  Gleichung  des  {•  10*  substi- 
tnirt,  so  nimmt  dieselbe  folgende  Form  an: 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  findet  man  auch : 

g>af  +  t>af  SÄ  V(l — 2%ar.  Ja: +  ixa:*  — £{**)# 

JonA  daher  durch  Snbstitutbn  dieser  Wertbe  zvrisdie»  den  Fua^ 
•tienen  'jux  und  ^  die  Gleichung: 

frt;(ar  — «75^  + V(l  — 22ar.5a:  +  »x^* — t|a?*) 
rrs  («c^a?  -  toig«  +  V{1  —  23(0? .  &i?  —  tX^  +  ifci:«»' . 

■ 

§.13. 

t 

Obgleich  sich,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  swisehen  den 
Functionen  fpx  und  il^x^  wie  auch  zwischen  %x  und  IXt  nur  trän- 
nscendente  und  zugleich  imaginäre  Gleichungen  aufstellen  lassen, 
unterliegt  es  doch  keiner  Schwierigkeit,  zwischen  den  nälimlichen 
Functionen  Differentialgleichungen  ausflndit;  zu  macbcfn» 
die  nicht  nur  reell,  sondern  deren  üifer^ntialquotienten  sogar 
algebraisch  sind.  Denn  differentiirt  man  die  in  $.2.  angege- 
benen Reihen,  so  wird  man  sich  sogleich  überzeugen,  dass 

dmx  .        dix  di^x  däx 

Är=-^'  rfi^**-  -0^=^""  -5;=** 


1  • 


sei.  Durch  Multiplrcation  der  ersten  und  dritten,  dann  auch  der 
zweiten  und  vierten  dieser  Gleichungen  erhält  man  hieraus: ' 

d(px  .      d'üfx         ,  dtx  dhx 

und  wenn  man  irt  der  ersten  von  diesen  neuen  Gleichungen  an^ 
statt  'ipc  und  £.t,  in  der  andern  aber  anstatt  ^x  und  ^x  die  Werthe 
aus  $•  11.  substituirt,  kommen  die  beiden  Differentiaigleichnngen 
mm^  Versebeine: 

V[ V((l  -  q>x^  +  ^^Ä*)*  +  ^9x^ .  ^fx^  f  29ar .  i^fx^dtpx ' 
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und  / 

V[V((I  -  2z«.fir)«  +  (z««— |a^»)—  I  +  a^a: .  Sa:]«r»r 

§.  14. 

Diese  beideo  DiflerentialgleichungeD  sind,  wie  eine  leichte 
Untersuchung  zeigt,  nicht  unmittelbar  Integrabel.  Auch 
dürfte  ee  «icbwer  sein,  bei  ihnen  die  Absonderung  der  Veränder- 
lichen au  bewirken  oder  einen  integrirenden  Factor  ausfindig  au 
machen.  Da  aber  z^viscben  den  hypercyclischen  Functionen  ^or, 
^x  und  x^*  ^  sowohl  diese  Differentialgleichungen  als  auch  gleich- 
aeitig  die  In  $.  12.  gefundenen  Gleidiungen  als  bestehend  erwie- 
sen sind,  so  müssen  diese  letzteren  allerdings  als  Integrale  der 
anderen  betrachtet  werden,  nur  sind  sie,  weil  sie  keine  unbe- 
stimmten Constanten  enthalten,  nicht  die  allgemeinen,  sondern 
nur  besondere  Integrale,  worin  die  Constanten  dergestalt  be- 
stimmt sind,  dass  fiir  a?  =  0  zugleich  9)0:  =  1,  x^  =  0,  fpx^H 
und  ^  =  0  wird.  Wir  sind  daher  aus  dem  Vorhergehenden  be- 
rechtigt zu  schliessen,  sobald  zwischen  zwei  VerSnderlichen  y  und 
z  eine  der  beiden  Diferentialgleichungeto 

V[V((l-y*+**)*  +  4y«i*)+ 2yi]rfy 
=  -  V  [V((l  -»•+«»)•+ 4f«i«)  ^  2yx]cb 
oder  auch 

=  v[y  ((1  -2yj)«+ oy«  --  2>)«)  + 1  .-2yi]ifa 

als  bestehend  gegeben  sein  sollte,  mfissen  hiezu  beziehungsweise 
die  Gleichungen 

y  +  w+»V(J-y«  +  ««-2»3^«)=(y-fe-tY(l— yH^*  +  2qfz))< 
oder 

als  besondere  Integrale  gehOren,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
in  der  ersten  gleichzeitig  y=l  und  s  =  0,  in  der  andern  hinge- 
gen ys=0  und  z  =  0  seL 

Auf  den  ersten  Anblick  scheint  durch  diese  Kenntniss  eigentlich 
nichts  gewonnen  zu  sein,  da  die  aufgestellten  beiden  beson- 
deren Integralgleichungen  wegen  ihrer  traosceudenten  und  imagi- 
nSren  Fenn  d&e  direete  Auflösung  nichlt  znlasseD  un^  dahi« 
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der  sff«i  'VeitoderHcben  aus  d««  gegebenen  Wertbe  der  anderen 
durcl»  diese  Gleiebmigen  unmittelbar  b€reofa»et  werden  kann»  In- 
dem Trir  aber  nanniehr  fr  lasen,  dass  das  Verbalten-  der  awei  Ver- 
änderlieben  y  und  z  in  dem  ersten  Gieicbungapaare  dassdib»  sel# 
wie  der  beiden  bypercyclischen  Functionen  q>as  und  ^js,  in  dem 
anderen  hingegen  wie  %x  und  £;r,  sa  kann-  dieser  Umstand  dazu 
benützt  werden,  um  wenigsten»  auf  indirectero  Wege  die  Auf- 
ISirnng  der  iybigen  Glefebengen  zu  erhalten.  Denn  nimmt  man  die 
gegebene  Veränderliche  y  oder  2  als  Wertb  der  entupredbeiiden 
bypercyclischen  Function  an,  nfthmlich  in  der  ersten  Differential- 
gleichung  y  för  tpx  und  t  fQr  ^x,  in  der  zweiten  Gleichung 
aber  y  für  %x  und  z  fvir  gor;  so  Ifisst  sich  daraus,  wie  diess  spä- 
terhin ausfiihrlich  gezeigt  werden  wird,  zuerst  der  zugehörige 
Werth  Von  x  und  hieraus  ferner  auch  die  andere  bypercyctiscbe 
Function  als  Wertb  der  zweiten  VerändetKchen  bestimmen,  wo^ 
durch  eben  die  Auflosung  der  Gleichung  bewerkstelliget  evscheint- 

§.  16. 

Die  beiden  in  §*  13.  gefundenen  Differentialgleichungen  können 
dojceh  Mnltipltcation  mit  sehicklicben  Factoren  auf  andere  zuweilen 
minder  zusammengesetzte  Formen  gebracht  werden.  So 
z#  B.  erhält  man  darf^us,  Indem  man  die  erste  mit 

Vt V((l  —  9>^*  +  ^a:*)»  +  itpa:^ .  tf;.T«)  —  2<par .  t/;ar] , 

die  zweite  hingegen  mit 

V[  V((l  -2xx .  Ij:)«  +  (xx*-^  fer«)«)  - 1  +  tJ^jr .  f j  ] 


mnltiplicirt,  die  beklen   neuen  « weit   einfacheren   üiffprentlalglei- 
changen 

(1  —  q>x^ -t- ijfx^dfpx 

und  « 

Es  ist  jedoch  sichtbar,  dass  durch  diese  Dn\wandlnngen  die 
früher  vorhanden  gewesene  gleichfurmige  Anordnung  der  Verän- 
derlichen in  beiden  Theilen  der  Gleichungen  verloren  gegangen 
ist,  ohne  dass  in  Bezug  auf  leichtere  Ausföhning  d<^r  Integration 
irgend  etwas  Wesentliches  gewonnen  wurde.  Zugleich  darf  nicht 
aiaraehen  -w^erden,  daaa.dnreb  selche  Multiplieatioaen  zaweilen 
particuläre  Auflösungen  in  die  Differentialgleichungen  gebracht 

IhtU  XXVII.  2S 
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m 

werden  kOnnen,  welche  denselben  in  ihrer  früheren  Form  nicht 
znkommen«  Das  vorstehende  Beispiel  seifet  diess  gani  deatiicb, 
indem  den  beiden  hier  zaletzt  gefundenen  Differentialgleichongen 
die  particaliren  Anflosangen 

1— g>ap*+^a:*=0       nnd        Ja:*— {a:«=:0 

besiehungsweise  Gendge  leisten,  ohne  das«  dieselben  den  GM- 
ehangen  des  {•  13.  entsprechen. 


$.  15. 

Indem  man  die  in  $.  13.  aufgestellten  Werthe  der  DifferentiaL 
qaotienten  aller  hypercyclischen  Functionen  wiederholt  differentiirt» 
erhält  man 

d^wx        dSa  d^wx       dipx  d^wx        dyx 

ifcr«—    dx"^^^*     At»-     dx-^    ^^'    da^^     dx^    ''*• 

d^x dipx_    j,        ^H^^    djx  _  d^x_    dipßs 

Ar«—    "3^"^"**'     Ar«"""ite~"^'^'    Ar*  "^  Ar  •^""*^' 

d^x^^    dyr dhpx_    dq>x_  d^x_    djx  ^ 

1^—     dx-^    ^^' "di»  -     Ar -""'^'  "3^*" -""  Ar  ""■"**' 

dHx  ^    d^x dHx_    d*ipc d^x  _    dfpx_ 

d^-     dx^    '^'     Ai»""^      dx~    ^*'   Ar*"^     dJ""""^" 

Hieraus  ist  ersichtlicb,  dass  jede  der  vier  hypercyclischen 
Functionen  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihr  vierter  Differential- 
quotient  wieder  der  urspr Anglichen  Function,  jedoch  mit  ent- 
gegengesetitem  Vorzeichen»  gleich  ist«  oder  mit  anderen  Worten, 
jede  von  ihnen  ist  eine  Auflösung  der  linearen  Differentialglei«* 
ehung  des  vierten  Grades 

^s=— y       oder        <{^ -f  yAr^=:0« 

Demnach  besteht  das  allgemeine  Integral  dieser  Differential- 
gleichung  in: 

y^Ci  .q>x-^C^.%x-\-  C^.^x-i-C^.tx, 

wenn  durch  Cf,  C«,  Ci,  C4  vier  willkürliche  Constanten  beaeieh» 
■et  werden. 
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{.  17. 

Den  TorhergeheDd  angeflSbrten  höheren  Diferentialquotienten 
der  hypereycllscheo  Fanctionen  liegt  die  Voraueeetzung  sum  Grunde« 
daee  dabei  x  als  absolut  verfioderlich  und  tpx,  xx,  ^x,  Ix  aU 
davon  abhängig  betrachtet  worden  ist.  Es  könnte  jedoch  in 
manchen  Fällen  erwGnscht  sein,  jene  Gleichungen  dergestalt  ab- 
zuändern 9  dass  darin  eine  der  hypercyclischen  Functionen  als 
ursprünglich  veränderlich  und  or  als  Function  derselben  angesehen 
werde.  Diese  Umänderung  kann  ohne  Schwierigkeit  entweder  mit 
Hilfe  der  allgemeinen  zu  diesem  Zwecke  in  der  Differentialrech- 
nnng  aufgestellten  Regein  oder  auch  dadurch  bewerkstelliget  wer- 
den, indem  man  einen  jeden  der  im  Anfange  des  $.  13«  gefundenen 
Differentialquoti^nten  noch  ferner  drei  Mal  unter  der  Voraussetzung 
differentiirt,  dass  die  zuerst  differentiirte  hypercyclische  Function 
absolut  veränderlich  sei»  und  dann  in  der  letzten  so  erhaltenen 
Gleichung  die  aus  den  früheren  Gleichungen  hergenommenen 
Werthe  der  anderen  hypercyclischen  Functionen  an  ihrer  Stelle 
substitnirt  Auf  jede  dieser  beiden  Arten  kommt  f&r  die  Function 
^x  folgende  Differentialgleichung  zum  Vorschein: 

Für  die  drei  anderen  hypercyclischen  Functionen  ergeben  sich 
eben  solche  Differentialgleichungen,  die  aus  der  angeführten  durch 
blosse  Vertauschung  des  Functionszeichens  tp  mit  einem  der  übri- 
gen %,  ^  oder  i  entstehen. 


Da  wir  in  §.  13.  gesehen  haben,  dass  die  Differentialqaolien- 
ten  der  hypercyclischen  Functionen  selbst  wieder  solche  Funetionan 
sind,  so  müssen  durch  Umkehrung  jener  Formeln  auch  die  Inte» 
graie  derselben  ebenfalls  dergleichen  Functionen  sein,  nnd  es  ist 
sogleich  einleuchtend,  dass  sich  auf  diese  Grundintegrale. andere 
mehr  zusamnaengesetzte  auf  sehr  mannigfaltige  Welse  werden  zq« 
rückführen  lassen.  Die  Anzahl  solcher  Integrale  ist  zu  gross  oder 
eigentlich  unbeschränkt,  als  ^bsb  versucht  oder  erwartet  werden 
könnte,  eine  vollständige  Aulzählung  derselben  hier  vorzunehmen« 
sie  würde  auch  erst  später  möglich  sein,  nachdem  wir  in  der  Un- 
tersuchung der  Eigenschaften  der  h3rpercyclischen  Functionen 
weiter  fortgeschritten  sein  werden.  Desshalb  will  ich  gegenwärtig 
nnr  einige  der  einfachsten  hieber  gehörigen  Integrale  als  Beispiele 
anfuhren  nnd  auch  In  der   Folge  höchstens  durch  kurze  Anden- 
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tuDgen  auf  eine   Erweiterung  dieser  Formeln  bioweisen.    Es  ist 
nährolich : 

fyx.xxdx-s^^  i2^*+C,  ftpx:fpxdx^lt^-\-C,  fyxixdx=^^(px'^-\-C, 
f%x^dx=:i%x.ilfX—l(px.Sx+C,   f%x.^xdx=lipx^+C, 

fxx.ixdx=i^'-lx2x+C:  ^t/;a;«Är=:— 1  +  Jtf;a?.Ea:  +  J9;r.Xa?+  C, 

HIebei  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Richtigkeit  meh- 
rerer der  aDgeffihrten  Integrale  zwar  erst  aus  dem  sogleich  Nach- 
folgenden  mit   Leichtigkeit  und   unmittelbar  sich  erkennen  lassen 
Wird,  aber  auch  mit  Hilfe  der  io  §.  4.  oder  §.  6.  eothaltenien  Werthe 
'ohne  besondiere  Schwierigkeit  nachgewiesen  werden  kann. 

$.19. 

Bei  den  bisher  erwiesenen  Eigenschaften  der  hypercyclischen 
Functionen  ist  die  Veränderliche  x  durchgängig  als  mit  dem 
iiShmtichen  Werthe  behaftet  angenommen  worden.  Wir  messen 
'iranmehr  cur  Verglefchnng  jener  Functionen  fSr  verschiedene. 
Jedoch  unter  einander  in  einem  liestimmten  Znsammenhange  ait 
liende,  Werthe  der  Veränderlichen  schreiten.  Die  hauptsächlich- 
sten feu  diesem  Behnfe  dienlichen  Formeln  findet*  man  ganz  ieietit. 
Indem  man  in  den  Ausdrücken  des  §.  4.  oder  §.  6.  y  anstatt  ar 
setfet  und  dann  die  biedurch  zum  Vorseheine  kommenden  Werthe 
mit  den  trüberen  einzeln  multiplicirt.  Auf  diese  Weise  wird  nni: 
stell  Too  der  Richtigkeit  folgender  Gleichungen  überzeugen:  ' 


mit  äen  goiiknutrieelleH  »unSeM  verwandten  nme/lonat.     38S 

5.20. 

Indem  man  die  vier  ersten  mit  den  vier  letsten.  vorstehenden 
Gletchongeo  paarweise  addirt  und  snbtrahirt,  ergeben  sich  daraus 
folgende  Werthe  : 

> 


vi-     i 


t  .r    ' 


Diese  Ausdrücke,  wenngleich  nie  etwas  mehr  zusamtaieoge-«'' 
setzt  sind,  besitzen  dennoch  eine  augenfällige  Analogie  mit  den 
Formeln,  durch  welche  die  Sinus  und  Cosinus  der  Summe  und 
des  Unterschiedes  zweier  Bogen  dargestellt  ta  werden  pflegen, 
l^irklich  sind  auch  die  ersteren  eben  so  hier,  wie  die  letzteren 
in  der  Goniometrie  eine  ungemein  reichhaltige  Quelle  der  mannig. 
faltigsten  Folgerungen«  so  dass  betnabe  die  ganxe  Theorie  der 
hypercyclischen  Functionen  aus  ihnen  hergeleitet  werden  kann. 
Ilto' 'wichtigsten  dieser  Folgerungen  sollen  nun  etwas  nllher  be- 
traehtf^t  .vverden,  um  daraus  ,die  eigeiiithfimli£be  Beschafcnh^ 
jeher  Functionen  vollständiger  beurtheilen  zu  können»  als  diess  aps 
4/9ai  (rttier  eiwiesesea  Eigjeiiscbaflen  miiglkb  ist* 


}•  21. 

'  Um  mt  desefaifechsteii  zu  beginnen,  setzen  wir  in  den  vier 
enttftt  FoTHigb  dMj.  fö/ysc^v  Indem  zugleich  beiherki  worden 
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miiMt  dass  09  gans  fiberflilssig  wfire>  die  bäbmliche  Substltntio«! 
aach  in  den  vier  anderen  Formeln  vorzunehmen,  ^eil  daran«  ent- 
weder die  gleichen  Reaaltate  wie  frOher  sich  ergeben,  oder  inso- 
fern sie  von  diesen  verschieden  avsfallen,  diesa  aof  die  Gleichungen 
des  §•  10.  l&hren  wOrde,  die  wir  bereits  kennen.  Durch  die  an- 
gegebene Substitution  erbalten  wir  mit  BerGcksiehtIgung  der  eben 
beseichneten  Gleichungen: 

q/lx  =  2(g)ar*  —  ^^•)  —  1=1  — 4xar  .{ap, 

fix  =^2(<(px.xX'-'^x.tx)f 

{2j;  =  2((px.ix  +  jx.  ^x). 

« 

Durch  diese  Ausdrücke  sind  wir  offenbar  in  den  Stand  gesettt, 
aus  den  bekannten  hypercyclischen  Functionen  filr  irgend  einen 
Werth  der  Veränderlichen  w  die  FonctioneD  fdr  den  xwei fachen 
Werth  2dr  au  finden. 

ff.  22. 

Die  eben  gelöste  Aufgabe  kann  auch  umgekehrt  gestellt  und 
demnach  verlangt  werden,  ans  den  gegebenen  hypercyclischen 
Functionen  fär  den  zweifachen  Werth  2x  dieselben  fdr  den  ein- 
fachen Werth  X  zu  berechnen.  Diess  hat  keine  Schwierigkeit, 
sobald  die  beiden  Functionen  g>2x  und  ^2x  als  bekannt  angenom- 
men werden,  denn  man  erhält  durch  die  Auflösung  der  vorher 
gehenden  Gleichungen: 

q>x  =  i  v[  V((l  +  g>2x)*  +  ^2ar«)  +  1  +  (p2x] . 

Xa?  =.  4  V[V  «1  -  92a?)*  + '*2a»)  +  ij^ar] , 

^a-=  iV[V((l  +92ar)*+^2a:«)  - 1 -^ar], 

tx  Äiv[V((l— 92ar)»+^2««)— jfÄr]. 

Es  ist  klar,  dass  diese  Formeln  gebraucht  werden  kOnnen, 

um  aus  den  gegebenen  Werthen  von  ipx  und  fffx  jene  von  9  ^  > 

f-xß    ^  und  £^  zu  finden,  indem  man  darin  x  anstatt  Skr  und 

X 

folglich   'S  anstatt  x  substituirt. 

Ferner  verdient  es  kaum  erwähnt  an  werden,  das»  die  hier 
erhaltenen  Ausdrücke   eine  gans  ähnliche  Zerlegung  gestatleD# 
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wie  die  gleiehgeltMiden  des  (.  11.,  da  wir  bieron  In  der  Folge 
keloen  Gebraacb  machen  wollen.  Ans  demselben  Grunde  sollen 
auch  die  weiter  möglichen  Fälle,  weno  nähmlich  nicht  qßx  und 
yp2x,  sondern  irgend  ein  anderes  Paar  aus  den  bypercyclischen 
Functionen  von  2:p  als  bekannt  angenommen  wird ,  ganz  mit  Still- 
schweigen übergangen  werden«. 

Setzt  man  in  den  Formeln  des  $.  19.  durchgäogig  yt  anstatt 
jf  und  substituirt  dann  anstatt  der  einzelnen  bypercyclischen  Fun« 
ctiooen  von  yi  ihre  Werthe  aus  $.  3.,  so  kommen  folgende,  fiir 
imaginäre  Werthe  der  Veränderlichen  geltende  Gleichungen  zum 
Vorscheine : 

9(^ + yO  +  9(ar — yO  =  2(g)a? .  Vjf  +  ^« .  ^^y) , 

x(«+yO+%('a?— y«)  =  2(xir.^+6«.^), 

♦(^+  yi)  +*(^— yO  =  2(^j:.  9y  —  qfx .  -^y) , 

m 

9(^  +y»)— 9(^— yO  =2t(xa:.£y— fior.xy)» 
X(^  +»«)— X(^— yO  =  2i(ipar.£y +  ^a?.xy), 

*(^+y»)— -«f^C^— y«)  =  2i(£ar  .Ey-h  3F»xy)' 

£(^  +  y«)— £(«--y»)  =— 2/(g)ar.Ey— i(;ar.xy)- 

Diese  acht  Gleichungen  enthalten  eben  so»  wie  diese  bei 
den  acht  Gleichungen  des  §.  19.  der  Fall  ist,  die  sämmtlicben 
16  Producte  je  zweier  hypercyclischer  Functionen  von  x  und 
▼on  y.  Desshalb  können  umgekehrt  die  Werthe  der  16  Producte 
au%  den  bezeichneten  16  Gleichungen  gefunden  werden.  Man 
wird  auf.  diese  Art  mit  Weglassung  derjenigen  Producte,  welche 
aus  den  wirklich  angeführten  durch  eine  blosse  Verwechselung 
der  Buchstaben  x  und  y  berrorgehen,  erbalten: 

itpx.q>y=  9(^+y)  +  9(^— y)  +  9>(«+y0  +  g>{a?— yO, 
itpx. xy  = ;((«  +y) — Ä («— y)  - *x(«+yO  +  *x(^— yO,  . 
49ai^=i};(«+y)  +  *(ii?— y)— -^C^+yO-tC«  -yO» 

49a:.{y=6(a:+y)  — {(a:— y)  +  «(ar+yi)-iE(ar— yO, 
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Mittelst  dieser  Ausdrucke  iässt  sich  jedes  Product  zweier 
beliebigen  hypercyclischeo  Functionen,  und  durch  wiederholte 
Anwendung  derselben  Formeln  auch  ein  Product  von  drei  oder 
noch  mehreren  solchen  Functionen  in  eine  blosse  Summe  oder 
Unterschied  von  eben  dergleichen  Functionen  verwandeln^  was 
hier  die  nähmlicben  Dienste  zu  leisten  vermag,  wie  die  ähnlichen 
Verwandlungen  der  Producte  mehrerer  Sinus  oder  Cosinus  in 
blosse  Summen  oder  Unters'^hiede  derselben. 

Um  z.  ß.  den  Ausdruck  <pmx.t\fnx,dx  zu  integriren,  verwandle 
man  das  Product  ipffur.t^^  mittelst  der  dritten  obigen  Formel^ 
indem  man  darin  mx  anstatt  ;p  und  nj:  anstatt  y  setzt.  Dadurch 
erhält  man: 

tfitnx  •  ^mj?  =  %^{fn + n)x + Jt/;(m  —  n)x  —  i^(m  f  ni)x  —  i^(iii — ni)x, 

und  hieraus  vermöge  {.  18.: 

ftpmx .  ^nx .  dx 

^  i(fn+n)x     i(m  -^n)x 6(m  j-  ni)x     {(m-^  ni)x 

""  4(m+»)  ■*■  4(m— n)       4(//i+nO       4(iii— »£)   +  ^' 

Dieses  Integral  erscheint  allerdings  thellweise  unfer  Imagi- 
närer Form.  Dasselbe  kann  jedoch  sogleich  in  eine  durchgängig 
reelle  (Jeertalt  gebracht  werden,  wenn  man  die  Functionen l(m-|-ni7ii^ 
rnid  i(tn'^nt)x  vermöge  §.  20.  zerlegt,  anstatt  der  Functionen  dei^ 
einfach  ImaginSren  Veränderlichen  nxi  ihre  Werthe  aus  §.  3.  setzt 
mid  dflnn  die  Glieder  geh5rig  abkürzt.  Auf  diese  Art  wird  man 
finden: 


'§.  24. 

Unter  den  Prodtfcten,  deren   Werthe  in  §.23.  gefunden  wur- 
den, TefiHenen   diejenigen   besonders  herveigehohen  zu  werden. 
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ia  wekfteir  die  liel^den  Factoren  einerlei  hyperbolifirch«  Fnn- 
clio*  mnd.  Nimait  ma»  m  dieseo  vier-  P^odacten  ysssop  Mi  80> 
gehen  dieselben  in  zweite  Potenaen  fiber  aod  man  erhftlt: 

ya:«=  l(q>2a:+}  +g>(l  +  »>  +<)p(l  — t». 

XX^  =  l(rlf2x  —  tilf(l  + 1>  +  tif;(l  —  i» , 

^o:*  =  i(- <pii?  — 1 +  g>(l +i>  +  9(1  — t». 

oder  aiieh 

gur*=i(92ar  +  l+29(l+t».  . 

i/;a:«  =  J(-«p2a:-l+29)(]  +  i>).      .  ' 

6a:*  =  J(  -  t//2a?  —  2ii(;(l  +  0:^) . 

« 

wellXl  — i)^=:gr(l  +  «>  und  -jK'— O^  —  ^-if'Cl  +  tV  Ist,  wie 
man  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Reiben  des  §.  2.  oder  auch' 
aus  den  im  Anfange  des  §.  23.  enthaltenen  Gleichungen  leicht  über- 
zeugt, wenti  man  in  der  dritten  und  fünften  derselben  yz:^x 
setzt. 

Multiplicirt  man  die  eben  gefundenen  Wertbe  Fem  ^^,  ^^ 
ifo^,  ix^  nach  der  Ordnung  wieder  durch  q>x,  %x,  i^^.  ix  and 
vecwandelt  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitsaeicheiia  sicil 
ejrgebenden  Producta  vermöge  §•  23.  neuerdings  ia  Siuaineo redet 
Unterschiede,  so  werden  dadurch  die  dritten  Poteazen  der  by^ 
percycUachen  Functionen  in  blosse  Sniumen  oder  Uoiersobiode 
sofoher  Functionen  umgeformt,  und  es  ist  zugleich  klar»  dasd  d^b 
wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  anch  die  vierten  mid 
noch  bOheren  Potenzen  in  «Summen  und  Untersehiede  vetwaMMt 
werden  fcoonei^  was  in  mancJien  Falten  von  N^aeik.  sein,  rotfg« 

So  z/B^'^det  man  anf  ^le  eben  bezeichnete  Weise: 

t,  .  '       * '  t  '.    .      ..,•■<..       . .        • » i  -   » 

1  .  .  ? 

^x^  =  jg  (g>3x  +  99a?  +  3q>(i  +  i)x + 3<p(2 — i)x) 

und  folglich  Ist 

fipx^dx  —  i5\^-3-*+  ^^  +•     2  +  «      +      2— i    )  +  ^- 
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Die  Vvrwandlong  dies««  letston  Werthes  lo  eine  dorchaos 
reelle  Form  kann  auf  dieselbe  Art  bewerketeiliget  werden,  welche 
▼orhin  an  dem  Beispiele  des  $.  23.  gezeigt  worden  ist 


§.  2S. 

Betrachtet  man  das  im  Vorhergehenden  znr  Darstellung  der 
Potenzen  der  hjrpercycÜschen   Functionen  gebrauchte  Verfahren, 
so  wird  man  sich  überzeugen,  dass  jede  solche  Potenz,  sobald 
der  Exponent  eine  ganze   additive  Zahl  ist,  als  Summe  oder 
Unterschied  einer  bestimmten  (endlichen)  Anzahl  von  Gliedern  sich 
ausdrücken  Ifisst,  deren  jedes  nebst  einem  constanten  Coefficienten 
noch   eine  hypercyclische  Function    eines   Vielfachen    von  x  als 
Factor  enthält,  wo  aber  unter  den  Vielfachen  nicht  bloss  solche 
mit  reellen  und  zwar  ganzen  additiven«  sondern  auch  mit  com- 
plexen   Factoren    vorkommen.     Es  muss  nun  gewisse  Gesetze, 
und  auch  Formeln  als  Ausdruck  derselben  geben»  mittelst  welcher 
jene  Darstellung  in  allen  einzelnen  Fällen  in  Ausführung  gebracht 
werden  kann.    Ich  habe  solche  Formeln  durch  Induction,  als  dem- 
jenigen Wege,  welcher  sich  zuerst  darbietet,  um  dieselben  nicht 
nur  zu  finden,  sondern  auch,  nachdem  sie  gefunden  wurden,  auf 
bekannte  Art  strenge  zu  erweisen,  zu  erbalten  gesucht  und  auch 
wirklich  ausfindig  gemacht.     Allein  die  hiedurch  zum  Vorschein 
gekommenen  Ausdrücke  haben  sich  so  sehr  zusammengesetzt  ge- 
zeigt, dass  ich  es  nicht  wage,  sie  vollständig    hier  mitzutheilen, 
noch  weniger  aber  den  zur  Erkenntniss  ihrer  allgemeinen  Giltig- 
kelt  erforderlichen  Beweis  zu  fObren.     Am  wenigsten  complicirt 
hat  sich  noch  die  Formel  für  die  Potenzen  der  Function  tpx  er- 
geben.    Da  wir  nun  dieser  Formeln  zu  den  ferneren  Ableitungen 
nicht  eben  nothwendig  bedürfen  werden,  will  ich  mich  begnügen, 
nur  die  zuletzt  genannte  allein»  mit  Debergehung  der  übrigen,  so 
weit  hier  anzugeben,  um  die  dabei  obwaltenden  Gesetze  deutlich 
erkennen  zu  lassen,  hingegen  zur  Beseitigung  jeder  irgend  ver- 
meldKcben  Weitläufigkeit  die  Ansetzung  der  dazu  gehörigen  all- 
gemeinen Glieder  nicht  vornehmen,  wie  diese  auch  aus  dem  nähto- 
llchen   Grunde   bei   meiner   gegenwärtigen  Arbelt.  in    der  Regel 
bisher  geschehen  ist  und  auch  in  der  Folge  der  Fall  sein  wird. 
Die  Formel  selbst  ist  folgende: 
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+  (y.^»{« —«)*  +  .... 

+  (i)  [V(»«  - 1  +  <)«  +  v(«—  1  - i)«] 
+  (2)[v(»-2+2i>+9(«-2-»] 

+  (5)  •  ( l) .  [<»(n  -  3 + «>  +  <p(ii  -  3-t>] 

+  (5)-  ("). M«  -4+2t>+9(«^4~aOx] 


+  ^gj.  [v(»-»+8i>  H-1»(«-8-6<)ar] 

+  (5)  •  (1)  [9(«  -« + 4i>+9(«-^J-40^1 
+  (j)(5).[9>(«-6+2t>+9(«-«-2i>] 

a.    ••    f. 

i 
Zvr  ricbtigMi  Anwendmig  diM«r  Fonnel  mnss  bemerkt  werden, 

daes  die  in  den  iwei  ersten  Zeilen  befindlichen  r  eeli  en  Vielfachen 

von  X  nur  ao  weit  fortgeeetzt  werden  dürfen,  als  die  Factoren 

Ton  a?  nicht snbtracttv  werden;  bei  den  nadifolgenden  coiii|»l#xeu 
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Vielfachen  von  x  aber  darf  der  Factor  von  t  niemals,  grösser 
sein,  als  der  dabei  stehende  reelle  Theil  des  Coefßcienten  von  or» 
wesshalb  alle  Glieder,  worin  diess  der  Fall  sein  würde»  ganz  hio- 
weggelassen  werden  müssen.  Für  alle  geraden  Werthe  von  si 
ist  noch  insbesondere  beizufügen,  dass  von  demjenigen  Gliede 
der  zwei  ersten  Zeilen,  welches  von  a;  unabhängig  ausfUlt,  nar 
der  vierte  Theil»  von  denjenigen  unter  den  übrigen  Gliedern 
hingegen,  bei  welchen  der  Factor  von  t  dem  dabei  befindlichen 
reellen  Theile  des  CoefBcienten  von  o?  eben  gleich  Ist,  nnr  die 
Hälfte  dessen  genommen  werden  darf,  was  in  GemäMheit  der 
Formel  als  CoefficIent  desselben  Gliedes  sich  ergeben  würde. 

Diesen  Bemerkungen  gemäss  erfiält  taan  z.  B.  für  n=6: 

+  15[9(4+2l>+g^(4-^20a:j[W.20[9(3^^l>+9(3--•3t>] 
+  15.6[9(3  + 1>  +  9(3— 1>} 

+ 4.20.6[<p(2+2i>+9>(2~2i>)+i.20.16[9(l+»>+9(l-t>]- 
Man   wird   wohl  ohnehin  nicht   dbarseben   können,  dass    dieser 

* 

Werth  etwas  kürzer  sich  darstellen  lasse,  weil  g>(Z+3t)w=g>(3Si)x, 
9(2  +  2t)a:  =  9>(2  — 2t)a:,  9(l  +  i)ar=9(l— Oar  ist;  nur  zum  Be- 
hufe  der  leichtc^ep  Vei^leichung  mit;  der  allgemeinen  Formel 
warde  er  im  unabgekürzten  Zustande  bleher  gesetzt. 

Spiterbto  soll  n^ob  ein  ändef'es  Verfahren  angedeatet  wer- 
den, mittelst  dessen  gleichfalls  die  Potenzen  der  hypercycli- 
sehen  Functionen  durch  Functiottdn  vi^^lfacher  Werthe  der  Ver- 
änderlichen ausgedrückt  werdei^  ^onkieivt' 

Ö.  2«.v 

Durch  Hilfe  der  Gleichungen  des  £•  19.  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  die  hypercycKschen  FiinciidiieD'  fär  alle  in  einer  arithme- 
tischen Progression  fortschreitenden  Werthe  der  Veränderlichen 
ftUB  eioander  nach  und  nach  berTnileftep..  Durch  Substitution  von 
x-i-(n — l)y  anstatt  a:  erhält  man  näbmlich  daraus: 

g<a?+ny)==29?y.<3P(a?+(«— l)y)-.2^.if;(a:+(n-l)y)— 9(ar+(n--2)y), 
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and  anch: 

9(x+ity)=~%.6(«+(n~l)jf)-«^.)[(«+(n— 1)^+9>(«+(«-%)» 

•t(«+ity)«    «3ty.<K«+(«-l)3r)-%.iK*+(«-l VH  «(«+(»^%). 

^(Jc+«y)=    2zy.  j(»  +(«-%)-2£y.f  (a:+(ii-l)»)+*(«+(»-2)y). 
iff^-imt)^    2xy-*(;r+(n-l)y)+%tV(^+(»~l)»)  +5 (4?+(«-%). 

"Wird  Merin  nath  tmcl  nach  a;r=2«  3,  4  u.  er.  f.  angenüniMeii, 
'8b'  ei^ebeb  stell  die  hyperüybiiscben  Functionen  der  in  arifhineti- 
8cher  Progression  fortschreitenden  Werthe  ar+2y,  x+9g,  a:+4y), 
ji/i^ß..L^  find  9irar  eine  j^e  von  ihneiuaus  zw.ei.ver^chied^n^n  For- 
;n(^ln,  l»ohalJ  die  f*unrtian^ii  voo  4;»  y.nnd  a:-f y  belcannt  sind«    * 

Addfrt  man  die  vier  ersten  bnd  die  vier  letzten  votsfo^ 
henden  CSIelchubgen  paarweise  zusammen  und  halbirt  sie'  dann, 
so  findet  ttian  neue  zu'  gleichem  Zwecice  taugliche  Fofmehi«  in 
welchen  die  hypercycliscben  Functionen  fflr  a-t-ny  nur  von  jenen 
f&r  a:-f(n  —  l)y/ nicht  aber  zugleich  flir  ar  +  (n— 2)y  abhängen, 
Formeln^  die  aucb  unmittelbar  aus  §«20,  erbalten  werden,  indem 
man  dort  ^-f  (n— l)y  anstatt  x  substituirt.    Es  ist  nähmlich: 

2(ar+«|r) = w.  %C» + (n— l)y) + 2y.9(J?+ («— l)y)-^y  Äx + (»— l).v) 

-Sy.t/;(.T  +  (n  — IXv), 

^(a?+ny)  =  tpyM^+(n—\)y) + xy.x(ar  +  (n  -  l)y)  +  t/^y.g)(a:+(n— l)y) 
£(a? +«y) = 9y.  I(a:+(n— l)y)  -|:xy.tf;(^ + (n—l)y) + tj;y.a;(^+ (n— l)y) 


§.27. 

Der  einfbebste  Fall  zur  AnweiiduDg  der  rorbei^ebeiwl^fi  Ao*f 
'drflcjkt  tritt  dann  ein,  wenn  10  denselben  y  sco;  angenoninit»  «wd» 
JMarth  gehen  die  vier  ersten  in  fiolgende  <lber:i ; 


1 

I 
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Die  iibrigen  aos  {.  26.  darch  die  nähmKobe  SnbstitaHon  sich 
ergebenden  Werthe  will  ich,  als  für  die  Folge  leicht  entbehrlich» 
ganx  übergiebeD. 

Man  sieht  wohl  auf  der  Stelle,  dass  mit  Hilfe  der  eben  gefim* 
denen  Formeln  die  hypercyclischen  Functionen  aller  Vielfachen 
von  X  berechnet  werden  iLonnen»  sobald  nur  jene  von  x.  be- 
kannt sind. 

Es  ereignet  sich  zuweilen«  dass  man  die  hypercyclischen 
Functionen  keineswegs  für  sämmtliche  Vielfache  von  x,  son* 
dem  entweder  nur  für  gerade,  oder  auch  ausschliesslich  für  an- 
gerade  Vielfache  zu  erhalten  wünscht.  Ffir  solche  Fälle  können 
aus  §.  26.  andere  hiezu  bequeme  Ausdrucke  hergeleitet  werden. 
Setzt  man  nähmlich  darin  zuerst  ^=:2a:,  so  erhält  man  ßir  die 
ungeraden  Vielfachen  folgende  Formeln: 

g)(2n  +  l);r  =  292a:.9(2«— l)ar— 2i(;2jr.'^(2n— l)ar— 9(2n— 3)ar, 
X(2n  +  l)ar  =s29>ar .  x(2» -1)0:— 2^2ar.  5(2n -  l)af — 2(2n— 3)j?, 
V(2n  +  l)ar  =  29ar,  V'(2«— l).r +  2t^2j?.9(2n^l)ar— ^(2n— 3)ar, 
{(2n  +  l)ar  =  29)2jr .  f  (2n — l)ar  +  2t2j: .  X  (2«— l)a: — {  (2n  -  3)ir ; 

fiSr  gerade  Vielfache  aber  findet  man,  indem  man  2a?  anstatt  x 
substituirt  und  zugleich  y  =  2j;  setzt, 

9(2ii-f2)a?=:292a;.92iu;-*2i{'2a;.^2nar— 9>(2n— 2)x, 

;c(2n+2)ar  =  2yar .  x2njr— 2ip2ar.  52iur— x(2«— 2)ar, 

^2ii -1-2)0;  =29)2or.^2iia;  +  2^2jr.9>2no;-*'^2n— 2)or, 

£(2ii+2)of  =  292a?.£2iwr  +  2^^.x2aa:— £(2«— 2)a?. 

Mit  den  hier  gefundenen  Gleichungen  lassen  sich  mancherlei 
Veränderungen  vornehmen  und  mehrere  verschiedenartige  Folge- 
rungen daraus  ziehen,  mit  deren  umständlicher  Auseinandersetzung 
ich  mich  nicht  aufhalten  will,  da  sie  uns  zu  ferneren  Ableitungen 
nicht  nothwendig  sind.  Nur  die  Bemerkung  glaube  ich  ansdrflck- 
lich  beifügen  zu  müssen,  dass  sich  daraus  auf  dem  Wege  der 
Induction  allgemeine  Formeln  aufstellen  lassen,  mittelst  wel. 
eher  die  hypercyclischen  Functionen  der  vielfachen  Werthe  nx 
durch  die  iPunctioilen  des  einfachen  Werthes  x  ausgedrückt 
werden,  nnd  awar  kennen  in  diesen  Ferouln  nur  Producte  und 
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Potensen  dieser  letzteren  Fanctionen  mit  ganzen  additiven  Ex- 
ponenten vorkommen,  wie  diese  aus  der  Beschaffenheit  der  vor- 
stehenden Gleichungen  sogleich  einleuchtet.  Es  genügt  jedoch, 
hier  nur  die  Möglichkeit  solcher  allgemeiner  Formeln  von  der 
angezeigten  Beschaffenheit  erkannt  zu  hahen,  die  wirkliche 
Herleitiing  derselben  soll  auf  eine  andere  Weise  bewerkstelligt 
werden,  welche  besser  geeignet  ist,  eine  Uehersicht  fiber  die  Ge* 
sammthelt  aller ,  verschiedenen  hiebe!  möglichen  Ausdrücke  sa 
gewähren. 


§.  28. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  in  §.9.  angegebenen 
Wertbe  der  Potenzen  e*^,  e-**,  e*^,  e-**^'  durch  die  einzelnen 
Buchstaben  A,  B,  Cy  D,  nährolich: 

B  =  6— *•  =  ya:  —  i^x  —  wxx  — wiSx , 

Durch  Erhebung  zum  Exponenten  n  erhält  man  hieraus 

Aus  §.6.  ergibt  sich  aber,  wenn  dort  nx  anstatt  x  gesetzt  wird: 


folglieh  ist,  wenn  hierin  anstatt  der  Potenzen  von  e  die  angege- 
benen Werthe  eiogeluhrt  werden, 

p^x^^^A^^B'-^iO  +  iD^)  [   \\ 
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Subatitiiijrt  mmi  nuq  io  diesen  Formelo  »nsUtt  A»  B»  C,  i> 
ibre  .gleipb.  fufaegs  ao^e^tcjlten  aus  §,  U.  entnomdiene»  Wertbe, 
ao  erhält  maq  allgemeiDe  Aoadriicke  für  die  bypercycliscb^n  Fud- 
cttoneo  von  nx  durcb  die  Fanetionen  der  ein fa eben  Wertbe  ;v» 
deren  Analogie  mit  denjenigen,  durcb  wefcbe  die  Sinus  und  Cosi- 
nus der  vielfacben  aas  den  Sinus  und  Cosinus  der  einfachen  Bo- 
g0D  gefunden  werden,  nicht  verkannt  werden  kann. 

§.29. 

In  den  vorhin  angegebenen  Werthen  von  A^  B,  C,  D  sind, 
wie  man  siebt «  die  sfimmtlicben  bypercyciiscben  Functionen 
Ton  X  enthalten,  daher  müssen  diese  letzteren  auch  in  den  daraus 
hervorgehenden  AusdrGcken  fflr  fpnx^  %nx,  ^x^  inx  sämmtllch 
vorkommen»  wenn  nicht  etwa  zufallig  eine  von  ihnen  durch  ge- 
genseitige Aufbebvng  der  damit  behafteten  Glieder  daraus  ver- 
schwinden sollte»  Wir  wissen  aber  aus  §.  IL,  dass  die  beiden 
Functionen  xx  und  Sx  durcb  die  beiden  andern  q>x  und  tp^r,  vrie 
auch  umgekehrt  9«,  if;;r  durch  j^'tf,  ix  dargestellt  werden  konaeo. 
Substituirt  man  nun  in  den  Ausdrucken  (ür  4^  B,  C,  D  entweder 
anstatt  xx  und  fx  oder  anstatt  <px  und  ilfx  ihre  Werthe  aüs  §.  IL, 
so  werden  darin  im  ersten  Falle  nur  die  Functionen  tpx,  ^x, 
im  anderen  Falle  hingegen  nur  ^o:,  ix  nocb  vorkommen,  so  dass 
dann  auch  die  hypercyclischen  Functionen  von  nx  ausschliesslich 
nur  entweder  durch  fpx  und  ^x  oder  durch  x^  ^^^  £^  ausgedrückt 
gefunden  werden.  Die  durch  die  eben  angeseigten  Substitutionen 
anfönglich  sehr  verwickelt  sich  ergebenden  Ausdrücke  iur  A,  B, 
C,  D  werden  durch  die  bereits  in  §.  12.  vorgenommenen  Ver- 
kürzungen ungemein  vereiofacht.  Wir  haben  «ämlich  dort  gefun- 
den, dass 

füxx  — wiix  =  — iV(  1  —  q>x^  +  rj^x^  +  2i<px .  ^x) , 
g>x  +  tiffx  =  VCl — 2^0?.  ^ + £x**— i&r«) , 

sei.  Setzt  man  nun  entweder  die  beiden  ersten  oder  die  bei- 
den letzten  von  diesen  Werthen  iq  den  Ausdrücken  für  A,  B, 
C9  Db  so  gehen  dieselben  entweder  in 
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B^=<px — hlfx  +  iV(l  —  9a?*+iJ'fl?*  +  21^0? .  ^x) , 
C=  9>*  +  i^x  +  tV(l  — 9ar*+ipa:* — ^a.'^a)., 

oder  im  zweiten  Falle  in: 

^.==  irXfl?— toi5a:+ V(l— 2%ar.Sar — t3ffU*  +  ifer*), 
Ä  =  —  wzo:  +  tct&i; + V(l  —  2%a: .  &r— txar«  +  i'£j:«)  , 

Aber.  Je  nachdem  dann  entweder  die  vier  ersten  oder  die  vier 
letzten  von  diesen  Werthen  in  den  Ausdrücken  jles  §.28.  fät 
qmx,  *ffue^  ^nx,  ins  angewendet  werden,  findet  man  diese  Fun- 
ctionen entweder  durch  ^x  und  ^x  oder  durch  %x  und  ix  dar- 
gestellt. 

Dem  Vorhergehenden  gem&ss  besitzen  wir  drei  verschiedene 
Arten  von  Ausdrucken,  mittelst  welcher  die  h3rpercycli8chen  Fun* 
ctionen  von  nx  durch  die  Functionen  von  x  dargestellt  werden 
können,  nähmlieh  entweder  durch  die  sämmtlich.en  Functionen 
g>x,  %x,  ^x,  ix  oder  ausschliesslich  dufch  tpx,  fpx  oder 
endlich  durch  %Xf  ix.  Die  weitere  Entwicklung  dieser  Ausdrücke 
kann  auf  überaus  mannigfaltige  Weise  bewerkstelliget  werden, 
je  nachdem  man  die  Potenzen  A^y  B^,  O,  />"  nach  steigenden 
oder  fallenden  Potenzen  der  einzelnen  Functionen  q>x,  %x,  HfX^ 
ix  ordnen  will,  so  dass  eine  vollständige  Ausfuhrung  aller 
solchen  Entwicklungen  nothwendig  einen  sehr  beträchtlichen  Um- 
fang einnehmen  mOsste.  Diess  liegt  jedoch  gänzlich  ausser  dem 
Zwecke  meiner  gegenwärtigen  Arbeit.  Ich  begnüge  mich  daher, 
für  j^de  hypercyclische  Function  nur  eine  einzige  solche  Ent- 
wicklung wirklich  vorzunehmen,  welchfs  gFeichsam  itls  Probe'dienen 
soll,,  um  zu  zeigen,  welcher  Behandlung  der  Gegenstand  filhig  sei, 
und  zugleich  eiue.  Vorstellung  ■  von  der  Beschaffenheit  der  auf 
diese  Art  zu  erlangenden  Resultate  zu  geben« 

Setzen  wir  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke 

yz=i(px — i^x       und        z=tpx -{■  hjßx , 

Thcil  XXVII,  17 
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und  folglich,  wenn  diese  Werthe  in   den  vier  ersten  in  §.29. 
gefundenen  Ausdrdcken  von  A,  B,  C,  D  snbstltoirt  werden, 

J=ry-.tV(l-y«)=y-V(y«-l),  Ä=y+iV(l-iy*)=y+V(y«-l). 

C=a;+iV(l— 1*)  =z+V(2«-l),  />=!— iV(l-2«)=r:r— 1/(2*— I). 

Man  überzeugt  man  sich  auf  demselben  Wege,  welchen  La- 
grange bei  der  Entwicklung  der  Sinus  und  Cosinus  vielfacher 
Bogen  betreten  hat,  ohne  desshalb  hier  eine  umständliche  Aus« 
einandersetzung  nothwendig  zu  machen,  dass 

i<-  =:  (jf-  V(9*-  !))•=(%)-  +  l(2y)— *  +  ^^^  (2.y)-.-* 

+    rxä    (^)     +  - ' 

i^  =»  (y  +  V(y«- 1))- = (2y)-  -  j  <%)-• + ^^^^  (2y)-* 

w(n--4)(tt-6) 

O  =  (*  +  V(x* - 1))»  =  (2*)»  - ^(2*)»-»  +  !l^^^(2i)»-* 

ii(n-4)(n-S) 

1.2.3        ^^      +   •' 

!>-=  («-V(«*-l))-=(&)-H.  +  ^(2,)--s+?^J(2,)-iH.4 

n(« -I- 4)(n -f  5)       • 

+     ro     ^^^     +  •" 

ist.  Werden  diese  Werthe  In  den  Ausdrficken  von  tpnx  und  fpnx 
des  §.  2d.  substituirt,  und  zugleich  diejenigen  Glieder,  welche 
gleiche  Potenzen  von  y  und  von  %  enthalten,  gehörig  zusammen- 
gezogen, so  findet  man: 
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n(n— 4)(n  — 5L     . 

rx^ — ^2«- V-H»"-») + .... 


ft 


~         1.2.3 ^2"- V-*-»"-«)  +  .... 

+2-'<(y-"*— m«)  +y2-«-a(y-«-a  _  j-*-«) 

+  =^-^2--4(y— 4-r-4) 
Ferner  igt 

daher  ^"^^ 


»*=: 


2^y-r«-«.  -^afHf  4  J^ar»^*.*^ 


—  (ä}^^«?^*- ♦«•  +  •••]  # 


«T* 


400  Jl^nar:    EnSwieklung der  vor%üoUch$ten  Eigentehaften  einiger 

Nimmt  man  in  diesen  beiden  letzten  Glelchnngen  nach  und  nach 
n — 2y  n — 4,  n — 6,  u.  s.  f.»  dann  auch  — n,  — n— 2,  — n — 4, 
—  n— 6»  n.  8.  f.  anstatt  n  und  setzt  die  hiedurch  zum  Vorscheine 
kommenden  Werthe  in  den  vorhergehenden  Ansdrficken  von  ^pnx 
nnd  Hmx^  so  erhält  man  endlich: 

**"  V  T  J^^^""®-^^— r^'e^  Jya:"-'^'.^«« +  ....] 

u.    s.     f. 
+  2-«-i  [9>af-« — ("  2   )9^^"""*  •  *^'  +  (**  4 ^)g>^«r-«-4 .  -^-r* 

.  n(n+3)  ,,^  ^r     ^-A    /'«+5^     _  «       « 


<     '    .  • 


u.    s.    f. 
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Jeder  der  beiden    gefandeneo  Ausdrücke  besteht  aas  swel 
deatlicb  von  einander   geschiedenen  Doppelreihen,  die  aber, 
wie-  man  sich  leicht  überzeugt,  so  besehaffen  sind»  dass  sie  wech- 
selseitig in  einander  übergehen,   wenn  in  denselben  das 
Vorzeichen  von  n  geändert  wird.    Die  erste  Doppelreihe  enthält 
In  beiden-  Ausdrücken,  sobald  n  additiv  ist,  anfangs  eine  oder 
mehrere  Potenzen  von  q>x  mit  additiven  Exponenten,  erst  im 
weiteren  Verlaufe   kommen  darin  Potenzen  von  €px  mit  sabtra- 
ctiven  Exponenten  ^vor,  hingegen  in  der  zweiten  Doppelreihe 
befinden  sich  in  dem  vorausgesetzten  Falle  keine  anderen  Potenzen 
von  qfx  als  nur  solche  mit  subtractiven  Exponenten.    Ganz  das 
Umgekehrte  tritt  ein,  sobald  n  subtractiv  angenommen   wird. 
In  diesem.  Falle  enthält  nur  die  zweite  Doppelreihe  anßlnglich 
Potenzen  von  tpx  mit  additiven  Exponenten,  in  den  späteren 
Gliedern  aber,  so  wie  in  der  ganzen  ersten  Doppelreihe  kommen 
keine  anderen  Potenzen  von  q>x  zum  Vprscheine,  als  nur  solche 
mit  subtractiven  Exponenten.    Nun  wissen  wir  aus  §.27.,  dass 
in  den  Ausdrücken  für  q>nx  und  ifmx  ausschliesslich  nur  Potenzen 
von  q>x   mit  additiven  Exponenten    vorkommen   können.     Wir 
sind  daher  berechtigt  zu  schliessen,   dass   In  den   vorstehenden 
zwei  Formeln  diejeoigen  Glieder,  welche  Potenzen  von  tpx  mit 
subtractiven  Exponenten  enthalten,  gegenseitig  unter  einander 
sich  vollständig  aufheben  müssen.     Durch  eine  genaue  Un* 
tersuchung  und  Vergleichung  der  einzelnen  mit  solchen  Poten- 
zen versehenen  Glieder  In  den  beiden   zusamn^engehurigen  Dop- 
pelreihen wird   man    diess   auch    vollkommen    bestätiget   finden. 
Dieser  Umstand  erleichtert  den  Gebrauch  der  beiden  obigen  For- 
mein  sehr  beträchtlich,  weil  man  dabei  diejenigen  Glieder,  worin 
Potenzen   von  ipx    mit   subtractiven    Exponenten    vorkommen 
sollen,  gar  nicht  zu  entwickeln   notbig  hat,  da  sie  ohnehin 
später  wieder  wegfallen  würden.    Man   braucht  daher  stets  nur 
eine   der   beiden    Doppelreihen,   entweder  die  erste    oder   die 
zweite  anzuwenden,  je  nachdem  n   additiv  oder  subtractiv 
idt,  und  auch  bei  derselben  nicht  weiter  vorzugehen,  bis  darin 
Glieder  mit  subtractiven  Exponenten  von  9>:i;  erscheinen  sollen. 

§.  31. 

Um  auch  fär  die  Functionen  iptx  und  ^nx  ähnliche  Ausdrücke 
zu  erhalten,  besteht  das  leichteste  Mittel  darin,  die  Yorhergehend 
für  tpnx  und  y\>nx  gefundenen  zu  differentiiren.  Beschränkt 
man  sich  hiebei  zur  Verkürzung  der  Formeln  auf  den  Fall,  wenn 
n  additiv  ist,  was  auch  zum  wirklichen  Gebrauche  vollkommen 
zureicht)  weil  ohnehin  )((— na;)  =  —  ynx  unA  ^{^nx):=z — l^xist^ 
so  wird  man  auf  diese  Art  nach  Weglassung  des  gemeinschaft- 
lichen Factors  n  erhalten: 
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•  .  Bd  der:AiiweAdaDg  dieser  zirei  AaAdBÜclie».  iKeldie.  wiesohw 
vorher,  bemerkt  wnrde»  mir  filr  ganze  additive  W^rthe^  voU 
li^geitee,  darf  in  der  Entwicklung  ihrer  Glieder  nicht  weiter  vor«- 
gescbritten  werden»  bia  Potenzen  von  ipx  mit  subtractivee  Expo- 
nenten vorkommen  sollen,  weil  alle  noch  folgenden  Glieder  tob 
selbst  wegfallen  roössen,  indem  sie  sich  mit  den  bereits  wegge- 
lassenen aus  den  zweiten  l)x>p)ielreichen  des  §•  ^«  entspringenden 
Gliedern  gegenseitig  änfheb^n. 

In  §.  30.  und  §.  31.  ist  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden» 
anf  welche  Weise  die  Entwicklung  der  Funclionen  gmw,  %na?, 
^fmx,  |tix  unmittelbar  aus  den  Formeln  des  9-28.  oder  jf.  ^. 
bewerkstelliget  werden  könne,  ohne  dabei  dej^Reihen  zu  bedfirfen, 
mittelst  welcher  die  Sinus  und  Cosinus  ^^i  fach  er  durch  die- 
selben Functionen  der  einfachen  Beginn  ausgedrückt  werden« 
Will  man  aber  diese  lotteren  Reihen  als  bekannt  voran/awetz^p 
und  sich  darauf  stdtzen,  so  wird  dadurch  die  Arbeit  nicht  unbe- 
trächtlich erleichtert«  Aus  {•  4.  ergibt  sich  nähmlich,  wenn  dort 
nx  anstatt  x  gesetzt  wird, 

ipnx:=i-^{coana:wi  +  coBnxw), 

w 
pue:=Z'^(B\nfUBwi+is\nnxw), 

''  ^fmxz:z'K(co8n3Pm'^coBnxu>), 

fßixr=i';^iBinnxfH+mnnmD)p 

Hier  kOnnen  nun  die  imaginftren  Bogen  nxwi  und  nxwo  als 
Vielfache  von  xwi  und  xw  betrachtet  und  demgemäss  vermit- 
telst der  gedachten  goniometrischeo  Reihen  die  Sinus  und  Cosinus 
jener  Vielfachen  durch  die  Sinus  oder  Cosinus  der  einfachen  Bo- 
gen xwi  und  xu>  auf  die  bekannten  verschiedenen  Arten  ausge- 
drfickt  werden.  Setzt  man  dann  noch  anstatt  coBxtoi,  Binxwi, 
Gosx^,  Bin  XU)  ihre  in  §•  9.  angegebenen  Wertbe,  so  erhält  man 
offenbar  Ausdrücke  für  qmx,  pix,  ffmx,  inx,  welche  mit  denjeni- 
gen fibereiostimmen  müssen,  die  durch  das  vorhergehend  ange- 
wendete Verfahren  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  des  {|.  28. 
abgeleitet  werden  kennen. 

a 

^     Ein  einzelnes  Beispiel. wird  genügen,  die  so  eben  erklärte 
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vollkommen  deutlich  za  maehen*  Ich  wähle  hieso  aus 
den  Terecbieden  goniometrUchen  Reihen  diejenige»  nnitlelat  frekher 
der  Cosinu«  eines  Tielfachen  durch  den  Cosinus  des  sin» 
fachen  Bogebs  nach  steigenden  Potenzen  geordnet  gefunden 
wird.    Dieser  Reihe  gemäss  ist  fiir  ungerade  Werthe  von  m 

eosiMnot  =  ( — 1)  *  I  jcoBXwi ^ — (eoBonoti* 

_|. g (cos^rwQ* — ...■• 

cosjunp  =(—1)  •  I  jcosj:to gs — (cos  arte)' 

n(n«— l)(n«-9),  ,^  T 

^    — — ^ ^ (cos «»)»—.•.  J; 

und  für  gerade  Werthe  ?on  n: 

cos«xwi=(— l)*l  1  — ■5-(cosjwi)*+^ 71 (cos^rtcO* 

„3(na— 4)(na—16),  ^^       T 
^ — — ß^p T-^(cosa?tw)« + .^  J  f 

eoutuno  =  (— 1)*!  *  ~  "2  (cosa^w)'  + jj (cos jno)* 

^gj ^(cos  xw)«  + ...  J . 

Durch  die  Substitotion  dieser  Werthe  In  den  obigen  Aus- 
drücken fiSr  fjfmx  und  tf/itj;  erhält  man,  wenn  zugleich  cosd:tot=y 
und  coBOwszt  gesetzt  wird,  fflr  ungerade  n: 


+.«^.-iK««^^.^^,_,.,2, 


^,  =  i.(-I)'T^[f(^-.)-5^-^^(j,«-.«) 


.it(n«-l)(»«-9),  ,      _         T 


mit  am  ffonHmetrlschen  %mäek$i  petwmkUm  l^imeitimim,     407 
und  f&r  gerade  n: 


««(««— 4)(ii«— 16) 
6! 


(y«  +  »^ +.„.], 


.♦«*=f(-l)^[  -^•(y.-,.)+5^!^(^^,«) 


na(««-4)(it«-16).  ,       .^     T 


Npu  ist  aber  vermüge  9.  §; ; 
aud  daher 

y*  + 1*  =  2(9jr*—  öy^r* .  t(;a:«  +  i(;ar*) , 

y»  +  2*  =  2(90:»— 10^0?^.  -^.t*  +  59)jr.  -^ar«) , 

O.      8.      f. 

a  •   •  I  ■  V  gl 

Jf*  —  2*  =  —  2i(5^j;4.  if;^— 10g>ar« .  tf;.r»  +  if;ar») , 
y*— «•  =  —  2i(69>a:*.ipa?— 209iar».if;ar*  +  6g>a?.  ^i*) , 

U.      8.      f. 

Werden  die««  Werthe  in  deo  vorhergehenden  Aosdrflcken 
enbstituirt»  8o  ergeben  sich  daraus  endlich  f&r  ungerade  it  die 
Formeln:  ^:   j    i- 


'  •  » 
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.  n(ii«— l)(n«— 9),      .    ,n     ,       . .  ^  ^v         T 


^na;=s( — 1)  *  I  j-yj: sr — '{y,ar — o^^^r.^d:') 

hiogegen  fSr  gerade  it  findet  man: 


•!+■»-«« 


(.33. 

In  dem  Verfahren  des  {•  32.  kann  insoferne  eine  AbSndemng 
▼orgenommen  werden,  daas  man  dabei  anstatt  der  Gleichangen 
des  §.  4.  jene  des  §.  5.  zum  Grunde  legt.  Dadurch  erhält  man 
in  der  Regel  mit  grosser  Leichtigkeit  neue  von  den  Toriiergehen- 
den  verschiedene  Entwicklungen  der  hypercyclischen  Fun- 
ctionen von  nx,  mittelst  welcher  diese  letzteren  aber  nicht  bloss 
durch  die  hypercyclischen   Functionen  von  x,  soodecn   zugleich 

durch  die  Sinus  und  Cosinus  der  Bogen  -^  und  -r^  ausgedrflckt 
werden. 

Denn  durch  Auflösung  der  Gleichungen  des  g.  5.  ergibt  sich : 

xt         wx  ,   x%         itpx 

^•V2= F'         »""V2=— IT' 

COS^  «™y2 

und  auch 


mii  den  goniamelrt$€ken  vunäehti  pennmätem  FuneUanm.    4M 

ad  _   %x  +  ix                 xi        »(zar— fcr) 
««»V2~ F'        •'"v2       x^ 

« 
Ferner   folgt  aas  denselben  Gleichungen,   wenn   man   darin  nx 
anstatt  x  setzt, 

nx        nxi 
gma? = cos  ~2  •  <^O0  ^2  > 

1     .    nx         nxi       i         nx     »  nxi 
a(iwf  =^sin;^.cos^— ^ces^.sin;^;^, 

.  ,    nx     .  nxi 

1 

'  1     ^   nx         nxi  .    i         nx     ,  nxi 

Entwickelt   man   nun    in  diesen    letzten   Ausdrdcken   die    Sinns 

nxt 
und  Cosinns   des  imaginären  Bogens  jp;^   vermittelst  der  gonio- 

metrischen  Reihen  entweder  nach  steigenden  oder  fallenden  Po* 

• 

x% 

tenzen  des  Sinns  oder  Cosinns  von  -7;  und  sabstitnirt  anstatt  der 

letzteren  ihre  vorhin  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man  fiir  die 
Functionen  ipnx,  ^pix,  ymxy  |iur  Formeln,  welche  meistentheils 
einfacher  sein  werden,  als  vermöge  {•  30.  oder  §•  32.,  iö  welchen 

aber,  wie  schon  bemerkt  wurde,  auch  die  Sinus  und  Cosinus'  von 

X  nx 

in  und  TTK  vorkommen,  die  daher  gleichfalls  als  bekannt  voraus* 

gesetzt  werden  mOssen.  -i- 

Als  Beispiel  zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  nehme  Ich 
die  goniometrischen  Reihen,  durch  welche  die  Sinus  und  Cosinus 
eines  vielfachen  Bogeos  durch  den  Sinus  des  einfachen 
nach  fallenden  Potenzen  dargestellt  werden.  Diesen  Reihen 
gemäss  ist  f&r  alle  additiven  ungeraden  Werthe  von  11: 

< 
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folglicby  freon  hierin  anstatt  ^8:73  und   s^n--:^  von  den  vorhin 

angegebenett  Wertben  die  beiden  ersten  gesetzt  und  zugleich 
die  gemeinscbaftlicben  Factoren  t"*^  und  {•  herausgehoben  werden  x 

cos  ;^LV«in  ^  Vsin  yg^ 


.  nxi      t 


Hieraus  ei^^eben  sich  nun  fSr  additive  und  ungerade  Werthe 
von  n  folgende  iPormeln: 


\    .  nx      <p* 


[(:^-^*("-^)(fD- 


4       «   ,  ■    « 

t  > 


4.      »     cos  —  r/  ^^    V  +  */  ^^    Nt.-1 


it(»-3)    2»^  it(a-4)(»-6) ,  %^«  ^     .^      , 
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♦»^=4""v2r('T-xy+i('T-iry  •+-172-^  r-FY^ 

n(«^)(n-6)     2»«       _, 

+- 1.2.3  ^T^y  + -i' 


^  1     .    im;      9« 


^(•^)(fr^("'^^(a)-"-] 


V2- 
n(n~3)     2tfi:r  .  ._^ .  n(n-4)(ii~5)     2t>;ar 

TTä^fTvY  + — r2X~/^7~ir)    +-1- 

Bei  der  Anwendung  dieser  Aosdrficke  darf  nicht  ausser  Acht 
gelassen  werden,  dass  verrouge  der  Beschaffenheit  der  hiebe! 
gebrauchten  goniometrischen  Reihen  keiner  derselben  weiter  fort- 
gefiihrt  werden  darf,  sobald  in  ihm  Potenzen  mit  subtractiven 
Exponenten  zum  Torschein  kommen  sollen. 

Wollte  man  bei  der  vorstehenden  Entwicklung  anstatt  der 
beiden  ersten  die  beiden  letzten  gleich  an&ngs  aufgtstellteii 

Werthe  von  cos--;ö  und   sin--;»  substituiren,  so  würde  man  offen- 
bar die  hypercyclischen  Functionen  von  nsf  durch  ganz  l&bniicha 
Reihen  mittelst   der  beiden  Functionen   ip^  und  i/»  ausgeitlröokt 
finden. 


1  ■•  • 


$.34. 

Aus  den  letzten  in  $.  28.  enthaltenen  Cleicbnngen  lassen  sieh' 
umgekehrt  die  Werthe  von  A*»  B;  O»  D*  finden.  E«  Ist  nttnrilehif 
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4.US  den^  dfthmlkhen  Glefcbungen  des  $•  28.  erhält  man  aber 
aucb^  wenn  darin  n  =  l  angenommen  wird, 

%x  =  ^(A—B-iC+iD) , 
ix=^(—A+B-iC+iD) ; 

/'  * 

I 

woraus  ferner  dareh  Erhebung  zur  Potenx  it  folgt : 

9)a"  =  j;(J+B+C+D)«, 

Entwickelt  man  nun  hier  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleich* 
heitszeichen  stehenden  Potenzen  verm5ge  des  polynomischen  Lehr- 
satzes lind  substituirt  anstatt  der  einzelnen  Potenzen  von  A^ 
Bp  C,  D  wieder  ihre  aus  den  gleich  afrfiings  aufgestellten' Ans- 
drflcken  hergenommenen  Werthe,  so  ergeben  sieb  offenbar  Formeln, 
mittelst  welcher  die  Potenzen  ^j^,  %x*»  ^af^,  £jr*  durch  die 
bypercyclischen  Functionen  vielfacher  Werthe  der  Verändere 
liehen  it  aosgedrflckt  erscheinen,  worin  aber  auch  zugleich  Pro •• 
dncte  von  eben  solchen  Functionen  vorkommen.  Um  noch  -diese 
letzteren  wegzuschaffen,  kann  man  sich  der  Gleichungen  des  §.  23. 
bedienen,  mit  deren  Hilfe  man  auf  Ausdrucke  kommen  wird,  die 
mit  dea  in.  (.  25*  gefundenen  übereinstimmen  müssen.'  leb  halte 
jf  4eeh  den  eben  n^idigewiesenen  W^g^  zur  Herleitung  der^-tezeieb- 
neten  Ausdrücke  keineswegs  fSr  einfacher,  als  jenen  des  §.  25., 
schon  desshalb,  weil  man  auch  hier  ohne  Anwendung  einer  In- 
duction  schwerlich  zur  Kenntniss  der  dabei  obwaltenden  Gesetze 
gelangen  dürfte.  Ich  will  daher  nicht  länger  bei  diesem  Gegen- 
stände 


i. 
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§.  36. 

..«iBevor  iehden  eben  behaiidelteii  Tbeit  meiner  A«%abe  Ter- 
lasse»  om  za  JMideren  UoteronclHMigen  abersugeben,  moss  icb  noeh 
eine  sehr  einfache  Folgerung  herleiten.  Setst  man  ofthinlich  in 
den  am  Anfange  des  $.34.  aufgestellten  Ausdrucken  anstatt  A^ 
B,  C,  D  ihre  Werthe  aus  §.  29»  so  erhält  man  auf  der  Stelle  fol- 
gende Gleichungen: 

{apx^  iiffX  +  wxx — foßj:)*  =  qmx —  i^mx  +  iotnx — iti^nit, 

(^x  —  itffX — wix  -f  teiSx)^  =  91«:—  i^mx  — toxnx  +  wiSnx, 

(dpx  +  i^x^witx  —  «4^)«  =  fpnx  +  t^iU7-f  louiur  <— «ofna?» 

((px  +  »>Jf — toiix  +  to|ar)*  =  tpix + tViur  —  wipix  +  fofita;. 

Die  Analogie  dieser  Ausdrücke  mit  dem  Moivre'scben  Lehr- 
sätze tritt  so  deutlich  hervor,  dass  sie  kaum  erwähnt  zu  werden 
braucht;  sie  Ist  zugleich  die  Ursache,  wessfaalb  ich  nicht  mit 
StRIsebweigeti  darüber  hinweggeben  wollte,  obgleich  ich  davon 
weder  irgend  eine  Anwendung  machen,  noch  auch  In  eine  nibere 
Auseinandersetzung  der  verschiedenen  Formen,  deren  sie  fähig 
sind,  mich  einlassen  oder  ihre  uomittelbare  Zorfickfidining  auf  den 
Moivre'schen  Lehrsatz  zeigen  werde. 

Noch  verdient  ausdrflcklicb  bemerist  zu  werden,  dass  überall, 
wo  im  Vorhergehenden  von  den  hypercyclischen  Functionen  viel- 
facher Werthe  nx  die  Rede  war,  die  Voraussetzung  stillschwel* 
gend  zum  Grunde  lag,  n  sei  eine  ganze  Zahl.  Die  Ausdehnung 
der  Untersuchung  auf  andere  als  ganze  Werthevon  n  würde 
jedenfalls  eine  bedeutende  WeltRnfigkelt  erfordern :  und  dürfte 
vielleicht  nicht  ohne  Schwierigkeit  sein,  wie  das  Beispiel  der 
ähnlichen  Ausdehnung  bei  den  goniometrischen  Functionen  zeigt. 
Desshalb  kann  ich  hierauf  nicht  näher  eingehen,  sondern  begnüge 
mich  mit  der  oben  gemachten  Andeutung,  indem  ich  auch  fener» 
hin  beständig  an  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  n  eine 
ganze  Zlahl  bezeichne,  festhalten  werde. 


§.36. 


1  r 


Zur  genauen  Beurtbeilung  der  BeschalFenheit  der  hypercycli- 
schen. Fünetleve.n  ist  es  von  grosser  Wichtigkeit,  alle  diejenigen 
y^erthe  der  Veränderlichen  x  zu  kennen,  für  welche  jede  einzelne 
der  genannten  Functionen  gleich  0  wird.    Die  AufBodung  dieser 

Th«U  XXYII.  n 


Werthe  hat  rOcksichtlich  der  beiden  Fmictionen  q>  und  ^  dorchaos 
keine  Schwierigkeit. 

Was  zuerst  die  Function  tp  anbelangt,  handelt  es  sich  darum, 
-aNe  rcwifttt'iind  Imaginären  Wertbe  Wi  *ir  eu  bristttMuea;  welche 
d^'GteiiGining  -^ji^csO»  odef-nviNi  mao  Anstatt'  t|w den-  Werlli 
aus  §1 5.  «tmili^  der  Gleiehung  .,  ,^    .     . 

•  ... 

cds;p2-^^«V2  =  ® 

Genfige  leisten.    Letztere  l&sc^t  sich  offenbar  in  die  zwei  einzeloeD 
Gleichungen  zerlegen: 


V  \- 


Nun  ist  bekftnnt,   dass  ein  Cosinus  nor  dann  gleich  0  wird, 
sobald 'dier  zugehörige  Bogen  ein  ungerades  Vielfaches  von  -^ 

iBtp  ifolglleh  miiss«  w«nn  n  was  immer  fiir  eine  ganze  Zafil  h^a- 
^ii9MihiPQt«.«'uni  der  ersten  v^n  dctn  beiden  aulgusteUten  6leioho#gea 
«a  6ffifig<9nf  nothweridig  .  /      '^ 

-^=s±(2n— I)  2    und  daher    x^±     '     o  '        ' 

i 

hingegen  um  der  zweiten  Gleichung  zu  entsprechen, 

;^=dt(2ii— 1)^    und  daher    ar=Jb— — ^ 1 

■  >  .  •  I     .        .  .  , 

«•in.'.  Hieraus  .ergibt  sich,  dassiiparss Ossein  werde»  sobald  fiir  x 
k^d  binertdeft^  Werthe  luis  den>  beiden  Reihen 

*-"^'     ^      2   *  *     ■*'"'^ — '     =fc  ■^'^ — *— • 

I.'  ,  .    .     • 

-odeP"<  «     >       <  • .  i*  t  , 


.«, 


i:     2    '  *^*     ±r";g     '«<»     db  -^   '.■>»> 


••*• 


angenommen  wird,  und  ausser  diesen  beiden  Reihen  gibt  es  kei- 
nen andern  weder  reellen   noch  imaglniren  Werth  von  x^  fiir 

welchen  ^:r=;0  sein  konnte. 

■  .  ■  *  '  •     •  .       •■      ,  ' 

'1    •  .'DjBr  kleinste  unter  den  eben  gefimdeseti  "MmHm  WenkbM» 
nShmlich  7-9— »  spielt  hei  den  bypercyclischen  Functionen,  wie 

i  /-Mit*   .  j4k.         *  '  «       '    .  .  "•     •   ^  .  I  1    .  .     . 


man  ans  dem  vreitereo  Verlaufe  der  Untersuchung  entnehmen  wird, 
ungeßhr  dieselbe  Rolle,  wie  bg^^den  goniometriscben  Functionen 

der  Kreisquadrant  oder  -gt    welcher  ebenfalls  der  kleinste  Werth 

w^r^^l?ff^  ^/E  if^Ä^^^^frf?idm,JYftn.,rtftn|^Pfs^PP.lFffltfrft1T^^^^ 

gemaw^erden,  erscheint  es  zweckmässig»  ein  möglichst  ein- 
fMhe«f  Z«teb«n  ^fät<:attiiOMiBhiiM^;  W^  Mi^^^%f^d  iip-4!Mill''§^-'^ 
dachten  Analogie  das  Zeichen    ttj    wähle,    so   dass   in  Hinkunft 
beständig  .  i^ 


jTj  =  ^  =2,22144  1461^  79183  |2361 

sein  soll.    Dieser  Bezeichnung  gemäss  hat  man  daher  fl3r  jede 
beliebige  ganze  ^hl  i)  k     ,^     \..  \v. 

9>db(2n— l)jri  =  0    und  auch    g)i:(2«  — l)»i  .^=0. 
» .  •  •  • 

Auf  ganz  gljdcl^iiQ^^fe^^eJiE^^i^'tsiiS^^e^^^  finden, 

(&r  welche  v^=0  wird.    -Demi  setzt  man  in  d¥e^er  Gleichung  an- 
statt ^x  den  Werth  aus  §.  5.,  so  zeigt  sich .  dass 

und  daher  entw*eder 


sein,  niusse,;  Der  ersten  von  diesen  GTeicnungen  virdliur^Genaaer, 
geleistet,  wenn       ,  •  .    »,  .,        . 


j; 


^=±«w  folglich  *=db»?VC^Tn%fc2?»k!?=v.  li.  I 
angenommen  wird,  fQr  die  ^^^^flff  .^''iücj^jf^g^hin^llge 

—^^^nn  und  daher  jr  =  ±nnfV2.t=::;^2n«i.i 
sein.    Demnach  Ist  flir  jede  beliebige  Zahl  n,  mit  Einschluss  von  0, 

V'it^f'^^^"    und  aucn    v±2t^-<^w, 

■ 

wfthrend  fttr   M»"»-^!^  ««Hf^JMM^ffMVM'sifVfArHkl^^f^^     Werth 
•  Ton  X,  der  nicht  in  einer  tler  beiden  Formen  J:  2st^|  =  ±  hts  V2 
oder  i:2ii9K|.l=s-Jt:n9sV2*^  enthalten  ist»  yr^rssO  sein  kann.     ,t|({r  .: 
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§.  37. 

Wenn  ffir  x  entweder  ^ ,  oder  aoch  ein  Vielfaches  von  9^ 
aogenommen  wird»  lassen  sich  die  hypercyclischen  Functionen 
ganz  leicht  In  reeller  Form  durch  Ezponentialgrossen  oder  durch 

byiperbolische  FuoctioBeD  darsteilen.    Denn  Ar  x^ni^-r^  ist 

'..'  ■  '  ■  *.        .     .       • 

•  .'  '  '  • 

cos;^äcos^=Cos  2 =4(e»  + «^, 

« 

vnd  folglich  Termoge  $.  5. 

1  «       1      i^      -^ 

Jn  Bezug  .auf  die  Vielfachen  Fon  ^  mfissen  wir  die  beiden 
Fäle" unterscheiden 9  wenn  entweder  ein  gerades  oder  ein  un- 
gerades  YieIGMhes  anstatt  x  angenommen  wird. 

Fflr  ^ssSüTTi  =2119 VSl  ist 

c6ST^=cosn»=(-l)",*  ' 

sin  ;Trs=mDit»=0; 

cos  --ä:^cos  ««•=  Costi«  Ä  i(efM»  +  ?""■*) » 

•  «to---ssxstniMl=ä<8illifjtf±±A(e>*«--*r'*^)';  *»  ^   *»••'■'   " 
mithin      *  •»  >'  ••• »        ~  »-u  >•  n'"*...iin  »  \.l  /  .u  I      ^.^t.m*.*?    7  •♦  •» 


mtt  dem  ptm^murüekm  uaUM9$  mmmäm  Fmc^^timlk    4if 
9)2ii«,  =  (— 1)«. Co« iMr=^^=^ (««»+«-««),    v.2»i«i=0,     ' 

IIBr  jfÄ(2n— J)«i  =5  ^ ^ bingegeo  eAIH  nao: 


.Iii;^=«.n  — 2-«-=(>-l)^«,  ^    ^  ^^^^ 


V2=°"*       .2         =^^ 2 -*^'     *      +•       •     ). 


«  * 


ood  hieraus  folgt: 

9(211*^  l)«i  =«, 

(^-l)n     (—1)"+«    <*— ^>''       -<&r^)* , 


I    .f   i- 


leb  erlaube  mir  die  Folg^roog»  welftbe  eicb  hier  nebeübei 
ergeben  bat«  die  aber  am  den  soglekh  nachher. belaabrlDgendeii 
Formeln  auch  anmittelbar  erwiesen  werden  könnte»  beaeodei» 
hervorsnbebeo,  das«  filr  jede  ganze  Zahl  n  stets 

v2r»|=— S2ft^    und    |(2n— 1)»,  =£(2n— .l)«i 

ist,  indem  ich  dabei  bemedce,   dass  diese  beiden  Gleipbungen  In 
eine   einiige  zusammen   gezogen   werden  können,   wenn  man 

seCst.-  '  ••      - 

Die  Torstehenden  Ausdrücke  sind  zur  wirklicbeu  n|bej;pi9W 


vi»eis^o  Berfichnimg  .der  b3rR^i'<iydtBd)^,Fiii^tjf»pen  ganzbeqoem« 
sobala  man  siüh  dabei  der  löganth mischen  oder  der  von  Gu der* 
mann  berechneten  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen  bedienen 
kann;  ttenn -nlsiYbttber  eine/g'rbKise.rQ  €rentfifigkeH  v^ristlgt,  als 
diese  Tafeln  zu  geWädren  vermögen«  wird  man  sie  hiezn  wenig 
brauchbar  finden.  In  einem  solp^^n  FaUe  wird  man  sich  (tir 
ip=ni  mit<>V(lrllk«A>'d«t*  R«lb<^  des  §.2.~bedieneir>^be}  derert  An- 
wendung jeder  beliebige  Grad  der  Genauigkeit  erreicht  werden 
kann.  Auch  für  a:=z2ni  ist  dieses  letztere  Varfahifep  noch  feines* 
wegs  mit  allzu  grosser  Unbequemlicbtt^tF  verbunden  ;"äbdi  ..#lrd 
man  leichter  zum  Ziele  gelangen  ^  wenn  man  die  Formeln  des 
(.21.  anwendet.  Auf  diesen  VV^ep .  I^abe  iisir  lii '  ^ -PeeiIny^; 
«teilen  genau  gefunden :  -  ~  ' 


^  ' . '  '    ^Tti  ^j:Söm  89806  0T»4  87346^ 


2^   ={^1  =  1,77425  71174  66456  76432, 
9>2jii=::i- 11,59199  32755"2ia20  62778/  ' 


^2«,  =— £2»!  =-8,16619  19136  72924  17991- 

Ffir  höhere  Vielfache  von  ttj  wird  der  Gebrauch  der  Reihen 
des  §.  2.,  wie  schon  in  §i^v Hbe^rkt  Würde,  fortwährend  unbeque- 
mer, wesshalb  ffir  diese  Fälle  auf  andere  Weise  vorgesoret 
werden  mnss.    ..  •     > 


rr   i 


r» 


(.  38. 


Die  vifr  erteil  in  $.26.  aü%^tetltien  Glelthun^^N  nehmen 
eine  weit  einfachere  Gestalt  an,  wenn  darin  anstatt  y  entweder 
iCi  oder  ^in  Vielfifbehes  vop  ic^  gesetzt,  wird«  Beschränken  wir 
uns  hier,  um  nicht  weitläufiger  zu  werden,  als  geradezu  noth wen- 
dig ist,  auf  die  beiden  ersten  Fälle,  in  welchen  entweder  y^TTi 
i^&ft  '^^"2^-  <atig^<^ttieiir  wtrdi*  l^fif'  y^;ri  'Mst  'VerMV6|<«(§.36. 
i^^n^fWiitt^'i'^  di^Ä  "'^el^  4itr  b«%^iefri^M»  Gteithutigetl  ih  M- 

X(xi-n7ei)  =  '-2^f7ti.S(x  +(n  — l)n;i)— x(ar +(n-2)7r|), 

£(.«  +  n«i)  =      2i(;«,.  yi^,^1^n  —  l)n^)—  5(a:+(n— 2)«i). 

Aus  diesen  Gleichungen  kOnnen  die  hypercyclischen  FuMkia- 
nen    fät   die   in    einer    arithmetischen    Progression    fortlaufenden 


mit  dm- gmit0mHrt9ekm  twfä^Mü  vetinmätim  fumUlamt^    4ß/gi 

jr-f29r|/   x-\'^niy    «-h4^#    dr-f5«|V-«- 

nach  aod,  nach  ganz  leiclht  gefunden  werden ,  indem  man  darin 
fi=2»  3»  4y«.v  anniHimt,  sobald  die  Functionen  ffir  x  und  x-^Tti 
bereits  bekannt  sind. 

5.39. 
Werden  die  Gleicbungen  des  {.  38.  nach  der  Ordnung  durch 

,   ,  g>(ar+(n— l)jiTj),  zC^  +  (»»  — IK) 


J'  ,' 


getheilt«  so  erhfilt  man : 


y(j;+««,)  ..._o._    •  y(g-f-(it— 2))»,)  I 


9)(«+(»--2)«,) 


i{x  +(n-l)«,)  -  ^'»'  +  i(a:  +  (n-1)«,)-  ^^^  +  f  (x  +  («- 


2(«  +  (n-2)«i) 


•    »  I      *  •      •  *>  **  jl|a 

^(aj  +  nÄi)  y(j; -Kn— 2)7P|)  1       ' 

V<a;+(fc-2)w,) 

X(a:+(n-lK)-''l^'     2(a:  +  in-\)nj-  ''^"zCa:  +  (ii-l)«,) ' 

£(ar+Cn-2)«iy' 

Bierans  ergibt  sich  ferner,  inden  nan  n —  I  anetah  n  setit 
nnd  die  auf  solche  Art  num  Vorscheine  kommendeo  Wertbe  In 
den  ftQhereK  sub^tituirt, 

:         1      •  .  •  '  .•  ,  ,<! 

y(jr-fwwi) «■■__    . 1 ^  , 


y(«-f  (»— 3)«,) 


."  . 


6(«+.(«-^8)iH)  •    . 


•  I 


4M  Kmarr   aumtekha^^ler  tanggtiekttwSitemeiU^Ste»  «M§«r 

£(a;  +  niti)  „  I 

-*»'«'  +  i(a>-K«-2)»,) 
X(a:+(n-3K) 

'Nimint  maD  nun  abermals  in  den  zuerst  angegebenen  Aas- 
drficken  n— 2  aiistatt  n  an,  setzt  die  auf  «olche  Weiae  erhaltenen 
Werthe  in  den  letzten  Formelny  und  f&hrt  in  dieser  Art  der  Sub- 
atltation  fort;  ^o  überzeugt  man  slch^  dass  jeder  von  den  vier 
Quotienten 

y(a?+wgg|)  3g(jg+ng^) 

I 


in  einen  Kettenbruch  sieb  verwandeln  lasse«  dessen  Theilbrfiche 
säimnil ich  gleich  ^ sind»  mit  alleiniger  Ausnahme  des  jedes- 
maligen letzten,  welcher  in  den  einzelnen  Quotienten  nach  der 
Ordnung  entweder 

1 


I 

5(ar  +  «,) 

XX 
1 

3((«  +  »i) 

^X  +  tl)  Hx  +  »i)  q>(x  +  «,)  • 

oder 

I  1  1 


l 

tüfl 

-+»i) 

Ix      . 

1 

«a 

:  +  «») 

y^x  ix  fpx  jpc 

sein  wird»  jenachdem  tt  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  Ist. 
Die  Gesammtzahl  aller  TheilbrClche  beträgt  n — 1,  wobei  natflr- 
llch  das  erste  Glied  ^ffn^  nicht  mitgerechnet  ist. 

Die  Form  der  Ketten brüche  filr  die  bezeichneten  Quotienten 
erscheint  zwar  nicht  besonders  bequem •  um  die  Werthe  derselben 
und  dann  ferner  ihre  Zähler  aus  den  Nennern  wirklich  zu  berech- 
nen; sie  dürfte  jedoch  nicht  nur  an  sich  selbst  bemerkenswerth 
sein»  sondern  sie  gestattet  äberdiess  eine  Eotgerung/ die  anfeinem 
andern  Wege  sich  nur  schwer  nachweisen  lassen  möchte.  Be- 
trachtet man  nfthmlich  dabei  n  als  fortwährend  zunehmend,  so 


mit  «^  miaomHri9Ck8n  mundcM  ven^wuUm  fwnttomß^    4S| 

ist  klar,  dass  jeder  einseloe  von  jenen  Quotieateo  eich  immer- 
mehr dem  endlosen  Kettenbrucbe 

2^»!  + :: — : Y 

2^»!  +  — : 


t 
nähern  mClase«  dessen  Werth  bekanotlicfa  i 

i^  +V(vV+')=^«i  +  Vh.yi^ifilWI  7360»  CIÖ38HB547 

ist.  Diese  gefundene  Zahl  Ist  daher  die  geiiiein»Ghaftlleh4 
Gränse»  vrelcher  sich  jene  Quotienten  bei  fortwährendem  Wachs- 
thume  von  n  ohne  Ende  nähern. 


5.40. 

Seist  man  in  den  vier  ersten  Gleichungen  des  $.26.  y=:2jti^ 
so  erhält  man  wegen  ^=:v;29ri=0  folgende  Werthe: 


t    < 


>  / 


9)(a:+2iMri)=29)2jri.9(x  +  (2n— 2)%)  — 9(x+,(2n— 4)«4),        * 
X(«  +  2»««,)«292ai.X(« +  (2n--2)«,)— ;5(«  +  («»T-4)»,)»  .^i 
V(a:  +  2nji^) = 292«, .  v(a;  +  (2b  -  2)«i)  -  v(ir  +  (2n — 4)«,)", 

I  *  I 

Ka:  -f  ;2nnt)  =2y2»|  .£(a:  +  (3ii  -2K).-£(ar+ (2tt— 4)«,). 

Indem  man  hierin  tut  n  nach  ond  nach  die  Zahlen  2,  3,  4,.... 
annimmt»  Überzeugt  man  sich  aus  diesen  Gleichongen,  dass  die 
gleichnamigen  h3^ercyclischen  Fniuetioneii  fflr  die  in  aritbmelisebeif 
Progression  fortschreitenden  Werthe  der  Veränderlichen 

laoter   recurrlrende    Reihen    bilden ,   deren  , gemeinschaftliche 
Reiationsscab 


298«!, 1 


'.« 


ist,  wonach' avs«*  den  beiden  erstendiederii  ewer  jeden  sefchea 
VLeahe  alle  feigenden  sehr  leicht  gefondeii  werden^icMnen. 


■         « 


Femer  ist.  aqch  ohne  genauere  Aii«flUining  einle^ehlepd,  i90$ 
Anrch  das  gleiehe  Verfaliiea,  $9$e\es  in;  $.  39.  angewendet  i!^ai49# 
ans  i^n  vecHehendeo  Gleiebwigee  dfo- QiMitieANn   t 


9(«+(2n-2)«,)'    x(«+(2«-2)«,)'        .     ■' 

V  (a:  +  (2n-'2)«,) '    6(«  +  {2n-  2)«,) 

In  der  Form  von  Kettenbrftchen,  bei  welchen  alle Tbellbrfich» 

1 

mit  alleiniger  Ausnahme  des  letzten  gleich  — q—ö —  sind,  darge- 
stellt und  dadurch  zugleich  dleGrSnzen  angegeben  werden  k5n- 
neQi  WitU ben  sie  bei"  dem  fortwähBendenWachsthnmevoi^  «  iquaer 
mehr  sich  nfihem.  Letztere  ergibt  sich  für  alle  vier  Quotienten 
dut'ob-  ilei>  e«dloseo  Kettenbmeb 

292ffg 1 — 

/^^2^»-2^S5^- 

dessen  Wertb,  wie  man  leicht  findet,  fp^^iJcVifsP^lh)^ — 1)  ^ 
trägt  fiiebei  ist  rficksiciltlich  des  Vorzeichens»  mit  welcheai  die 
▼orkommende  Wurzel  genommen  werden  soll,  zu  bemerken,  dass 
die  beiden  Glieder  gleiche  oder  verschiedeneZeichen  haben 
mfissen,  je  nachdem  die  Reibe,  zu  welcher  die  GrSnze  gesucht 
wird,' mtfmeriseh  betrachtet  eine  steigende  oder  falteinde  ist, 
was  in  jedem  einzelnen  Falle  schon  aus  der  Beschaffenheit  der 
ersten  Glieder  beurtbeilt  werden  kann.  Demnach  ist,  da  wir 
den  Werth  von  ^2ff|  in  $.  37.  mit  dem  Zeicbeo  —  behaftet  gefun- 
den haben,  die  Gränze  einer  steigenden  Reihe: 

92^  -  V((9>2;ri)«- 1)=— 23,14069  26327  79260, 

hlogei^  für  eine  Reüie  mit  abnehmenden  Gliedern: 

92;r,  +  V((g)2n:i)«-1)  =  - 0,04321  39182  63772. 


§.  41. 

Die  Formeln  des  $.38.  oder  auch  des  $.40.  können  nun  zu- 
nächst dazu  gebraucht  werden,  um  die  hypercyclischen  Functio- 
oen  #ller  fc^bevvn  ^MfecheD  vea  ^  mit  grosserer  BeqtmlidH 
keit  so  be^eohtoea  als  mnh  §.37.  in  Beaog  auf  die  Füncttoh^^ 
handelt  es  sich  dabei  nur  um  gerade  Vielfache  und  fär  die 
FiMietiofl  '^'ntir  um  «bgerade  VIelfaebe  rew  n^^  ^a  wiraoe  f.  36. 
wlsseti,  dass  fttr  jede  gaaa#  Zahl  it  inmer  X3n^l}9^  ti»  0  odi 
,^/inni  rsO  ist    »eeibalb^  rfiid  kHv  Htte  <}kiebitiig«n  ttai'$j4ti  «m 


sweckmSsstgsleir' «neii^eiiden.  Setzt  man  Dähmlich  In  der  ereteo 
▼on  ihnen  m^O  und  in  der  dritten  0?  =  %»  so  findet  man 

q^inni  s2929K| ,  9(2if,— 2)»i  — 9(2n— 4)«?^  • 
und 

V(^ + 1)3%  «2g«»i  If^Ca» — l)»i  -r  i^(2i»--^J»i .. 

woraufl  nUeb  and  nsch  die  Wertbe  der  Function  fp  für  alle  ge- 
raden und  der  Function  y^  fiir  alle  ungeraden  Vielfachen  von 
9Fi  mittelst  der  bereits  bekannten  Werthe  von  <p2ni  und  Hn^  sich 
btrechMn^beatttri!   '  '«^    .      •/  i  '      .:' 

Was  die  Functionen  x  und  £  anbelangt,  nissen  wir  Hos  $^'37*» 
dass 

3pi»i  =  ( —  1)"+^ .  £n»| 

<  

ist.    Dieser  Eigenschaft  gemAss  braucht  man  filr  jedes  Vielfache 

von  ni  stets  nur  eine  von  den  beiden  Functionen  %  und  l,  z.  B. 

%t  zu  berechnen ,  vieil  die  andere  von  selbst  daraus  sich  ergibl^ 

nähmlich 

{iiff| = (—  1)«+* .  pt%. 

.  ...  Hiezu  sipd  die  Fim^elpi  de»  §.38.  ganz  bequem»  sol^ald.«^ 
die  Functionen  fär  alle  Vielfachen  von  %  nach  dei)  Ordnung;. ^ 
l^itbyaUtfi^  wOaecht.  Setzt  man  in  der  zweiten  aaa.Mi^n^n  ar=Öi 
M.:efgibl.aicb 


Xn  JTi  =  — 2if;nfi .  i(n  —  1)»!  —  2(n  -  2)^ , 
jder  laueh,  wem»  man  anstatt  {  die.  Function  %  einfährt*.  • 

»i%=(— I)"+^.2t/^%.;:(n  — IK— X(«— 2)n^:  "• 

Sobald  aber  die  Functionen  entweder  nur  für  gerade  ledior 
auch  ausschliesslich  fSr  ungerade  Vielfache  von  ^i  berechnet 
werden  sollen,  sind  die  Gleichungen  des  §.40.  vorzuziehen,  weil 
bei    ihrer  Anwendung  der  überflüssige   Theil  der  Arbeit  erspart 


bleibt.    Denn  nimmt  man  darin  ar== — nn^^  so  erhält  man  fdr  di 
Funption  2(.dle  GJeichnng 

5^  jfi  ttt  29)2»^ .  7(|i  •^2)9r| -^  {('i  ^^tJN^  > 

'  '  '     • «'     •  .  •  • 

.a^s  welcher  die  Functionen  dei^  geraden  oder  der  uuj^eraden 
Vjielfa^hen  v^p  ^i,  ausschliesslich  gefunden  werden,.  Je,  nachdem 
,11^.. darin  anstatt  n  entweder  die  geraden  Z^Men  ^,  9,  8^....  odef 
^x  «W^H«?*  ;^ablen  3,  5,  T.-.l./qetzL  ,   \  ,  .. 

'  Attf'den  eben  vorgezeieho^fen  "Wegen  siildTorjtMide  WettU 
Ü  99  DMiibalsfellen  genau  Kereeknet* wcifdett<^  •>       *     '  «^ 


4M  Kttmr:   MiiMeUimg  4tr  vanäfUtMtm  SlttimMtftm  *ttit§tr 

I  ifiHi^  .  -i-«M»439  7B094  l7S4H,aKH7. 

'  j^  =     £3«!=— 39^175  40913  9887<2  990S9; 

94«,  =  2d7,7m6  14837  48222  24590, 

X4«|  i=-^|4i>i»   189,33251  48806  24?^  178006. 

^«1=  1387,95606  41971  8331«  07790. 

.  >>i^  =      fö»,  =  910,78317  14226  61 106  83i06. 

Bei  der  Berechnang  der  hypercycliscben  FancH^tn  (Mr  sehr 
h^he  Vielfoche  Ton  %  kann  die  Bemerlcung  von  Natzeo  sein, 
dans  man  auf  die  hier  gezeigte  Art  nur  so  lange  vorwärts  su 
schreiten  braucht,  bis  entweder  die  Quotienten 

<pn7Ci  TC^^  ^ftlTCi  tot^ 

*(«  -  l)«i  '    5(«-IK'    9(n-l)«»'    zO»-!)»!'        ■■ 


l.< 


•    J 


oder  die  Quotienten 

(p2nni  jß^^t  |2n«t  ^tfa?r| 

g>(2n— 2)»i  '     x(2^-2)jiP4  •    f(2h— 2)1*1  '     ^(2n— 20«i  ' 

welche  aus  den  in  §.  39.  und  $.  40.  betrachteten  herrorgehen,  wenn 
man  darin  mit  Ausserachtlassong  des  Vorzeichens  dr:^0  oder 
dpssKj '  annhntnty  ihretl  eben  dort  angegebenen  tirrfinzen'so  weit 
sich  genähert  haben  werden,  als  man  überhaupt  die  Genauigkeit 
der  l^chnung  9U  treiben  wünscht.  Von  da  angefangen  verwan- 
delt sich  die  för  noch  höhere  Vielfache  von  %  erforderliche  Ar- 
beit offenbar  in  eine  blosse  Multiplication .  mit  diesen  Gvänzei^ 
oder  auch,  wenn  man  dabei  die  logarithmischen  Tafeln  anwenden 
kann  und  will,  in  eine  blosse  Addition  der  Logarithmen  jener 
Griiize«!. 


5-42. 

Es  verdient  wenigstens  kurz  erwähnt  zu  werden,  däss  die 
hypercyclisehen  Functionen  der  Vielfachen  von  ni  ausser  der 
eben  gezeigten  reeurrirenden  Berechnung  auch  eine  indepen- 
dente  Darstellung  durch  die  Functionen  von  ,»|  zulassen.  Man 
braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  in  den  Entwickelungen  der  §§.  30. 
hiis  33.  durchgängig  a;=ff|  anzunehmen.  Cfnter  dieser  Voraus- 
setzung erleiden  jene  Entwickelungen  sehr  bedeutende  Verein- 
fachungen, weil  für  0:=%,  9>ar=0  und  xorss&r  ist,  wesshalb'afle 
Glieder  gänzlich  wegfallen  müsseuj  worin  der  Factor  ^x  vorkc^m^f» 
hingegen  'diejenigen  Glieder,  welche  die  Factoren  %sc  oder  1^  ent- 
halten,  einer  Zosanuaenziehung  flüug.werdeiifi.    %|glefcb.  tr^t  ^ 


tieBett  FaMe  die  Anatogfo  mit  den  genloineMiehev  oder  eigeetk 
lieb  init  den  byperboliechen  Reiben  >eo  stark  bervor»  daas  jeae 
mM' dieiseo  lelsteren  fest  geatz  abereineftuiaxa ,  wa«  sieb  aacb  aas 
Ün  ka'*'i.^37.  aagegebe«!^ 'WertbeW-ieioiit  erkiSrt  Amt  dies» 
Art  gebe» 'S.  B.<^die  Im  9i30.  enlbatteäen'  Batwlckelangen  bi'M«: 
gende  Ober:    für  gerade  Werthd  von  «i*  Istnibariicb: 


and  flir  ungerade  Wertlie  Ton  n: 

1 


•  • 


+ 1.2.3         ^  V«i'^*  +  -  •]. 

• .'    •  •    .      ^      i 

Aos  den  Reihen  des  (.31.  hingegen  erhält  man  filr  gerade  n: 
and  fiBr  ungerade  ti: 


•  •      • 


*  *  •  • 

leb  bemerke  blebei»  dass  die  beiden  letzten  Ausdrücke  si.qh 
in  einen  emsigen»  für  aUe  ganaen  Wevtbe  vfi^n  n  giltigen,  su- 
sammensleben  lapsen,  indem  man  setst; 


.^■■i'^'^.  '  » <-    \'  ■  :-"•:.: 


,<■'•-       K    •'■••••   i  r.'(.,{.       .      ,- 

H»  Hilf«  «MWriMllWtt.  wjiM»  öntfMge  ,4^,  ^eMbdTwlMtt 
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UlBer  HeriMtoi«  sMs  ii«r.  09  mit  ffrtg«ll|kl(  vefdltfi  diMe»».  M»> 
M»ei -Potenien  mfit  ««btrftctWea:  Expooenton  «nn  VonidbdM' 
iMBmeo  «ollen»  kOuii«*  die.  byfiereydifieben  FuMtioimii  .««iiiw 
«44ici«lm#ji  wi«  immier  kob«»  VMfudbm  «r<H».  %  fltr^icbiAlbMtt. 
iil»tbftS.Dg>ig  V4m  den  «orbeigffcesdenL  mi»  den  bNtk«eiiteii  Wi^ 
theo  von  v^.  «ed  x>^  -bepetbnet  «reiden*  *  .    -  -  .^i     ,(,,,.. 


Nebst  den  bisher  bebandelten  Vielfachen  von  »|  erscheint 
e^  sm^kmirMig,  avch  der  fierechnang  der  bypercyclischen  Fun- 
ctionen fiSr  die  ungeraden  Viel fa eben  von  i^ri  eine  besondere 
kane  Betrachtung  zu  widmen,  da  wir  deiweiheu  in»  NachC»lgeii4en, 
SU  bestimmten  Zwecken  bedfirfen  werden.  Diese  Berechnung  auf 
dem  .Wege  der  Reetirsion  vorzunehmee,  unterliegt kj^iper Schwie- 
rigkeit. Denn  setzt  man  in  §.38.  :r=:i9^,  so  erhlflt  man  die 
Gleichungen : 


l^>=  ä^.,(?^)^_,te?) 


ni. 


ans  welchen  sich,  indem  man  darin  n  =  I,  2,  3, ....  annimmt,  die 
bypercyclischen  Fonctioiien  von  |%,  $»,,  i^,-,....  fndea  lasseiv, 
sobald  nur  die  Functionen  von  «»t  bekannt  sind.    Letztere  kön- 
nen sowohl  unmittelbar  aus  den  Reihen  des -^2.»  als  auch  durch 
die  ClUchnngen  des  {|.  23.  berechnet  werden. 

Auf  diesen  Wegen  habe  ich  folgende  nihemngsweise  Werth« 

eefnndeh:  •'    '     '• '' 

^       .  9l«ktt=    iOi93l6i  «0094  31430  OOMSv  < 

Xis,=     1>0MM  «ms»  09007  7383».  '>... 

yl«,  s     0.01424  31274  SQBQS  64917, 
(i«i  =    0.237M  9063^  «998  11830; '      -     ^ 
9|s,s-3.7Q37S  41395  00634  80102, 

I  :      jl»!  «;   0^04730  OHM  i1<>77  «1^619; 

ffi»t  SS     3.09673  43997  92S61  43^65, 

h-.-r  -    llitk«»-  «.«»M  UMO  9680I-'«I88.-   ■■ 


Für  die  bOhisren  Vielfabbenf  von  Ini  kSonen  andere  Gieicfaan- 
gen  aufgestellt. werden 9  welche  vor  den  obigen  den  Vorzug  be- 
sitzen ^  dato*  d&rin  die  verschiedenen  hypercycUschen  Functionen 
von  einander  nJI>^9:P«#ert  ^nsebeinen  und  daher  auch  abgeson- 
dert berechnet  werden  können.  Setzt  man  nähmlich  in  den  For- 
meln des  $.40.  x^=:-^(n— 1)^9  so  ergel^en  sieb  daraus  folgende 
Werthe: 

Hl^fWS  zeigt  sieb,  wenn  darin  zuerst  n=c.2,  4,  6^,..,»,  da^n  ferr 
i|ßr.apcb,n=3«  6«  7,....  angenomiMti  wird«  dase  die  bypercy^llr 
sci^nj^unetiooeo  der  Wertbe 

P«»  1«.  ft-»  *»-»  li—  ' 

—  4^1,       jTPi,      1«!,      .9JIP1,        9%».... 

und  auch  der  Werthe 

recurrirende  Reiben  mit  der  gemeinschaftlichen  Relationsscala 

•  •   .  •  .  •  ••  .  ■. 

HldeUf  durch  deren  Hilfe  aus  den  .bekannten  zwei  ersten  Gliet 
dern  einer  jeden  solchen  Reibe  alle  folgenden  steh  finden  lajssen/ 

■ 

''    Als  Beispiele    dieser   Berechnung    hingeri  ToI^6nde   dienM, 
welche  bald  : als  n^tfElicb  äcb  erw^en  werden:  ^  ^H 

V|«Cf  =— 17,93728  8667Q  62212  26459, 
iii^  =  -  0,00086  14364  93306  6S630, 
g>lni  =  86.32188  4I8I8  6^38  4I8S0, 
2i)^  =—  0,00204  79124  44675  4i791, 
y;»i,=  415,24220  42926  73879  66998, 


i 


<         • 


428  Kn«r:  auteteUtmt  der  innM§UekMeH  Stt^iudUtfUtt  einher 
9 V  »t = -^1997^474  20426  40190  97980. 

< 

2V%  =         0,00008  84983  20995  56470. 

'  Wfrl  ==-9606,99917  07034  07976  81260. 

.,     .',    1'/«^.=:      —aOOOOl  83969  93476  39701, 

9>V«,=  46223,87322  966S5  59248  94850. 

2V>ci  =;      -0.00000  38243  59209  96455. 

1 

Es  wird  kanm  nSthigsein»  hiebe!  noch  besonders  zo  erinnern, 
das«  ans  den  vorhin  znletet  aufgestellten  Gieichnngen  durch  die 
in  $.  39.  angewendete  Methode  die  Quotienten 

K^'>.     .(^^)-     r(^>.     l(^)% 

/2n-3N     '        /2n— 3\     '        /2n— 3\     '      ,rin—S\ 

<p{-r-h    H^^rj"»    ^(-2->    H'^v*» 

In  d^  Form  von  Kettenbrüchen  dargestellt  werden  Irinnen, 
dered 'Cfr&nzen'bel  fortwährendem  Waehsthome  von  n  dte  ti&hm- 
liehen  sind»  welche  bereits  in  §.  40.  angegeben  wurden  und  dass 
von  diesen  Gränzen  hier  gleichfalls  ein  ähnlicher  Gebrauch  wie  in 
§.  41.  zur  Verkürzung  der  Arbeit  bei  höheren  Vielfachen  von  i^i 
gemacht  werden  könne. 

Eben  so  wenig, will  ich  dabei  verweilen»  die  independente 
Darstellung  der  bypercycliscben  Functioneo  ffir  vielfache  Werthe 
von  ft%  durch  die  Functionen  von  i»!  umständlich  zu  zeigen,  da 
sie  durch  die  in  den  §§.  30.  bis  33.  enthaltenen  Verfabrungsar- 
ten  ohne  Schwierigkeit  bewerkstelliget  werden  kann.  Ich  bemerke 
nur,  dass  insbesondere  das  in  ^.33.  gelehrte  Verfahren  in  dem 
gegenwärtigen  Falle  nicht  nur  sehr  leicht  zum  Ziele  fährt,  Son- 
dern auch  ,  vergleichsweise  höchst   einCiM^he  Kesultate   gewährt. 

Denn  für  a:  =  l»i  =  — ^  ist  -rg  =4  »   ""*  daher  : 

cos;^  =  cos  j=-2^  3     »'"72='T  ' 

'•    JMT  ^«Ä  ,    nx        ,    un  ' 

cos;^=coÄ-j,        sm;p2  =  «'»-4  • 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  verwandeln  sich  z.  B.  die 
beiden  dort  Ar  91»?  und  ^fma:  angegebenen  Reihen  in  folgende» 
nur  ffir  addiUv^e  onil  «ngVrade  Werthe  von  ji  giltige: 


.',       $.  44. 

Da  die  hypercyclisclieii  Futietiotidn,  wie  wir  in'}.  8  gesehen 
habee/  inn  Allgemeiiieii  durch  «ine  Verbindung  geniometrischer 
mit  hyperbolischen  oder  Expnnential-Fonctionen  sieh  darstetlen 
lassen*»  so  gilt  dasjenige ,  iras  in>§.  37.  Ober  die  JAerecfaming  jenei;. 
Fianctioneo  fSr  die  Vielfachen  von  tTi  gesagt  wurde»  auch  f&r 
jeden  andern  beliebigen  VTerth  der  Veränderlichen  :r.  Dem* 
nach  können  die  gomometriscben ,  hyperbolischen  und  logarithmi- 
slelien  Tafelin  überhaupt  eur  Berechnung  der  bypercyclischen  Fun* 
ctionen  filr  alle  Werthe  von  sc  angewendet  v^erden,  sobald  man 
sieb  mit  derjenigen  Genanigkeit  begnffgt,  welche  die  zur  Verfügung 
stehenden  Tafeln  gestatten.  Zur  Erlangung  einer  grosse* 
r  en  Schärfe  hingegen  rofissen  andere  Hilfsmittel  aufgesucht  wer- 
den p  und  zwar  nur  filr  den  Fall ,  wenn  x  den  Werth  ni  über- 
steigt» weil  fär  kleinere  Wertbe  von  sc  ohnehin  die  Reihen  des 
{•  2.  rasch  genug  convergiren»  um  den  Gebrauch  irgend  einer  an- 
deren Berechnungsniethode  ganz  überflüssig  zu  machen.  Bei  dem 
Eintritte  des  eben  bezeichneten  Falles  kann  man  sich  der  vorher- 
gehend mitgetheilten  Formeln  in  folgender  Weise  bedienen: 

Jeder  Werth  von  acy  der  grosser  ist  als  %»  ISsst  sich  durch 
die  Division  mit  tti  auf  die  Form  mti  :^y  bringen»  wo  n  so  ange- 
nommen werden  kann »  dass  y  kleiner  als  In^  ausf&llt  Berechnet 
man  nun  durch  die  Reihen  des  §.  2.  die  h3rpercyclischen  Functio* 
nen  von  y^  dann  auch  vermittelst  der  Formeln  des  §.20.  jene  von 
9K|±^;  sbkdnnen  daraus  femer  durch  die  Gleichungen  des  §.38. 
die  Functionen  von  2ff|  db^i  ^^  db^»  ^^i  ±^»  u.  s.f.  hergeleitet 
werden»  und  man  braueht  auf  diese;  Art  nur  so  weit  fortzofahren» 
bis  man  tu  dem  gegebenen  Wertbe  flwi^d:^  gelangt  sein  wird. 

.leb  will  mich  nicht  dabei  aufhalten»  die  inancherlei  Verkür- 
zungen^  anzugeben»  deren  das  im  Allgemeinen  so  eben  erklärte 
Vi^rfahren  fühlg  ist,  die  man  beim  wirklichen  Gebrauche  ohnehin' 
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leicht  selbfit  findeo  wird,  sondern  nor  einer  Abänderung  deast^Vien 
gedenken,  die  dann  mit  Vortbeil  angewendet  werden  kann,  wenn 
die  hypercycliachen  Functionen  fOr  mehrere  Werthe  der  Ver* 
finderliöhen  berechnet  werden  sollen.  In  diesem  Falle  wird  man 
sich  eine  beträchtliche  Erlefchternng  der  Arbeit  Terschailen,  in- 
dem man  vorläufig  die  hypercycliachen  Functionen  für  die  Viel- 
fachen von  9^  so  weit  berechnet  i  als  man  derselben  bedarf;  dann 
jeden  einzelnen  gegebenen  Werth  der  Veränderlichen  auf  die 
Form  nitiJ^ff  bringt;  die  Functionen  von  y  aus  den  Reihen  des 
§.  2.  bestimmt  und  hieraus  die  Functionen  von  nni  J:^^  durch  die 
Gleichungen  des  §•  20.  ableitet,  indem  man  darin  x=ii9r|  annimmt 
Das  Ganze  ist.so einfach,  dass  eine  umständlichere  Erläuterung  oder 
die  AnfOhrung  eines  Beispieles  als  ganz  fiberfldssig  erscheinen  mOsste. 

Man  wird  leicht  selbst  sehen ,  dass  bei  dem  vorhergehen* 
den  VerfabreA  anstatt  der  VIeUiMhen  von  «|  aueh  jene  von  2kii^ 
oder  auch  non  l«i  angewendet  werden  können,  indem  maik 
jeden  gegebenen  Wertb  der  Veiänderlicbea  durch   die  Divieioo 

mi^  IJjTi'  oder  mit  in^  auf  die  Form  2n7i^jt^y  oder  -^dt.V  b"iW*» 

wiebei  danfi  im  ersten.  Falle  nur  4ie  bypercyclisohen  Funpfiofieni 
der  geraden  Vielfaehea  v<>ii  s^i  Im  andern  FaHe  au^k  jenc^,  di» 
VifAfacben  vop  \ni  vorläitifig  beiechnet  au  werden  bmuoA^nr. 

Noch  verdient  der  Umstand  erwähnt  zu  werden«  dass  man 
sich  anstatt  der  Gleichungen  des  §.20.  auch  des  Taylo^'schen 
Lehrsatzes  zu  gleichem  Zwecke  bedienen  könnte.  Denn  aus  dem- 
selben ftrgeben  sich  mit  Berücksichtigung  der  in  §.  13.  und  $.  16. 
angefuhrtep  Werthe  der  Differentialquotienten  folgende  Reihen: 

V  V*  Äf'  V*  V* 

V  fc     V*  V*  V*  y*  - 


I 


t(« +  »)=««  4- 1*ir.f-+  3t*>^  +  9«.|r— *rj— iM'if-r- 


H  •   '• .  I      I 


Biese  Rellien  sind  flir  jeden  beliebigen  Wertb  von  :r  bod  tod 
y  convergent  '  Dessfcalb  lassen  sieh  daraas  unmittelbar  die  kj^pei^ 

cyclischen  Functionen  von  njti-izy  oder  2nni^y    oder   -s^'iy 
eboosowohl,  berechnen«  wie  aus  den  Gleichungen  des  §,  20*    MaH' 


/ 


* 

uiirA . rter » uahur wriich  «kTcrbtoneiD  mm  Stefude  sehi»  dtos»  diM»' 
Gletebiliigfiai  und  tpfAQ.BMbftik.eigMitlifsh)  gaMUt-eiiieil«! -und'  «ur  itif. 
ihrer  Form  verschieden  sind.  Denn  «ubatitqirt  man  in  dep  (ilei- 
chun'geri  anstatt  derhypei'cyclibchen  Fbncttöoeo  von  y  die' gleich- 
g^^lüenden  Wisrtlie  nacfc  $.  2.  und  ordnet' aH'es  nach  den"  Potenzen 
\my,  fi^ö  erhält  man  sogletcft  diä' vorstehenden  ReÜien.  Aus 
dMüeiii  (S^il'tfe  liert'ds  im  Grunde  gteid^gflti^,  welche  von  befden 
Arten 'VotY  AimAräckeu  man  anii^enden  mag. ' 


•1' 


i'».: 


'  '    •■  '       •    •   •  5.  45'. 

Wir  mOstieu  nunmehr  die  su  elieii   bebavdefte  Aufgabe   unir 
^|jii;en^  indem  wir  uns  die  Fkj^q  zur  Beantwortung  i^orlegeo^  wie 
zq  leidem  geg;ebenQn  Wertbe  irgend  einer  hypercycli«.cben  Function 
dar  entäprechende  Wertb  d'er  Veränderlichen  oder,  wenn  es  viel- 
lejqit  metii;ere  soU  bie ,  ^eheii  sollte^  alle  zugebürigen  Wertbe  der-' 
selben  gefunden  werden  können?    Eine  directe  Losung  dieser' 
Aufgabe  erscheint  nicht  ausführbar,   weil  keine  der  in  den  §§.  4. 
bis  8.  aufgestellten  Gleichungen  allgemein  in  geschlossener  Form 
sich    auflosen   ISsst^    sobald   darin  x  als  Unbekaonie  betrachtet ' 
wird.    Die  Umkebrung  der  R/eiben  des  §^2.^  welche  als  zu- 
nficbst   liegeudes  HilGsniiittel  sieb  darbietet,    kann  zwar  i/isofern. 
bewerkstelligt  werden,  dass  maii  nacK  geboriger  Festsetzung  der 
F^orm  der   umgekehrten  Reihen    die    ersten    Glieder    dierselben 
ohne  besondere  Schwierigkeit  zu  fiivden  vermag.    Allein  es  durfte 
nicht  feicht  sein,  lauf'diesem  Wege  ITir  die  Coefficientien  der  Reihen 
ein  hinreichend  einfaches  Gesetz  zu  erkennen  und  zu  erweisen, 
um  Über  die  Convergenz  oder  Divergenz  derselben   ein  sicheres  ' 
Urtb^il  zu  föllen  und  dadurch   die  Gränzen  ihrer  Anwendbarkeit 
zu  bestimmen.    Auch   die   Differentialrechnung   ist  nicht  im 
Stande',    zur    Erreichung   des    hier  vorliegenden   Zweckes    etwas 
Wesentliches  zu  leisteö.    Denn  die  in  S*  17.  enthaltene  Differen-  ' 
tialgleichung  zwischen  x  und  der  Function  90:,  welche  eben  zum 
Behufe    der  gegenwärtigen  Verglcicliung  dort   aufgestellt  wurde, 
zeigt  hinlänglicli,  wie  «ngeroeiu  ver^viekelt  das  aus  derselben  sieb 
ergebende  recurrente  Gesietz  ßir  die  Cociricicnten  ausftlfen  musste, 
wenn  man  anstatt  x  eine  nach   den  Potenzen  von  tpx  geordnete 
Reihe  mit  unbestimmten  Coeflieieiiten  substituiren  und  dataüs  die'  ^ 
Werthe  der  letzteren  finden  wotUe»    Aus  diese»  Gründen  scheint 
kaum  ein  anderer  Weg  zu  erObrigen».  als  eine  in  directe  Lösung 
unserer  Aufgabe  zu  versuchen,  die  wenigstens  für  das  practische 
Bedfirfniss  der  Berechnung  genflgt,  .«:#«»  gleieh  dj^boii  iiMi^^oH-  , 

9»« 


0tftncli^  theoretische  AüfldMing  noch  fimoer  zn '  wflsteithen '  ■  bletbL 
Man  gelangt  au  diesem  Ziele  am  einfacbstea  avY  fotgende  Weise. 

Wir  werden  uns  bald  öbemagen »  daaa  ea  oicbt  schwer  ßillt, 
die  grOssten  und  kleinsten  W^rthe  .  zu  bestjbmmen,    welche 
jede  einzelne  hypercycliache  FuactiNin  in  gewi<^sen  Intervallen ,  die 
so  wenig  von  einander  entfernt  sind.^   dass  zwischen  .  ihnen  nur 
ein  einziges  solches  Maximum  oder  Minimum  liegen  Icaoii^    zu 
erhalten  vermegen.    Durch  diese  Kenntniss  werden  wir  uns  wegen 
der  ununterbrochenen  Stetigkeit  aller  hypercycliscben  Functionen 
in  den  Stand  gesetzt  finden ,  auf  der  Stelle  mit  voller  Sicherheit 
zu  beurtheilen»   ob  iu  jedem  einzelnen  dergleichen  Intervalle  ein 
Werth  der  Verinderlichen  wirklich  vorhanden  sei»  welcher  dem 
gegebenen  Werthe  der  hypercycli^tchen  Function   entspricht  oder 
ob  darin  kein  solcher  liegen  könne.    Für  diejenigen   Intervalle, 
bei  welchen  der  letztere  Fall  eintrifft,    ist  liatOrlich  jede  weitere 
Untersuchung  (iberflfissig.     Für  jedes  Intervall  hingegen,  in  wel- 
chem nu&n  das  Vorhandensein  eines  und  zwar  n^ur  eines  einzi- 
gen   entsprechenden  Werthes    der  Veränderlichen    erkannt  hat, 
wird  man  durch  einige'  versuchsweise  vorgenommene  Berechnun- 
gen nicht  hur  engere  und.  immer  engere  Gränzen'  für  den  zu  fin- 
denden Werth  erhalten,  sondern  kann  dieselben  auch  einander  so 
sehr  nähern,    als  man  verlangt,    indem  man  als  neuei\  Versuchs- 
werth  fflr  die  Veränderliche  stets  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
den  beiden  zuletzt  gefundenen  Gränzen  annimmt.    Man  verkQrzt 
sich  dabei  die  Arbeit  bedeutend,   wenn  man  zur  Aufstellung  der 
neuen  Versuchswerthe  anfangs  der  sogenannten  regula  fälsi  sich 
bedient,  und  später,  nachdem  bereits  ein  genfthe^er  Werth  a  zum 
Vornchein  gekommen  ist,    der  von  dem   wahren  x  so  wenig  sich 
unterscheidet,  dass  der  Unterschied  x  —  o  =  ^  klein  genug  aus- 
fallt,   um  bei  der  Entwicklung  der   hypercycliscben  Function    von 
a^a+y  durch  die  Taylor'sche  Reihe  die  nachfolgenden  Glie- 
der in  Bezug  auf  die  vorhergehenden  als  unbeträchtlich   vernach- 
lässigen zu  dürfen,    die  bekannte  New  ton' sehe   Näherung   an- 
wendet.   Der  Taylor'sche  Lehrsatz  gibt  näbmiich  für  die  Function 
fp  verm5ge  §•  44. ,  wenn  dort  a  anstatt  x  gesetzt  wird : 


■ 

Hlerauif  folgt: 


jpg  —  fpjp       t(;a  5^       t^   "^ 


und  daher  i^t  iiäherangs#else : 


mii  tfni  9mri4m€iri9ck$%  umMUt  venp/amUeß  ftmcitamn.    4S3 

»  =  — 5.— • 

wAbei  der  begangene  Fehler  nahem  durch  das  erste  wegge- 
lassene  Glied 

{0-2 

ausgedrflckt  wird»  wenn  man  darin  anstatt  y  den  gefundeoeo 
Näherung«frerth  annimmt.  Aaf  diese  Art  erhält  man  aus  dem 
frfiberen  Näheruugswerihe  a  nicht  nar  einen  neuen 

sondern  ist  sugleich  im  Staude,  den  bei  dem  letzteren  noch  un- 
terlaufendeti  Fehler  wenigstens  nahezu  anzugehen.       ' 

Auf  ganz  gleiche  Welse  findet  man  für  die  drei  audereo  hypfii^- 
cycllscheu  Functionen  %,  ^  und  i  nach  der  Ordnung  die  If(b^- 
ruogswerthe  '  .  . 

«c=«^ — —-,   und  den  FehJer  nahezu    -:::*J'»  • 

^  g>a  fpa    I 


* 

>» 

•» 

1 

...     ^ 

»> 

1 

•  ff 

*              m      * 

*  ■ 

Es  bedarf  wohl  keiner  Erinnerung,  dass  durch  die  w  lederbdlte 
Anwendung  dieses  MfiheningsTerfahrena  jeder  gewünschte  Grad 
der  Genauigkeit  sehr  Tasch  herbeigeföhrt  werden  bann.  Getegun* 
hell  zur  wirklichen  Ausübung  demselben  wird  sieh  im  Naebfol- 
genden  •  sogleich  ergeben. 


!| 


9.46. 


Mao  wird  gewiss  nicht  unbemerkt  gelassen .  hab^n^  dass  die 
in  S«  36.  ausge8prochene  aUgeraeine  Aufgabe  dort  nur  ,zur«  Hälfte 
gelost  wurde»  p^bmlich  nur  für  die  Functionen  q>  und  yf»  Wir 
wollen  nun.  zur  Lösung  derselben  Aufgabe  auch  für  ^le  beiden 
andern  byper^ycliscb^n  Functionen  %  und  I  schreiten  und  .den^- 
nach  zu  bedtiinineh  Ter^uchen,  fär  welche  reellen  oder  iraagiiiä- 
rep  Werthe  ym.x  entweder  2^  =  0  öder  ix=^Q  werde. 

Bei  iAiea»n  zwei  Fuiictionen  stellt  sieb  das  In  $.  SbikiAf^eh»!- 


tene  Verfahren  als  ganz  er-f^olgl^s  heraus.  Denn  setzt  man  hier 
anstatt  %x  und  ix  ihre  Wertti«  aus  $.  5.,  so  ergeben  sich  <lie 
qieichupgep  .       .  ,  ..        * 


1     .     X  xi        i  X       .    xi       ;. 

sin  ■— K  •  cos  — TS  —  777»  COS  — rv  •  6111  — tTv  =  ü 


und 


IM,         ,11. 


oder  auch 


V2       V2         V*i     V2        V2        V2 


^        *  ^'  'cci        %  X''         xt' ' 

V5  "'"vi  •«?*  ;^  +  v^  '"•  V2  ■  ^"  V2''"  ^'  - 


l     ■  •  • 


xci       .^  ,      .        *  «     .    ..  Ät 


**"S:^-ttangy^=^0    "nd    tang;^  + ttang;j^=0. 


i» 


deren  keine  wed^r  eiAe  ^IJgenevne  ^uflösung^ /Dach  eii^e  .w^ijLpfie 
Zerlegung  gestattet.  Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  kauir 
etWfts  and«t^  trcblie^bän,  als  mis  aaeh  unmittelbar  aus  'der  Be- 
ttacbtuh)^  dii^r  fleihen  des  $.  2.  fet^,  n9hmtieh  daes  der  Wertfa 
j?=:0  jeder  von  beiden  Gleichungen  angehöre,  und  datin^  dttfis 
allemal  >  fobald  einer  von  ihnen  irgend  ein  reeller  oder  imaginä- 
rer Werth..a?=<x  entspricht)  stehi  auoh  die  Werthe  xz=>  —  a  und 
jr^J^oi  der  nähmlichen  Gleichung  Genüge  leisten  müssen.  Man 
kann  nicht  «itimal  mit  Sicherheit  daraus  entnehmen,  ob  es  ausser 
« =!  0  noA  irgend  isinen  davon  verschiedenen  reellen  M^erth  von 
X  gebe,  iirelcher  der  einen  oder  der  andern  aus  ihnen  zugehurt. 
Dass  indesaen  letzteres  wirklich  bei  beiden  C^letchungen  der 
Fall  sei,  iSss't  sich  aus  anderen  Gründen  leicht  nachweisen.  In 
Beai^  flAif  <d*e  .F4||icti6n  fß  maoben  die  in  4. 37.  und  %.  41.  I>trech- 
ineten  W<erihe  ersichtlich,  dass  jene  FnncHon  für  die  «ach  «Lar 
OrdfüMig  fovtadireitenden  vngerad<*n,  und  ei^n  so  auch  tfilr  idte 
gfel'adeB  .  VMfacheH  von  je|  abive<ch>selnd  vgr«ch*ede4ie 
Vorzeichen  erhalte.  Diese  Regel  wird  dttreh  £e  in<  {.  42.  I&r 
T^inx  angegebenen  Reihenentwickelungen  allgemein  erwiesen» 
weil  darin  sämmtliche  zwischen  den  Klammern  enthaltenen  Glie- 
der durchaus  additiv  sind  und  daher  das  Vorzeichen  des  gan* 
zen  Werthes  sleU  von  den  ausserhalb  stehenden  Facforen  ab- 
1litn|ft,  'weldhö  eben  für  die  nach  der  Ordnung  wachisenden  Sowohl 
ungeraden,  als  auch  ftir  die  geraden  Werthe  von  n  abwiechi^lhd 
additiv  und  subtractiv  sind.  Da  nuii  %Tti  additiv  üh(l '  jßTcl^  sub- 
traetlv  laty 'folglich  ungleiche  Vorzeichen  haben ,  so  et^ibt'sich 
Uaraus,  dass  aiuch  %3ni  und  xItti,  ferner  x^^  kind  ^^1'  uud' IUI- 
geknein  x(^^~~1)^  und  x^n^i^  nothwendij^  ebenfalls  un^le'i'^e 
Vorzeichen  besitzen  müssen,  liegen  der  ünunterbrocIi^ffeA  iSte- 
tif^bett  der  Foncfion  ^x  roas«  nun  swinchei  jedem^  Palore:  d^r  mit 


yt 
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aogleiehen  Vorseichen  verMhenen  Wertfie  dle«er  Ftmctipn  we^ig« 
0lem  cfin  reeller  Werth  ^od  x  vorbanden  sein»  för  welchen  f^^iasS 
lely  und  folglich  gihi  es  gewiso  vi*enlg9tens  einen*  soleheto. 
Werth  von  »  zwischen  jedeul  Paare  der  abgegebenen  Gffäoz^ny 
nfihtUlich  awischen 

• 

rci    und   ^ny,      Zn^   und   in^ ,      ^n^    und  ÖtSi  , 

allgemein  i^isichee  (lin-'Ofh  und  2ft9|4  '• 

bezeichnen  wir  diese  iVertbe  von  it^  Rir  welche  ;(ar  =  ()  wird» 
htach  de^  Orthiiiug  beziehungsweise  durch 

so  dass  allgemein  a«  zwischen  ('2n — l)ff|  und  2n%  liegt»,  indem 
wir  es  einstweilen  unentschieden  lassen,  ob  es  ausser  den  eben 
bezeichneten  vielleicht  noch  mehrere  andere  mit  Ihneb  zwischen 
denselben  G ranzen  enthaltene  Werthe  von  x  geben  könne»  fiir 
welche  ebeufails  ^  =&  0  Ist»  so  wie  auch »  ob  nicht  auch  ausser- 
halb der  angegebenen  Grätizen»  nfihnilich  zwischen  2ff|  und  StTi» 
4^1  und  S^Tiy  U.S.  f.,  eben  solche  Werihe  vorhanden  sind»  Fra- 
gen» deren  Beahtwortung  bald  nachfolgen  wird. 

F<ir  die . 'Fwielioe  to  kann  ganz  auf  dieselbe  Art  erwieaen 
wef4eB#  dass.  e«  zwischen  jedem  der  Gränsenpaare  S«k|  und  Sf^« 
4m|  und  Bni|,  allgemeia  Siiift  und  (2fi<|- 1)ji^«  wo  n  jede  beliebige 
ganze  Zahl  mit  Austiahme  ven  0  bedeutet»  immer  i^bnig« 
stens  einen  Werth  von  x  geben  nifisse»  f3r  Welchen  £a;aBO 
wird.  Diese  Werthe  sollen  im  weiteren  Verlaufe  der  Untersuchung 
stets  beziehungsweise  durch 

iKaaicbAel  werd^»  so  daas  /k  zwischen  2it9^  und  (2n-f  1)iK| 
liegt  Auch  h|ebei  hebalten  wir  es  einer  baldigen  späÜBren  Ent- 
üchaidung  vor»  ob  oebst  den  bezeichne tep  auch  uoph  andere  der«^ 
gl|f|i;hea,^^Ue  Werthe  vorhanden  sind  oder  nicht; 


,     fi-47. 

Wenn  man  tiedeftikft»  dase  vehki«^  $.36.  die  reelleti  Wertim 
ven  Xi  föff  f#elch^  ^xn-O  ist»  so  wie  auch  di^jenigea»^-  für  itelcfe« 
^tE=0  ftird^.  jedesmal- einö'arithmetibbhe  Progression,  mit  4flir 
nilBrenz^2jr|lMld#n;  watio  n^m  hlemit  den  Umstiind  verbiadaU. 
JASS' sioMrohl  die  uttftetfeily  als  auch  dietob.areH  «bsAcliaabg«^ 
wieaenen  Gränzen»  zwischen  uMdMo  die  oüt  a|,  a«»  a^i.wiw 
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auch  jene»  iwiecbeD  welchen  die  mit  ßi,  P^t  j^g,....  beseicbneten 
Zabkn  enthalten  sein  mfiesen,  {gleichfalls  arithmetuiche  Pregree* 
tfionen  mit  der  gemeinctchaftlicben  Differens  29S|  aasmachen:  so 
sollte  man  sich  zu  der  Erwartung  berechtiget  glauben,  die  Zah- 
len «1,  a^9  «s und  auch  ßi^  ß^t  Z^»...«  dürften  ebenblls  In 

arithmetischen  Progressionen  fortschreiten  und  jede  von  ihnen  in 
der  Mitte  zwischen  den  vorhin  angewiesenen  Gränzen  liegen« 
Allein  in  diesen  Erwartungen  findet  man  sieh  vollständig  getauscht. 
Denn  wir  haben  bereits  in  §.  43.  gesehen,  dass  keiner  von  den 
dort  beispielsweise  berechneten  Werthen  ;(!%,  ^i^*^V^>  XV^» 
eben  so  wenig  als  Uni,  ||7S|,  IV^i,  wirklich  gleich  0  sei,  ob- 
gleich alle  diese  Werthe  allerdings  nur  klein  sind,  und  zugleich 
fortschreitend  immer  kleiner  werden.  Diese  letzte  Eigen- 
schaft llsst  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  allgemein  beweisen. 
Denn  aus  §.  40.  ergibt  sich,  wenn  dort  entweder  Ijti  oder  i^i 
anstatt  x  angenommen  wird,  dass  die  Quotienten 

bei  fortwährendem  Wächsthulne  von  n  sich  Immer  mehr  einer  be- 
stimmten Gränze  nähern  müssen,  welche,  wie  aus  der  Beschaf- 
fenheit der  ersten  solchen  Quotienten  hervorgeht,*  im  gegenwär- 
tigen Falle  nur  — 0,04321....  sein  kann.  Desshalb  wkdsicb  jede 
der  beiden  Reihen 

Xt^i  >    ri«i »    X V  »j ,  u.  s;  f. 

und 

f Iti^  ,    il^i ,    IV »1 ,  a.  s.  f. 

immer  mehr  einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten 
—  0,04321....  nähern,  woraus  folgt,  dass  die  Glieder  dieser  Reihen 
nicht  nur  fortschreitend  kleiner  werden,  sondern  zugleich 
nach  der  Ordnung  stets  abwechselnde  Vorzeichen  haben  mlls» 
sen.  Vergleicht  man  nun  die  erste  dieser  Reihen  mit  den 
Werthen 

jßlti  ,     fiTCi  ,     jfiiti ,  u.  s.  f. , 

welehe  letztere,  wie  in  §.  46.  bereits  gezeigt  worden  ist,  gleich- 
ftlb  dnrcbgäiiglg  abwechselnde  Zeichen  vor  sich  tragen,  so 
sieht  man  aus  den  in  §.  -13.  und  $.  37«  gefundenen  Werthen,  dass 
die  ersten  Glieder  %i9Ci  und  jßtti  unter  sich  vefscbiedeoe 
Vorseichen  besitzen.  Daher  wird  auch  jedes  nach  der  Ordaan|( 
felfende  Paar  von  Gliedern,  nähmllch 


mit  doi  pmUmMtfiiekmmmäehti  vermmnättm  F$meiiPmm. 

«  /4fi^-l\ 

jJt^Ki  ond  x^m«  2V^  vnd  jO^^i»  allgemein  Xl  ~~9 — J^  und  ;(2n9r| 

ebenfalls  mit  ungleichen  Vorseicben  behaftet  sein»  woraas  «regen 
der  Stetigkeit' der  Function  ^(x  folgt,  dasa  die  vorhin  mit  «i»  «» 
a^f^^on  bezeichneten  TVerthe  beziehuogaweiae  swiacheD  den 
Gränaen 

(4«— 1\ 
—5 — J«i  und  2n%i 

liegen,  und  demnach 

(4fi— 1\ 
— 2~y** 

ist. 

Die  Vergleichung  der  zweiten  obigen  Reihe 

(49t  4-l\ 

mit  den   Werthen  von 

lehrt  ganz  auf  dieselbe  Weise,  dass  die  vorhin  mit  A,  ß^ 
ß^f..ßu  bezeichneten  W.ertbe  beziehungsweise  zwischen  den 
Grfinzen 

2«i  und  ini,  iacg  und  S«|»  8«|  und  V^i»  ••••  ^^  v^d  (*"S~  l'*! 
:,  und  fdgiicb 


)   f« 


A<»»i.   fc<J^t   A<V*i.    .^<(^^)*i 


sein  mfisse. 


$.  48. 


Durch  da»  Erwiesene  ^nden  wir  lins  in  den  Stand  gesetzt, 
die  Werthe  von  0|,  o^,  i%,....oü  und  auch  von  ßi^  ß^,  ß%r'"*ßm 
mit  Hilfe  des  im  §.  45.  erklärten  Verfiihrens  so  genau  zu  bereoh* 
nen,  als  man  dieselben  zu  kennen  Vjerlangt 


Zur  nähehtngs^eisen  Berechnling  von  uu  wissen  wir  littili- 

'  /4ji ixsliJiii-Ki 

lieh,  dass  dieser  Wertb  zwischen  den  GrSnzen  ( — s — )%    und 
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*lnf{i  pnthalt^il  «ei  >aDd  der  ersteu  dieser  Gräiizen  ganz  nahe 
liege.  '  Pe^shalb  koilneii  wir  io  de^  fdr  die  l^unttlon  fx  in'  %.  45. 
uufgestellteu    Näherun^^f/Drinel  ,  : 


•   I  1 


.setzen.     Dadurch  erhalten  wir 


,.■.:..      '• 


wobei  der  noch  vorhandene  Fehler  nahezu 

\  .        —\  oder   —   iP-i 

betragen  wird.  Sollte  dieser  Fehler  zu  bedeutend  ausfallen,  um 
vernachläasigt  Vv^rdea  zu  dürfen ,  ao  Iconneh  aua  dem  bereits  erhal- 
tenen Näherungewertbey\  der  durch  Oi  bezeichnet  werden  soll, 
so  dass  \  .       '     '   ' 

ist,  auf  dieselbe  Weise  neue  welche  Werlbe  hergeleitet  werden, 
nähmlich  .  1 


!»•»   • 


•     ^     V«!  <pa     ipai' 

und  der  dabei  jedesmal  unterlaufende  Fehlet*^  WiM   iMüiehVMgt* 
weise  nah^y     ,  n 


•  n >      "~~  •  A  f   U.  S«  !• 

betragen  Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst ,  dass  man  die  Nähe- 
rung nur  so  lange  fortzusetzen  braucht,  bis  man  den  gewffDseb- 
ten  Grad  der  Genauigkeit  erreicht  haben  wird,  was  begreiflicher 
Weise  dbsto  tasober  iBrfoigeii  masA«  je  weoi|tef  -dar  al)tosA<änge- 
tto.mmtee..NäberQngswMh  a  von  der. gesuchten.  Zahl  uMl^evlrtrhie- 
^ea.-Uit.   ^    . 

Aus  diesem  Grunde  flillt  die  Bestb&mttAg  f oA  a^  Verhtltnfa^- 
^Mfp^lg.i^m  we|t)äafigstß9  ms...  ^etst  pa9 . i^Sbo^lf eh  ;|u, diesem 
Bebufe .  .   .  . ;  \ 


-\s 


Wif>Ml>VMfMflMnf#MM  MIK) 


*««(*  wird  tiiftn-  •         '  rin-  '#   ii*   '•.'!*    it»; 

und  daher 

>iff4»n>  -H<«fiei  der  «titwlaufellde  Feht«r'n*li«Mi  -    '    >^  i  )■ 


.aiilim««ht.  .,i)XU  BecQclwicbtIguog.diescß  FeU^zs  wiid  4fii^i, ,;;.) 

'  «1  =3  3,3447tt—&,000II^  3,^4464 

sein.  Obgleich  die  hierdurch  wirklich  erreichte  Näherung  nicht 
mit  Toller  Zuverlässigkeit  beitirtheilt  werden  kann,  ist  doch  so  viel 
klar»  dass  dieser  letzte  Wertn^ dem  wahren  nSher  kommen  mdsse, 
als  der  frSher  mit  Oi  bezel<^litiete.  Dessbalb  wird  es  zweckmäs- 
sig  sein  9  bei  der  weiteren  f*ortset2ung  der  Arbeit  anstatt  des 
fräheren  oi  diesen  zulelat  gefundenen  als  netten  N^h|iff:M0g8wertb 
anzunehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält^man  durch  Wie- 
derholung des  Ver/abieiis 

Ha  =3,34464  38860  und  ferner  a,=:  3,34464  38859  81066  3/207 

jedesmal  bis  zur  letzten  angegebenen  Decimalstelle  richtig,  so 
dass  in  20DecimAlstell^  güoiiu  .o|  06,91,^4464' Sd8S9  81086  32207  ist. 

Ffir  die  Werthe  a^,  a^,  «4,  ....^stellt  sich  die  Rechnung  fort- 
schreitend immer  kCIrser  heraus.  Denn  ifaan  tiberzöu^  sibtt  libft 
den  In  |.  43.  m  dem  gegenwärtigepo  Zwecke  lierecbiiQten  Zahlen» 
dass  düch^die  nur  einmalige  Anwendung  des  Newton'schen 
Verfahrens  a^  wenigstens  in  9»  a^  wenigstens  in  14  und  a^  we- 
nigstens in  19  Decimalstellen  richtig  gefunden  werde.  Es  ist 
nähmitch  : 


■  •(.  ' 


IIC»'- 


I  X      |M./ 


,,      .  ««.-  i^A.-  9|«j  -r.  7.775UÖ  8ab6., 

*% = V»i  -  -3^11^=12,21798  «1242  3972, 

:  <«i»,Vnk  -^^^si(  16,66061  10181  36609;jOUT.  k    ... 

<Mlb.  daesB  Werthe.  «itesbn.«icM/«iilr  :bis.  aar.  Martin  'Mjiigelih 

i«Mi  Oeoiiiial«lelle»iHchtig  sett^ ' i  sondcrh.  i  maa. , wM  <  sniieidi  yaeheti, 

AMU'lod^.^erlNaihen  «oeb  lim  «hsbiwrfeit  ttecitaiaUtellen  mitar  ^- 
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nm«  erhalten  werden  kOnnte,  wenn  man  dabei  die  GruMe  des 
jedeeniaiigen  Fehlers  eben  so  beriicksicbtigen  wollte,  wie  dies« 
▼orher  bei  der  Berechnung  des  ersten  Mäherungswerthes  von  a^ 
durch  das  New  ton 'sehe  Verfahren  wirklich  geschehen  ist. 

Da  ferner,  wie  in  $.47.  nachgewiesen  wurde,  die  Werthevoo 

%{ — 2~^y^  ^^^  fortwfihrend  wachsenden  i«  sich  fanmer  iMhr 
einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten  —  0,04321...^ 
hingegen  die  Werthe  von   tp l  — ^z —  )^»  «reiche ,  wie  die  ersten 

Guedel'  zeigen,  eine  steigende  Reihe  ausmachen,  vennlige 
$•  40.  einer  eben  solchen  Progreasion  mit  dem  Quotienten 
—  23^14069 ....  sich  nähern,   so  müssen  die  Quotienten 


/4if-l\ 
/4n— 1\ 


fortwährend  eln^r  Progression  mit  dem  Quotienten 

-  • 

•  r 

näher  kommen.    Nun  kt  aber  flir  n=:4  rermOge  {.  43i 

-^^=0.00000  ooow  wr<|^. 

folglich  muse  für  n^  6,  6»  7,  8   , 

sein.    Daher  kann  ron   nssS  angefangen   in   wenigstens  12  und 
Ton  fi^8  angefangen  in  wenigstens  20  Dedmabtellen  genau 

(4n-l)_ 


o«ss 


2 


gesetzt  und  dadurch  die  näherungsweise  Bestimmung  von  oii 
äusserst  leicht  gemacht  werden.  Zur  näherungsweisen  Berech- 
nung der  Werthe  von  ßi,  ß^,  ßi^....ßu  lässt  sich  offenluur  gans 
das.nälNnliehff  Verfahren  mit  wenigen  leidil  in  die  Av^ett  failatt- 
den-  Abänderungen  anwendest  welches  so  eben  tat  die .  Zahlsa 
o|  9  ot  I  €%  f  • .  •  •  «te  gebraucht  wurde.    Oiess  i^t  w  sehr  einienchlMd» 


k 
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als  dasB  eine  umstlndliche  Wiederholung  des  Gesagten  fOr  nSIkIg 
erachtet  werden  sollte.    Dessbalb  genfigt  es,  nnr  die  Resultate 

— ar— 1»|   ge- 
setzt wird»  für  ßn  nach  und  nach  die  Näherungswerth^  erhalten: 

^      *     **i~       tf>6     tJ.A, 

ond  die  hiebe!  noch  unterlaufenden  Fehler  ergebjen  sich  nahezu 
beziehungsweise : 

tb    (b,-b)*  ib,    (^  -  6i)«  z6.    (6,-6.)«     „  .  , 

Auf  solche  Art  findet  man  flir  n^I  aas  deiA  Werthe  von  6|,  das« 

/},=S,6S3Q6  42437  43718  61130     , 

bis  zur  letzten  Decimalstelle  richtig  sei;   hingegen  Air  n=2  und 
11=3  folgt  schon  aus  den  Wertben  von  b^i 

h=  9.09648  76360  9. 

/^:=:  14,43936  95S0»  29349  06 

bis  zur  letzten  angegebenen  ZiÜer  genau. 

Es  zeigt  sich  femer,  dass  fSr  gOssere  Werthe  von  n  mit  rasch 
sunehmender  Näherung,  die  schon  bei  n=4  wenigstens-  20  Deci- 
malstellen  erreicht. 


j/*»  +  l\ 
^-V  2-"r>-    /4n+lN 


gesetzt,  and  von  ii=i8  angefongen  in  iMbr  al«  20  Deeim«|«tellen 

angüiomnien  werden  dfirfe,  was  die  Bereehnmig  «ngemein  leicht 
mtteht  und  deeh  so  jedem  wirklichen  G^liraoche  mehr  als'  hln<> 
relebend-  igenau  erscheint. 
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^'W- 


.•♦    .1  tt.  I'  • 


W1r\halien  bereits  Ih  $.31  gemhen*,  Iftos- ^en  ^dl«?  letMUM  ven 
dQOi.(QM«i|ui»gea  .,, 

9ur=0»    %:r=0,    yfXszO,    S^v=iO 

durch  den  Werth  x=0  gleichzeitig  Genüge  dreieistet  werde.  Ich 
will  nun  nachweisen ,  dass  es  ausser  x=0  keinen  andern  we- 
der reellen  noch  imaginfiren  l^erth^ypn  :r  gehe«  welcher  zugleich 
irgend  zweien  von  jenen  Gleichungen  entsprechen  konnte.  Be- 
trachten wif  zti  diesem  Behufe  alle  mögliche»  Pfille  einzeln. 

Was  zuerst  die  heiden  Gleichungen  ^a?=Ound  yj:=rO  anhe- 

^angt,  'wfs6i6n  wir  aus  der  allgemeinen  In  §.  96.  enthaltetii^i  Auf^ 

lüsnng  derselben,  dass  flberhaupt  kein  Werth  von  x,  wekAef  diei*' 

einen  von  ihoi^n  entspricht,  au^  der  andecen  GenOge  lejstel^  so 

datls  tdtese  beiden  Gleich imgen  niemalagieidiceilig  fifr  denselben 

Werth  von  x  richtig  sein  können. 

'  '   '.  •  'i  »  .    t 

Nehmen    wir   zweitens   die  beiden  Gleichungen   90; =0  und 

%x=0  als  zugleich  bestehend  an.    Doreb-  d4e  Substitution  dieser 

Wertbe  geheii,  die  beiden  ersten  In  §.  10.  gefundenoo  Gleichungen  in 

liber,  wor&us 

folgen  wflrde.  Aus  §.36..isft  ejier  he(ramiti^  das#  eUQ'\K^(hf^  Ton 
s,  för  welche  90:= Oisl/ entweder  reell  oder  einfach  iroaginSr 
von  dbr  Form  ai  »ind,  wo  a  eine  reelle  Zaht  bezeichhef.  '  Es 
nnisste  daher  ßr  Irgend  einen  reellen  oder  einfath  fma^^ifn^ren 
Werth  von  x  ^A:=dbt  sein*  ^ss  vermöge  der  Beschaflbiifieit'd^r 
Function  t/;d?  nicht  möglich  Ist,  weil  ^orfur  alle  solche  Wertbe  von 
X  noihwendig  reell  sein  muss.  Demniicli  i^t  ea  auch  nicht  mög- 
lich, dass  die  beiden  Gleichungen  <pak=:0  und  %x=^0  gleichzeitig 
für  denselben  Werth  von  x  richtig  seien. 

'Glnll^  auf  den  fiMimRehwii  Widersprucb  wOrde  die  MmMm^ 
von  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen  <px=^0  und  £ai(BiO 
ffihren,  welche  daher  ebenfallsi  sieht  Statt  haben  kann. 

Wollte  man  die  Gleichungen  x^=?0  und  tffx^O  zugleich  als 
rilAtlgi  «MuriHMi,.  fttt  ivxilide  darao»  Termöge  {« 10».  4> Jffl^iidk  ii.iwi.; 
iximO  Aih  e«§el»en..    A»s  $*i3Q.  zeigt  sieh  aberi.  dlM4i  itnt^r  tdenin 
simmtlichen   dort  angegebenen   reellen  und   iM^Srie».  >l|er!lllem . 
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=  ^1  werden  konnte.  Desshalb  können  auch  die  beiden  bi^f 
betrachteten  Gleichungen  %^=0  und  tf;a:=0  in  keinem  andern 
Falle  zugleich'  richtig  dein,  als  nur  wenn  a::i^O  angenommen  Wird. 

Auf  die  nähmlichen  Folgerung^  fifhfft.die.VoiiiufseAmitg.  v^A 
dfm  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen  ^j::=0  und  iss=^0, 
welche  daher  ebenCiMU  nur  fflr  x^O  zugleich  ri^cbtig  .a^M^  können. 

Betrachtet  man  endlich  die  beiden  Gleichungen  %xz:zO  und 
iSP^O  als  gleichzeitig 'bestehend  y  so  foFgt  daraus'  verm^^e '  d)gr' 
zWeiten  in  $.10.  gefhüd'eneh  Oleichnng,  dass  iq>d:.ilfä;'=:(i  nni 
daher  entweder  9>a:=30  oder  ^x^=0  sein  müsse ,  wodurch  mäfi 
jedenfalls  auf  einen  der  bereits  behandelten  PSile  ^urdcfcgefSKrt 
wSrd. 

Diese  vg|lstiä«idige  AiffzShlqng  aUer  Mei  fibfirbavilt  maglifiben 
Vfilfe  erweisjk  Aici  i4lgeq^eirie  IUcl»tigkett  ie%  ^fongs  a«ti0M|lro- 
ebene»  Sal&Mi^ 

J.ÖO.        •"-'   • 


»j 


.  Die  M.eben;  «rwii)#Ql9e.E#geni[fbi)fl  ge«toMet. «qnVcbiit  li^ 
Folgerung,  dass  keine  der  Glek»hMng<m  .^M^fn^O«  >m^Q>  it^szO, 
ixzszO  zwei  oder  mehrere  unter  sich  gleiche  Wurzeln  haben 
k5nne,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Werthes  ar=0  bei  den  zwei 
letzten  Gleichungen.  Denn  hätte  zuerst  die  Gleichung  9>:r=^0  zwei 
oder  mehrere  einander  gleiche  Wurzeln,  so  müsste,  wie  aus  der 
Theorie  der  GTeichtingen  bekannt  ist,  die  rrSKihlicke  Wurzel  auch 

d€i&  Gleichufig  -^  73; 0  «venigeton«  ei»  Mal  «vk^mmcKii»  foig- 

lieh  raOssteii.,  da  -^- ss  -rfiir  i^i  die«  beMM  (KiciMlwi|)giBil.9^^Q 

uiid  ix=zO  fffr  einerlei  Werth  von  x  richtig  sein,  was  nach  dem 
vorher  Erwiesenen  iln  keinem  Fälle  mftglich  ist.  •         ' 

Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch  die  Unmöglichkeit  des 
Vorhändenseins  gleicher  Wurzeln  in  dien  Gteithdiigeti  %x:szO, 
^ir=:0,  |:r^0  zeigen,  wobei  nur  der  Werth  2?s=:0  ih  den  zwei 
letifen  GfeicbuAgen  vermSge  $.  4t.  eine  'Ausnahmt '  mächf. 

•''•'■•  •  '  '  V     :    '.  .  ►        '••,  {••'.  \       .    ,^j 

I»  !ii    t*t:'i>     ,','>■!  •         '•  •«'     -     ''1    .;,  ♦;]/;      ;      ■     ■/       .!'...;/ 

■  •     »  •       -  <  . 

Aus  dem  Satze  des  $.49.  folgt  ferner,  i\fi98  je^e  b}:percycli- 
sch^  Fvi^ctiou,   venu   wie  für  irgend   einen   reell.Qn  ,\^'er(n  Fon  jr' 
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seilet  f^ich  0  wird,  fBr  zun&eliBt  kleinere  und  zuiiieh-st 
grossere  Wwtbe  von  j?  netkwendig  angleiche  Vorseteliett 
haben  mfls^. 

Betrachten  wir  zuerst  wieder  die  Fanction  4px  und  setzen 
wir  90=0.  Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  der  in  §.  44. 
aügeOlhrterfr  Tay I  er*sehen  Reihe 

.       '  '  '  •  • 

»  t 

wo  TermUge  §.  49.  nicht  {^=0  sein  und. daher  das  erste  Glied 
nicht  fehlen  kann.  In  dieser  Reihe^  welche  für  jeden  beiiebi- 
fren  Werth  von  y  convergirt»  iSsst  sich  y  so  klein  annehnieD» 
dass  das  erste  Glied  £a.y,  ohne  Rflcksicbt  auif  sein  Vorzeichen 
betrachtet»  grösser  ausßiilt,  als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder. 
Bei  dieser  Annahme  hat  der  Werth  von  ^(a-J^y)  stets  einerlei 
Vorzeichen  mit  seinem  ersten  Gliede  ^ia.y  und  daher  mfisseu 
ffir  hinreichend  kleine  Werthe  von  y  die  Functionen  ^(tf  —  jf)  und 
fpia-i-y)  nothweudig  verschiedene  Zeichen  vor  sich  tragen« 

Die  nähmlichen  Schlösse  lassen  sich  offenbar  auch  auf  die 
Functionen  x^»  ^^  ^^^  i^  anwenden»  bei  welchen  demnach  eben- 
falls der  ausgesprochene  Satz  gelten  wird,  mit  Ausnahme  des 
Vt  erthes  0=0  bei  der  Function  i^x. 


•  * 

Die  vorhergehenden  bdchst  einfachen  Sätze  machen,  ^.  uns 
niOglich»  die  Beschaffenheit  der  hypercylischen  Functionen  in  Be- 
ziig auf  die  bei  denselben  eintretcmden  Aenderungen  der  Vor- 
zeichen, dann  racksichtilch  Ihres  Wachsens  oder  Abneh- 
men s  bei  zunehmenden  Werthen  der  Verfinderlichei^  und  disr 
hjedurch  sich  ergebenden  grOssten  und  kleinsten  Werthe 
der  Functionen  genau  zu  beurtheiien  pnd  zugleich  dasjenige  nach- 
zuholen 9  was  in  $.46.  noch  unentschieden  gelassen  wurde. 

Stellen  wir  uns  zu  diesem  E.nde  vor»  die  Veränderliche  x 
nebiue  von  0  angefangen  additiv  fortwährend  zu  und  untersuchen 
wir  die  Folgerung^»  wekhe  sich  daraus  ergeben.  Wy  .wollen 
uns  dabei  erinnern,  dass  vermöge  $.3.  6.  fiir  hinlänglich  kleine 
Werthe  von  x  alle  hypercyclischen  Functionen  additiv  sind  nnd 
es  nicht  nur  bis  zu  den  dort  ungegebenen  Gränzen»  sondern  so 
lange  bleiben,  bis  sie  gleich  0  werden,  weil  jede  von  ihnen  wegen 
ihrer  Stetigkeit  nur  dann  ihr  Vorzeichen  ändern  kann,  weim 
sie  zuvor  gleich  0  geworden  ist,    bei  dem   wirklichen  Eintrihe 
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dieses.  Jfttston.  FaHM  aber  i^ermOge  $.51i;Uir.2elchiNi  am^b- noAl!» 
wendig' äDdei'D  ^iiAe.  Au»  dieeeo  VordeksSteeo  äberaengt  maii 
skb  Idicbt  Voo  der  ßlobligkeit  folgender  GeaetBe.^iie  daf»  ei^ 
notbwendig  sein  wird,  sie  überall  amstäodllcb.  an  b^ründeo : 

1.  Die(  Fufiiption  gpjr  bleibt»  voo  a;=:0  angefaogeiiy  wo  sie 
gleicb  1  ist,  bestäni^ig  additiv  bis  x^n^,  wo  sie^gfelchO  wird; 
VGA  :r=^  weiter  mnss  tpx  subtractW  werden  and  uounter- 
brQchen  bleiben,  bis  sie  abermals  gleich  0  wird»  oäbmlicb  bis  ;r=37ri« 
wp)  das  Zeichen  wieder  wechselt  Auf  diese  Art  mass  überhaupt 
das  Vor^c^chep  Toa  q^m  bei  a^en  nngeradeo  yielfacheb  von  ni^ 
ondzwar  nur  bei  diesen  Werthen  allein»  sich  ändern,  und  dem- 
nach  q>x  zwischen  xz=:(JLn — 1)»!  und  a?=(4n4-l)^  stets  addi- 
tiv, hing^en  awischen  a;s=  (in -f  l)ff|  und  4rs8(4ra^3)%  üoomer' 
sübtracüv»  sein.' 

2.  Die  Function  t^x  bleibt,,  von  a:=0  angefangen,  wo  sie 
gleichfalls. 0  ist»  beständig  additiv  bis  x=:27Ci,  wu-d  dann  sub- 
tractiv  bis  a;=4:r|  und  wechselt  überhaupt  ihr  Vorzeichen  bei 
allen  geraden  Vijelfachen  von  %  dergestalt»  dass  sie  zwischen 
j?=4n7r|  und  xzz(in+2)7ti  beständig  additiv»  zwischen 
jr=(4it— 2)9P|  und  xz=zin7Si  aber  ununterbrochen  subträctiv  ist. 

3.  Da  jede  stetige  Function  böi  zunehmenden  Werthen  der 
Veränderlichen  selbst  wächst  oder  abnimmt»  je  nachdem  ihr 
Differentialquotient  additiv  öder  subträctiv  Ist ;    da  ferner  in 

§.  13.  "^=9^  gefunden  wurde:  so  folgt  aus  dem  in  1.  Erwiese- 
nen» dass  die  Function  '^  zttgleicb  niit  der  Teränderlichen  von 
x.^0  bis  .£r=%..bestäpdig  wa^^hsen»  von  da  angefangen  bis 
drs:  3?^)  fortwährend  ab  m)bmen»  .filgemein  zwisel^en«==(4»r— ])s|, 
und  x=^(M  +  l)nt  8tets.  wachsen,  zwischen  ai^(4M+l)xg  und 
a;s:(4ii,-f  3)%  immecabnebmen  müsse. 

dSx 

4.  Für   die  Function  6x  ist  wegen  -^z  =>=  ^^  ^of  dieselbe 

Weise  aus  2.  Mar^  dass  sie  von  x=^0  bis  d?c:2%  beständig 
waehsoA»  von  da  angelangen  bis  x=ing  ununterbrochen  ah- 
ocihn^en»  überfcaept  zwischen  ^=4n9S|  und  xs:(4n4-2)»|  fort- 
während   zunehmen»    hingegen    zwischen  x  =  (4fi -^ 2)9V|    und 

j;=4n;S]  immer  abnehmen  müsse. 

tt  ,  ,         . 

5.  Aus  3.  ergibt  sicB  nun,  dass  die  Function  %x  von  ar:=Ol 
bis.;f=n;i  piemals»  zwischen  x^=ni  uufl  xz=:3ni,  ferner  zwi-, 
sehen  xs^St^  und  ;r=Sn;|»  allgemein  zwischen  jeden,  zwei^qß- 
geraden  Vielfachen  von  ^  n«r  ein  einziges   Mai  gleich  0 

Thtu  xxVn.  so 


4^  KnäfT   Bnimiekiunff  der  porwd§ii€h$ten  ßl§€n$ektifUm  einiger 

werden  ItOnne.  Deeebalb  eind  die  in  S.46.  mit  «4,  a^^  «^»«...a« 
bezeichneten  nnd  in  }.  48.  bereebneten  wii^Ueh  die  einiigew 
reellen  ed^fitiven  Wertbe  von  x,  fiHr  welche  ^prs&O  wird,  wes 
dort  noch  unentschieden  gelaeeen  wurde, 

6.  Auf  dfei^elbe  Weise  erliennt  man  aus  4.,  dasa  die  Fanction 
|x  von  j?=0  bis  dr=:27r|  niemals»  dann  swischen  x=2Sr|  nnd 
x^A%i,  allgemein  zwischen  jeden  zwei  geraden  Vielfachen  ron 
fCi  nur  ein  einziges  Mal  gleich  0  sein  Ic5nne.  Die  in  $.46.  mit 
ßi»  P%>  ßs'*''fin  bezeichneten  nnd  in  $.48.  näherungsweise  be> 
rechneten  sind  daher  die  einzigen  reellen  additiven  War- 
sein der  Gleichung  $ir=:0. 

7*  Da  wir  nun  die  «ämmtlicbea  reellen  additiven  Warsein 
der  Gleichung  x^=0  kennen,  und  ein  Zeichenwechsel  bei 
dieser  stetigen  Function  nur  eintreten  kann,  wenn  zuvor  xx=:0 
geworden  ist,  in  diesem  Falle  aber  auch  noth wendig  Statt  finden 
muss;  so  wird  jipp  von  :r  =  0  bis  a;=:«|  beständig  additiv,  von 
x=i€ii  bis  ^7=0^  stets  subtractiv,  allgemein  zwischen  07=0^ 
und  x==a^^i  jederzeit  additiv,  hingegen  zwischen  jrsi^»^ 
und  xz^a^  allemal  subtractiv  sein. 

8.  Eben  so  wird  die  Fanction  Ix  von  ^=:0  bis  xssß^  un- 
unterbrochen  additiv,  von  x=ßi  bis  x=:ß^  subtractiv,  allge- 
mein zwischen  x=:ß^  und  x=ß^^i  stets  additiv,  Tonx=ß^^^ 
bis  x^=^ß^n  beständig  subtractiv  sein  roflssen. 

9.  Wegen   des   eben   Erwiesenen   und   da   -^t~  = —  |jr  iai» 

muss  die  Function  ^x  von  x^=ifi\A%x^ßi  beständig  abnehmen, 
dann  von  x^^^ßi  bis  x=^ß^  wieder  ununterbrochen  wachsen; 
allgemein  wird  sie  zwischen  xtrzß^  und  x'==:ß^^Y  ^^^ts  abneil* 
men  und  zwischen  x=iß^^i  und  d^sr/S^«  fortwährend  wachsen. 

dt^x 
10:    Eben  so  folgt  aus  7.  und  wegen     T  ■   =:  %x ,    dass    die 

Function  if!4^  von  x=rO  bis  ar=aff|  beständig  wachsen,  dann  von 
x=^€ti  bis  ;r£=«xa  wieder  abnehmen,  allgemein  zwischen  xz^u^ 
and  ar=agn-|-i  atets  wachsen,  hingegen  zwischen  x^:^a^itm^  und 
x^ssiti^  immer  abnehmen  mOsse. 

IJ.  Vermöge  §.  3.  2.  erhalten  alle  hypercyclischen  Functionen 
für  subtractive  x  ganz  die  nähmlichen  Wertbe,  wie  fflr  die 
gleichen  additiven  x^  nur  haben  die  Functionen  %x  und  ^  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  durch  welchen  lotsten  Umstand 
zugleich   das  Warh^«»n  dfpser  Furtctionen  In  Abnehmen  und 
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das  Abnehmen  In  Wacbseft  Mei'ptieht.  Desstregen  haben  die 
Fonctionen  ^or  und  ^3t  fSr  »ubtractive  Wertbe  der  Veränderli- 
chen sowohl  in  Bezog  auf  ihre  Vorzeichen  als  auch  auf  daik 
Wachsen  oder  Abnehmen  derselben  ganz  das  nähmliche 
Verhalten,  wie  es  In  1.  2»  9.  10.  fSr  gleiche  additive  Werthe  von 
jr  nadigewiesen  wurde»  hingegen  die  Functionen  jx  und  £ar  be- 
sitze» in  beiden  Rücksichten  gerade  die  entgegenge- 
8 eta^te  Beschaffenheit  ffir  subtractive  x,  wie  sie  in  3^  4.  7*  8. 
IHr  die  gleichen  additiven  x  angegeben  wurde. 


f  53. 

Um  sich,  eine  bequeme  Uebersicht  der  »o  eben  im  einzelnen 
nachgewiesenen  Eigenschaften  der  bypercyclischen  Functionen  zu 
verschaffen,  dtirfte  es  am  angemessensten  sein,  sowohl  flir  die 
Vorselchen,  als  auch  fiSr  das  M^achsen  und  Abnebmeri  def 
Functionen  kleine  Tabellen  zu  verfassen ,  durtfh  welche  rnfTti  in 
den  Stand  gesetzt  wird,  die  zusammengehörige  Beschaffenheit  der 
sämratlicben  Functionen  gleichsam  mit  einem  Blicke  zn  über- 
schauen. In  letzterer  Beziehung  ist  es  hiezu  notb wendig,  eine 
besondere  kurze  Bezeichnung  fdr  das  Wachsen  oder  Abnehmen 
der  Functionen  einzufuhren.  Ich  wähle  zu  diesem  Behufe  für  das 
Wachsen  .das  Zeichen  <,  welches  mir  hinlänglich  deutlich  ein 
Forschreifen  vom  Kleineren  zum  Grr»ssereD  auszudrucken  scheint, 
und  ftir  das  Abnehmen  das  umgekehrte  Zeidieo  >.  Hiehei  musM 
noch  bemerkt  werden,  dass  im  Vorhergehenden  datf  Wachtiett  und 
Abnehmen  der  Fnjictionen  stets  Im  algebraischen  oder  ana- 
lytischen Sinne  verstanden  wurde,  folglich  mit  gehöriger  Be- 
rücksichtigung der  Vorzeichen.  Das  Wachsen  und  Abnehmen 
kann  aber  auch  absolut  ohh^  alte  RMcksicht  auf  die  Vorzeichen 
betrachtet  werden,  wodurch  es  sich  dann  von  dem  früheren  oft 
wesentlich  unterscheidet.  Durch  das  Gesagte  werden  hoffentlich 
die  drei  nachstehenden  kleinen  Tabellen  hinlänglich  deutlich  er- 
scheinen, ohne  einer  weiteren  Erklärung  zu  bedürfen.  Ebenso 
wenig  wird  es  nOfbig  sein,  eine  besondere  Erinnerung  beizufDgen, 
wi«  dieselben  mit  leichler  Mühe  weiter  fortgesetzt  werden  künnen. 


30« 
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V»»eUe  I 

fibsr  die  Vorzeichen  der  hypercyclischen  Fc^nctionen. 
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Talj^eUell 

fiber  das  Wachsen  oder  Aboehmen  der  hypercyclischen 
Functionen  piit  Berücksichtigung  ibrer  Vorzeichen/ 


« 

§.2 

^5- 

O    CO 

>2 

e.2 

> 

C    00 

>2 

0.2 

fr 

e  o 

C.2 

e  CO 
^15 

e.2 

5"« 

<px 

*> 

> 

> 

> 

< 

< 

< 

< 

> 

> 

> 

> 

Z* 

< 

> 

> 

> 

> 

< 

< 

< 

< 

> 

> 

> 

4»* 

< 

< 

> 

> 

> 

> 

< 

< 

< 

< 

> 

> 

ix 

< 

< 

< 

> 

> 

> 

> 

< 

< 

• 

< 

< 

> 

TabeUe  III 

aber  da's  Wachsen  oder  Abnehmen  der  hypercyclischen 
Functionen  ohne  Rucicsicht  auf  ihre  Vorzeichen. 
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Da  jede  stetige  Fanction  einen  sogenannten  grO säten  oder 
kleinsten  Werth  dort  erhalten  niuss^  wo  das  Wachsen  derselben 
in  Abnehmen  oder  umgekehrt  das  Abnehmen  in  Wachsen  über- 
geht«  so  ergeben  sich  aus  §,52.  3.  4.  9.  10.  oder  anch  aus  der 
blossen  Ansicht  der  Tabelle  II.  die  grOssten  und  kleinsten  Werthe 
für  die  hyp^'cycliscben  Functionen  folgender  Massen: 

bei  9Jr  fär  2*^0,    +ft,     :kß^9       JLßzf       ....  db/^nv«» 


ja:  für  j;=:        ±«i^    ±3^1,     iöorj,    ....  db(2n— l}}^,...., 
he\  ^x  ttr  x:^0,    dbc^i»     ±0^9      dk<%>       ••••dboii*««..» 
bei  ^tS^x=        ±2»i,  ±4jni,    ±6«!»     ....±2«jri....... 

Ans  der  Betrachtung  der  in  §.62.  aufgestellten  Regeln  oder 
noch  leichter  aas  der  Vergleichung  der  Tabelle  II.  mit  Tabelle  L 
wird  man  entnehmen,  dass  die  sämmtlichen  bei  deri  hypercycll- 
sehen  Functionen  vorkommenden  grCssten  Werthe  durchgängig 
additiv  und  daher  auch  dann  wirkliche  Maxima  sind,  wenn  auf 
ihre  Torzeichen  keine  Rücksicht  genommen  wird;  hingegen  findet 
man  alle  sogenannten  kleinsten  Werthe,  mit  einer  einzigen  Aus- 
nahme, sämmtlich  subtractiv,  wesshalb  sie  ohne Rücksidbt  auf 
ihre  Vorzeichen  betrachtet  eigentlich  ebenfalls  Maxima  sind,  wie 
diess  auch  die  Tabelle  III.  zeigt 

So  z.  B.  ist  90=1  ein  additives  Maximum,  hingegen  ^ßi 
=z — 18,91522  44081  ist  zwar  im  analytischen  Sinne  ein  Minimum, 
sobald  jedoch  dieser  Werth  ohne  Rücksicht  auf  das  Torzeichen 
betrachtet  wird,  Ist  er  ebenfalls  ein  Maximum,  nähmllch  der 
grOsste  Werth,  welchen  die  Function  <px  zwischen  xzstCi  und 
^=3%  erhalten  k^n.  Das  nähmliche  gilt  offenbar  auch  für 
x=:^8»  ßbf"  allgemein  für  x^=zß^,^%.  Eben  so  ist  '^=0  ein 
Minimum,  und  zwar  das  einzige,  welches  nicht  subtractiv  ist;  fer- 
ner sind  ^tfi  =3,69703  10125,  dann  ^a^,  ^a^....  tp^t^^i  additive 
Maxima,  hingegen  ^o^»  1^^0:4,. •••  ^1%»  sind  zwar  apalytische  Mi- 
nima, jedoch  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Torzeichen  genommen, 
gleichfalls  Maxima. 

Mit  gehöriger  Berücksichtigung  des  eben  Gesagten  wird  man 
bei  dem  Gebrauche,  der  nach  Anleitnag  des  §.  45.  Ton  den  grdssten 
und  kleinsten  Wertben  der  faypercyclischen  Functionen  gemacht 
weiden  soll,  weiter  keine  Schwierigkeit  finden.  „., 
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§.  55. 

In  ^,36.  sind  die  sänimtlicben  reellen  und  imai^ipären  Wur- 
zeln der  Gleichungen  q>x=iOund  t^j?=:0  gefunden  worden.  V^r- 
mHge  $.48^  sind  wir  im  Stande  die  dprt  mit  «i,  a^,  ^3. ...  a«, ... 
und  J?|,  ß^^  ß^^„^ßnf'.  bezeichneten  reellen  additiven  Wurzeln 
der  Gleichungen  ^^=0  und  ^x^=0  zn  berechnen,  yon  welchen  in 
§.52.  5.  und  6.  erwiesen  wurde,  da^^s  sie  die  einzigen  Wurzeln 
dieser  Art  sind,  welche  den  letzteren  Gleichungen  zukommen. 
Aus  diesen  reellen  additiven  ergeben  sich  nun  vermuge  {•  3;  % 
alle  reellen  subtractiven  Wurzeln  der  näh mlicben  Gleichungen 
durch  blosse  Veränderung  df^r  Vorzeichen,  und  hieraus  ferner  die 
imaginären  additiven  und  subtractiven  Wurzeln  durch  3ei^%VX*JK 
des  Factors  t.  Da  wir  auf  solche  Art  die  reellen  und  imaginären 
Wurzeln  der  vier  angezeigten  Gleichungen  kennen,  von  welclien  wir 
pbordiess  aus. $.50.  wissen,  dass  sie  keine  gleicb,en  Wurzeln 
entiiaUen  kennen,  so  lassen  sichln  Geoiässheit  der  aus  der  Theorie 
der  Gleichungen  bekannten  Weise  die  vier  hypercyclischen  Fiin* 
ctionen  in  ihre  e i n f a c h e n  sogenannten  Wurzelfactoren  zer* 
l/egep^  von  welchen  aber  ein  Theil  vermöge  der  Beschaffenheit 
der  Wur^eeln  imaginär  ist.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  bese|tigeii, 
wenn  iman  je  vier  von  jenen  Factoren,  welche  aus  den  zusammen* 
gehörigen  Wurzeln  -t-a,  — a,  -\-ah  — ait  wo  a  was  immer  für  eine 
vop  den  reellen  additiven  Wurzeln  bedeuten  kann^  entspringen, 
durch  Multiplication  in  einen  einzigen  zusammenzieht.    Denn  es  ist 

<j-5(i+f)(i-S)(i+&=(i-S)(i+ä%i-S. 

Wird  diese  Mpltiplication  mit  allen  zusammengehörigen  Wurael- 
factoren  einer  jeden  hypercyclischen  Function  vorgenommen,  so 
erhält  man  folgende  Zerlegungen: 

1«  «(» -  ^  (i-5r^4)  ('-gi;  v^(»-  'f*;^  (1-  9«:^^-  • 

« 

^f^x  ^•^a  ^y^^  ^tr^^  ^ir^  ^r^^ 


Den  vorstehenden  Wevthen  von  ^  und  iffs  kann  eine  etvr 


veränderte  Form  gegebeo  werden,  indem  man  vexmOge  ^üfii'  49rl9 
,>-  aostatt  9»!  und  folglich  -j^  aaetatt   tc^*  subatitairt,   wodurch 
sie  folgende  Gestalt  annehmen: 

/l  ^/l  A^Ml  J^X/1  ^^Wl  Jf*X 

^/f         ^*x/l         ^^wl         ^^x/1         ^^  x/1  ^^     V 


§.  56. 

Betrachtet  man  die  im  §.5.  angegebenen  Wertbe  von  zx-|-|d? 
and  x^— fXy  80  wird  man  aogleich  erkennen,  daas  dieaelbeo  gans 
auf  die  nähmlicbe  Art  sich  in  Factoren  zerlegen  lassen^  welche 
60  eben  bei  den  Functionen  q>xuuä'^x  angewendet  wurde.  Denn 
es  ist  daraus  offenbar»  dass  nur  dann  %x  -i-iüp=^0»e\n  könne  uod 
sein  mfisse,  wenn  entweder 

sin-^  =  0    oder     008-^2  =  0 
und  daher  entweder 

'«»=J:n»V*2= J:^«i    oder    «=£±  — s äi  v2==5  d:(^'i*'*^  l)*»!* 

angenommen  wird,  wo  «  jede  beltebtge  ganz« Zahl  bedeateniMaiii. 
-flieraos  folgt  OQn  durch  Zerlegung  in  die  Worzelfaotoreo  taid 
MultipHeatloB  je  zweier  zusammen  gehöriger  solcher  Faetoven : 

ilr  +  Jj? 
=-KI+J.Kl~2.~i)(l+3.'^,)(l-^.)(I+^'^,)(I-ö^^^ 


••••  t 


oder  w«na  inap  lii^rjn  anstatt  .%  seiACo  Werth  snbatltuirl: 

=^(i+^)(i-^(i+Äi)(i-|5-5)a+5i;^(i-p:i^;..... 

Auf  demselben  Wege  findet  man  aus  dem  in  Q*  S«  entfaattenen 
Werthe  von  fi0*^£^>  ^9*9  der  ^^ieichung:  |^--|«s=0  nur  die 
Wurzeln 

irÄ±^^^-^irV2=±(2ii— IK     und     x=±MiV2=±^it^i 


tau  ^nar:   Eniwiekimp  der  ttfrtSpi^lUün  tigenicka/t^  eMV^ 

,  t  w 

zugdbiten^  'iroraas  dano 

oder  aacfa        •  '  ' 

,     ^  ^       2a?*    ,      ar*     .       2^*  2jr*  2** 

folgt. 

Noch  kami  aas  den  in  §.  55.  gefondenen  Zerlegungen  vod  jx 
und  ^  eine  andere  abgeleitet  i>^efden,  die  niclii  n^it  Stilfs^nwei- 
gen  übergangen  werden  darf.  Es  ergibt  sich  nähmlich  aus  §.'21. 
l-'<p%cz±i%x.^y  und  daher  ist,  wenn  anstatt  j^r  und  isc  die  be- 
merkten IVerthe  substituirt  werden : 

i-^=^(j-J)a-^^(i-$)(i-^^(i-^^(i-^.... 

^.  57. 

Die  In  $.  55«  und  §.  56.  vorgenommenen  Zerlegungen  lassen 
•idi  benutzen,  um  die  Logarithmen  der  Ffinetionen  fpoD,  %x  ^x^ 
ix,  xx-^-^x,  %x—ix  und  1 — fp2x  in  Reihen  zu  entwickeln ,  für 
vreldie  'sidi  einfache  Bildungsgesetze  ihrer  GoelBcieiiteii  ergeben 
und  daraas  ohne  Schwierigkeit  die  Grftnzen  ihrer  CooTorgen«  be* 
stimmt  werden  k5nnen.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  sqetst 
die  Functionen  tpx^  fjfx,  %x  +  ia:  \^nd  %x — ^x.  Zum  Behufe  der 
Entwicklung  ihrer  Logarithmen  braucht  man  nur  das  uähmliche 
Verfahren  anzuwenden,  welches  gewuhnlich  dazu  dient,  aus  den 
analogen. Zerlegungen  von  cos^  un4  sln:r  die JLogarltluneh  davon 
durch  Reihen  darzustellen,  und  welches  zu  sehr  bekannt  ist,  als 
dass  eine  umstSn^che  Aus^einandersetzt^ng  desselben  hier  nSthig 
befunden  werden  sollte.  Ich  beschränke  mich  daher,  nur  die 
Resultate  hier  anzusetzen«  Man  wird  nähmlicb,  wenn  die  natur- 
lichen Logarithmen  durch  /  und  die  B^riroulli 'sehen  Zahlen 
*nach  der'  Ordnung  durch  ßi,  B^  B^,  B^..,.  bezeichnet  werden, 
auf  dem  angedeuteten  Wege  finden: 

<2^1)afl^  af*     {»-^Vß^B^   xfi     (2'«r-I)a»jPe  x^ 
Ifpx^ 4!  1—         8!         '2  12!  X 

.       .         (2>V-l)2y^   ^«      ;       :    . 
""  1«!  "4  "■•    •' 


wUt  4tn  pmUemetrIieke»  nmOeätt  venamUUmt  PuneMiu».    4S2( 


•  I  •  »9 


/(X«+£*)=teH 2j -j 4r-^+ — ^ l^~ä~' 4  +  •• 

«•,  t,w#.    (ä*-')2A  ^'    2»g.  ar»    (2»-l)2«g,  «•    2»1?«  a* 

9 

Die  CoeiBcienten  der  beiden  letzten  eo  eben  gefundenen  Reihen 
seheinen  dem  ersten  Anblicke  nach  einem  doppelten  Gesetze 
zu  unterliegen,  doch  können  sie. auch  leicht  unter  einem  gemein- 
schaftlichen allgemeinen  Ausdruck  zusammengefasst  werden, 
und  zwar  mit  Ausserachtlassung  der  Vorzeichen  am  einfachsten 
auf  folgende  Weise: 

(2*»— 1+C08IWO^-»Ä    «*• 

tSöI ^* 

Ans  ^tten  diesen  beiden  Reihen  iMsst  sich  eine  neue  bemerkens- 
werthe  Reihe  ableiten,  indem  man  dieselben  von  dnander  abzieht. 
Dadurch  erhält  man: 


»p-fery  ~"         2!         •  1  +         6!         •  3  ■*"         1« 


5  arW 


Vs—W  2!  1    '  6!  3   '  10!  5 


tWas  die  Convergenz  aller  dieser  Reihen  betrift,  so  kann  aas 

den  bekannten  Eigenschaften  der  Bernoulirschen  Zahlen  leicht 

entnommen  werden,  dass  die  Reihe  für  ll^fx  conrergent  sei«  so« 

bald  :r<9et/2  oder  x^^^   gesetzt   wird;    die   übrigen  .Reihen 

«V2 
hingegen  convergiren,  wenn  jr<  --ö —  oder':r<9V|  ist.] 


^  58. 


'  ( 


Aus  den  vorhergehenden  Entwicklungen  ergeben  sich  durch 
blosses  Differeniiireli  derselben  noch  andere  bemerkenswerthe 
Reihen.    Denn  eft  ist 


rftog      dyr  _      Ix 
ax       wxdx         wx*  , 

dx  ""^«25""     ^x*       »  ' 


»• •   • . .     '  . I 


•••     .  1  ., 
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dz        "  {iX'^lx)du:       ix^iz  * 

dijxx-^jx)  _  djifc — 6j?)  ipx^^x 

dx       "^  (%X'^Sx)dx'^  xx-^ix  ' 

\%x — ix/ ya?  +  ^ar      yjr  —  t^a:    _  ^(tse .  jfx  —  ipx  .jx) 

dx  "^  X*  +  fc^         %x^^ix  x^*  — {ar* 

i(%x.^x —  tpx.jx) 

~  if2x 

Deoinacb  erhSit  man   durch  Differentiiren  der  Reiben  des  (.  S7. : 
«pj--         4!         •'*^^         8!         -^  +         12!  "^ 


«px 


r.T      'i     2»B,     .     2»Ba     -     VBt     „     2»B,     .. 
ipx+if>x     I  .  (2»-l)2«^  2«Ä-     ..(2»— 1)2*H      . 


yx-»x_I      (2'  -  l)2«g,  2«iJi  (2«-l)2*H; 


tx.»g-»x.6;r_(2'~l)2l?,        (2»-l)2»ir.  _,  .  (2«-l)2»g.  _. 
^  —         2        •*+         61         •*^'*'       KM      •* 

(2M^-J)y^ 

14!  1"  •••• 

Rückatcbtlich  der  fonvergen«  dieeer  Reiben  ist  es  offenbar,  daee 
dieselbe  gans  innerbalb  der  näbmticben  Gränaen  Statt  finde»  wie 
bei  den  Reiben  des  §.tl7,,  ans  iiviQlcbeB  t^e  gegenwärligeD  berge- 
leitet  worden  sind. 


mfi  dm  ffimiimeiriicAen  %HndcM  9trwmtät€n  FuncttfßHßm*    4S5 


§•  59. 

pie  Reihen  des  §.  S8.  können  dasu  gebraucht  werden »  um 
ij^iraiis  JBeziehiingen  zwischen  den  Bernoulli'schen  Zah> 
Jen  abzuleiten^  welche  biaher  noch  nicht  bekannt  zu  sein  achf^inen, 
jdie  aber  nicht  nur  an  sich  betrachtet  ii^teressant,  sondern  auch  in 
manchen  Fällen  nicht  ohne  Nutzen  befunden  werden  durften.  Die 
dieser  Beziehungen  ergeben  sich  aus  der  TotstebendcA 


EDtwiekloDg  des  Qnetienten  ~»  indem   man   mk   dem   flennar 

ij^x  mnltiplicirt,  dann  anstatt  %x  und  n^x  die  gleichgeltenden  Reihen 
aus  §.  2.  substituirt  und  nach  verrichteter  Multiplication  die  bei- 
d^fs^tigen  Co4lllicienten  der  entsprechenden  Potenzen  9Wk  xwi^ 
ander  gleichstellt.  Auf  dilbem  Wege  findet  man  nach  einer  ganz 
einfachen  Reduction  folgende  Gleichungen: 

4121      6!  """• 

8!2!  ""4W!+10f""' 

2^     2^      M^     ^ 
12121  ""  W6!   +  4!10! ""  14! """' 

allgemein 

2»»-"il?a^     fV^^Bwt^     '2>— Jgyi^4     V'^By,^ 
l4^!    ""  (4ji-4)!e!  +(4ii--8)!10!""(4n-l2)!l4!  +  -- 

•-+    4!(4rt-2)!   "'^(4»+2)|"-"- 

Diese  Gleichungen  haben  da^  Besondere,  dass  in  denselben 
keineswegs  die  sämmtlichen,  sondern  nur  die  mit  den  geraden 
Zeigern  versehenen  Bernoulli'schen  Zahlen  B^^  B^,  B^,  •... 
vorkommen,  welche  letztere  daher  für  sicli  allein  ond  ohne  Bei- 
Ziehung  der  nngeradstelligen  Zahlen  B^  B^^  B^,  ....  daraus  be- 
rechnet werden  kOnnen.  Da  auf  solche  Art  diese  Gleichungen 
nur  angefiihr  halb  so  viele  Glieder  enlhalten,  als  die  bekannten 
recarrirenden  Beiiehungen  zwischen  den  sftmmtlichen  Ber« 
noalli*schen  Zahlen,  so  ist  klar,  dass  schon  aus  diesem  Grunde 
den  /erstere«  der  Vorzog  grOsaerer  Leichtigkeit  in  .der  Anwendng 
geliührt 

Andere  y<ui  den  «higen  refs^hledene  Gleiehangen  aussehliess- 
liidb  z«(ischeo  den  geradalelligen  Bernoolli 'sehen  Zahlen  lasseii 
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eich  auf  gleiche  Art  ans   der   Entwicklung  des    Quotienten    — 

finden.  .  Da  jedoch  ihre  Ableitung  keine  Besonderheit, darl^ietet, 
siß  fiberdiess  etwas  minder  eiofach  und  daher  auch  minder  be- 
*qüem  im  Gebrauche  sind,  als  die  vorhergehenden,  halte  ich  es 
Tür  fiberflüssig,  sie  gleichfalls  hier  anzuffihreu.  Eben  so  übergehe 
ich   die  Beziehungen,   welche  aus  den  gegebenen  Entwicklungen 

deb  Qootteaten     ■   ,  j.     «nd-i^- — p--  auf  dieselbe  Wwse  abge- 

leitet  Werden  kteuteow  da  ein  daraus  entspringipnder,  Ni^^n.  ^l^ 
wohl  abzusehen  ist  Interessanter  erscheinen  die  Gleichuneenj 
welche   aus   der  letzten   in  §.58.   aufgestellten  Entwicklung' des^ 

2x  .'lifx  ^^  wx  »^x 
^•.^«^ — '       -^  herTorgehen.    Multiplicirt  man  Biha- 

lich  mit  dem  Nenner  ^2a;  und  bemerkt  dabei,  dass 

ferner  vermöge  §.19.,  wenn  in  der  letzten  dortigen  Gleichung 
ffs:zxi  gesetzt  wird, 

Xar.^a?  — yar.fcrssjUCl— i>r— "5(1  +0^) 

oder,  indem  man  £(1 — %)x  und  i(l-f-t)x  nach  §.2.  entwickelt, 

ar»     2»ar''     2»a?"     Vx^^     2*3:** 

ist^  so  wird  man  nach  geschehener  Multiplication  durch  Gleich- 
stellung der  entsprechenden  Col^fBcienten  folgende  Relationen  zwi-. 
sehen  den  Ber nou  11  i 'sehen  Zahlen  finden: 

(2»— 1)2«A       1 


i  • 


2J2!        ~3!' 


2!6I  ■       ,6!'2!   ,    " 7! ' 

(2*-i)2»gt     (»—  l)a*g,     (2*—  l)aflg,  _  J; 
2!10!  örei        *'       10!2f — ■'"llf 

allgemein 

(8»-»-l)2»gy-i     (2«— y~l)2*gy-,     (ä«--"-l)2«g».-a 
21(4«— 2)1        ""        6!(4n— 6)!         +       10!(4r— 10) 


•  •» 


mit  den  gonlometriBCken  %unä€k$i  DmwmdUH  Funetionen.    467 

Diese  Gleichungen»  welche^  wie  man  eieh^  nur  die  ungeraid« 
•te'lllgen  Be^noolireciien  Zaiilen  Bi»  B^»  B^,  «...  mit  Aue* 
•ehlüse  der  geradetelligen  B^^  B^^  B^,  ....  enthalten»  können 
aur  abigeaandecten  Berechnungi. der  enteren  eben  so  dienen» 
wie  ditea  früher  fOr  die  geradatelligen  Zahlen  von  den  .vorher, 
a^eatellten  Gleichungen  geaagt'  worden  \et  Ich  erlaube  mir  Je- 
doch.'zu  bemerken »  daas.es  zwiacbeo  den  nngeradatelligea 
Baraoalli'dcbea  Zahlen  noch  aBdier.e  etwaa  ei.nfach.eic6»  m* 
ihrer-  abgesonderten  BereebnuDg  geeignete»  Be^iehung^  ge(be»i 
die  aber'  mit  dem.  hier  bebandeltjMi  Gegctostande  nicht  unmittelbar 
susammen  hängen  und  desshaib-  als  nicht  hieher  gehöi:ig  am  gct-7 
genwlrtigen  Orte  avch  nicht  mitgellieilt  werden  dfirfen. 


§.60. 

Um  das  in  §.  57.  gebrauchte  Verfahren  zur  Entwicklung  der 
Logarithmen  der  Functionen  %x^,  ^  und  l-r4p2:r  anwenden  zu 
können»  ist  es  nothwendig»'  vorher  die  Summen  der  Potenzen  aller 
lecipreken  Wqrff^ln  der,  Glj^ichungiqn.  x^^^ps^t.und.  ^=^0  j^  be- 
stimmen. Diess  unterliegt  so  wenig  einer  Schwierigkeit»  dass  es 
▼ielmehr  weit  leichter  ist»  diese  Summen  als  die  einzelnen  Wur* 
zeln  jener  Gleichungen  zu  berechnen.  Beginnen  wir  mit  det  Glei* 
chnng  %x:=:0  und  bringen  wir  sie»  um  die  Wurzel  0  wegzuschaffen» 
auf  die  Form:  ^ 

X  ■"  *'~5!  +  9!""  13!  '^  171"^ •;;•"""• 
Die  reellen  Wurzeln  dieser  GleichiAig  sind»  wie  *wir  wissen» 

* 

i«i»    i«i»    i*%»  ....  4:011»  .  .  .  ., 

die  imaginären  Wurzeln  aber 

•    •  • 

J:«ii»    J:tt2^»    i«j*»  •  •  •  i««*»  •  .  •  . 

Aus  der  Beschaffenheit  dieser  Wurzeln  erkennt  man  auf  der 
Stelle»  dass  die  ungeraden  Potenzen  derselben  einander  paar- 
weise gleich  und  im  Vorzeichen  entgegengesetzt»  eben  so 
auch  die  einfach  geraden  Potenzen  der  reellen  denselben 
Potenzen  der  imaginären  Wurzelp  beziehungsweise  gleich  und 
entgegengesetzt  sind.  Zugleich  iat  klär»  dass  ganz  das  nahm- 
liehe  auch  von  den  reciproken  Wurzeln  gelten  mfisse.  Hieraus 
folgt  nun»  dass  die  Summe  der  Potenzen  aller  Wurzeln  oder  auch 

der  reziproken  jWqraeln  .der  .Gleichung  ^=0  jedenei^.gleich^Q. 


468  Xnar:  EnMcklumf  dir  eor%üffiick8ien  Eigemcha/ten  einiger 

sein  werde»  «obftld  der  PoteoEexpoiieD<  entweder  ein#  tt#gierade 
oder  eine  einfach  gerade  Zahl  von  der  Form  4ft— »tS  M.  Nir 
dann,  wenn  der  ßipooent  doppelt  gerade  oder  Ton  der  Fom 
4n  ii^,  kaun  and  iniise  jene  Summe  von  0  vevsebieden  sein,  weil 
In  diesem  Falle  alle  einseinen  Potenzen  additiv  sind,  und  dahev 
sich  gegenseitig  nicht  aufheben  kOnnen.  in  diesem  letzten  FaMs 
wird  femer  die  Summe  der  Potenzen  alier  reellen  additive^ 
der  Summe  derselben  Potenzen  aller  reellen  sobtractl?en 
und  auch  der  Imaginären  sowohl  mit  dem  Vorzeichen  -f  als 
HiSt  ..  genommenen  Wurzeln  gleich  und  folglidi  eine  jede  dieser 
Tier  Summen  der  vierte  Theil  von  der  Gesammteummie  der 
Potenzen  aller  Wurzeln  oder  reciproken  Wurzeln  der  tüleiebung 
Mein.  Bezeichnen  wir  demnach  durch  S^  die  Summe  der  4itten 
Potenzen  der  reciproken  reellen  additiven  Wurzeln  unserer  Glei- 
chungy  sei  nShmlich: 

*^-^+;^+;^+ 

fM  muss  die^Summe  der  4iifen  Potenzen  flir  slmmtUcheieeftpMto 
Wurzeln  der  Gleiiihung  41S411  sein. 

Uiess  vorausgesetzt  gibt  uns  der  bekannte  Newton'scbe  Lehr^ 
^7i\%  über  das  Verhalten  der  Coefficienten  und  der  Summen  der 
Potenzen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  in  seiner  Anwendung  auf 
die  reciproken  Wurzeln  unserer  obigen  Gleichung  bestimmte  Re- 
lationen zwischen  den  Summen  454,  45^»  ^^%%  ••••45^»  ....  und 
den  Coefficienten  der  Gleichung 

1       JL  J^       J_  J_ 

■"«'    9r    ""13! '     171'    ""21!'    •••• 

welche  man  nach  Weglassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  4 
folgender  Haassen  finden  wird : 

«4— 6f  =  0, 

^»»     5!  +  öl      13f~"' 
allgemein 


mit  den  goniomelrhcken  %unack»i  peruwut/em  Funeüomen,     409 

Aas  dieaen  Gleichangen  lassen  sich  die, durch  S^,  S^^  ^i«»** 
beseicboeten  SomineD  ohne  alle  Schwierigkeit  oach  und  nach  be- 
rechnen und  zwar  findet  man  fQr  dieselben  offenbar  durchgängig 
rationelle  Werthe,  ungeachtet  wir  die  einzelnen  Wurzeln  a|» 
02»  «3»  ••••  nur  niibernngsweiee  anzugeben  im  Stande  waren. 

Man  erhftit  z.  B.  auf  diese  Weise: 

**— 51—120' 

_  1        2_1I6        29 

^  "-6I6!""9!""9!5  ""453600' 

116        I        3  _  15888  331 

'^•^9!5!5l'"6!9!^13!""  13!5  ~* 648648000* 


$.  61. 

Ganz  das  nähmlicbe  Verfahren,  welches  so  eben  bei  der 
eMdbting  x^  »  0  befolgt  wurde,  iSsst  sich  auch  auf  die  Gleichung 
gjTrsOy  oder  eigentlich,  um  dabei  die  Wurzel  0  zu  beseitigen  and 
zugleich  das  erste  Glied  auf  1  zu  bringen,  auf  die. Gleichung 

65a?_        ?£*.?f!     *£!f  i^^*          _A 
x^  -*""  71  ■*"  11!""  16!  ^   J9!"" " 

anwenden.  Um  die  Summen  der  Potenzen  ihrer  reciproken  Wur- 
zeln zu  finden,  kommt  e8  auch  hier  nur  darauf  an,  diese  Summen 
für  die  reellen  additiven  Wurzeln  zu  kennen  und  zwar  nur 
fiSr  solche  Potenzen,  deren  Exponenten  durch  4  theilbar  sind. 
Diess  Ist  so  einleuchtend,  dass  eine  Wiederholung  des  In  $.60. 
Gesagten  ganz  QberflQssIg  wäre.  Bezeiclinen  wir  diese  Suromeii 
du^ch  T«« ,  sei  n&hmllch : 

«•  wird  man  zur  allmäligen  Berechnung  dieser  SumSMn  ans  den 
vorlM  asgefilhrten  Mewto  naschen  Lehrsätze  folgende  Glelchon- 
geil  «rhalteii: 

¥~7r.+rfi-''» 

"är    7r  +  iii~l5i— "' 


460  ^»^f^'    EnhticUung  der  wniüfflielMeH  6igen»ekaflen  eMger 
allgemeiD       >  ' 

IT — ?r-+Ti! igr +••••+  (4n-i)i:  +  (ii+3ji=" 

So  ist  z.  B. 

_3| 1_ 

^*  -7!~840' 

3131     2.3!  _  312  13 

^«  -717!"  11!  —  11!7  - 11642400* 

31312      313!   .  3.3!      10656  37 


^"'=7!ni7""7!ni+T5r'=^  isi?"" 31^3752000 


5.  62. 

Die  iD  $.60.  und  §.61.  aufgestellten  GleichnngeD  zar  recar- 
renten  Berechnung  der  Summen  S^^  S^^  5|^,  ....  ood  1\,  T^ 
Tis»  ••••  8*"^  ^^  mancher  Beziehung  denjenigen  analog,  welche 
in  §.59.  för  die  gerad^telligen  Bernoulli'schen  Zahlen  gefunden 
wurden,  and  diese  Analogie  wurde  noch  stärker  hervortreten»  wemi 

B        B        B 
man  die  Quotienten  -^»    -^9    T^'  ''**  ^^^^^  eigene  Zeichen 

darstellen  und  diese  anstatt  der  Zahlen  B^,  B^,  B^,  ....  in  die 
letzteren  Gleichungen  einfiahren  wollte.  Dadurch  kann  man  sich 
veranlasst  sehen,  die  Frage  anfzuwerfen,  ob  es  für  jene  Summen 
nicht  auch  independente  Darstelluogsgesetze  gebe,  wie  solche 
f(k  die  Bernoulli*schen  Zahlen  durch  Laplace  nnd  Andere 
gefunden  .worden  $ind.  £s  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass 
diese  Frage  unbedingt  bejaht  werden  müsse.  Denn  schon  durch 
die  Anwendung  der  vorhergebenden  recurrenten  Gesetze  auf  sich 
selbst,  d.,  h.  durch  die  allmälige  Substitution  der  aus  früheren 
Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  in  den  späteren  ergeben  sich 
uothwendig  independente  Ausdrucke,  welche  freilich  im  allgemei- 
nen nur  durch  corobinatorische  HUfsmitftel  ^ne  leicht  übersichl» 
liehe  Form  annehmen  werden.  Da  aber  derartige  tmlependeiite 
Entwicklungen  jedenfalls  zur  wirklichen  Berechnung  der  .Werthe 
weniger  bequem  ausfallen  würden,  als  die  bereits  vorhin  ange- 
gebenen recurrenten  Gleichungen,  so  habe  ich  geglaubt,  mich 
der  Mühe  überheben  zu  dürfen,  auf  dem  bezeichneten  Wege  in- 
dependente Formeln  für  die  Summen  54«  and  T^  zu  suchen. 

Die  Analogie  mit  den  BernoulliWhen  Zahlen  weist  noch 
aof  einen  anderen  Weg  hin,  solche  .independente  Formen  Ar  die 


<  I 


mut  den  ptmünntMHken  %unaeäsi  tertrandien  f^Uatl^:  '  4(^ 

Saramen  S^  and  T^n  zu  .6ncfen,  nfihinlich  durch  h^sti^mta 
Differentialqnotienten.  Üiess  unterliegt  auch  im  allgemei- 
oen  keiner  Schwierigkeit.  Denn  man  wird  nich.  aua  den  unmittel- 
bar nachft>lgend«i»  Entwicklungen  überzeugen,  da?» 

»  •  ■  '       ■ 

a 

isty  wenn  in  diesen  Differentialquotienten  nach  verrirbteter  Diffe- 
rcfrttialiaKi  :r^efct) 'i>e»«etzt  wird.     Allein  die  Quotienten     -—     und 

-r—  gehen  für  a:=:0  in  die  unbestinimte  Zahlform  ^  ^^Ql^fTi  und 

diess  ist  auch  bei  allen  daraus  herspeleiteten  DiflbrentiyqvDtenten' 
der  Fall.  Man  mOsste  daher  entweder  eine  Umformung  dieser 
letzteren  £tt  bewirken  suchen,  aus  'welcher  die  bestiiW>mten 
Werthe  derselben  sich  ergeben »  oder  man  nQs^te  dus  nähmliche 
Ziel  durch  wiederholte  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  zu 
erreichen  streben.  Beides  dürfte  schon  an  sich  nicht  leicht  ausr»« 
fuhren  sein.  Ueberdiess  wurden  die  auf  solche  Art  etwa  zum  Vor- 
scheine kommenden  indepen^enten  Ausdrücke,  wie  «|a«  .Beispiel 
der  Bernoulli'schen  Zahlen  binfanglich  deutlich  zu  erkenneh  gibt, 
jedenfalls  allzusehr  verwickelt  sich  darstellen,  um  aus  ihnen  /irgend 
einen  wirklichen  T'Qiiti^n  bei  der  Berechnung  der  Werttie  vpn  1^411 
und  T^  schupfen  zu  kennen,  wenngleich  dieselben  nicht  nur  an 
sich  ipteresi^ant  sein  mochten ,  spfidern  auch  ohn.e  Zweifel  zur 
Vollständigkeit  der .  Untersuchung  gehören.  Ich  will  daher  auf 
diese  Betrachtung  nicht  weiter  mich  einlassen,  sondern  mit  den 
so  «ben  darilber  gegebenen  Andeuttingen  mich  begnflgeiv. 


8.  Ö3.  ' 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Mittel  gezeigt  worden  sind, 
um  d^e  Werthe  der  Summen  1S4,  S^^  Si^,  ...  und  T^,  T«,  T|2,..«. 
zu  finden,  diese  daher  als  bekannt  angenommen  werden  dürfen, 
kOnfien  nuÄ  mit  ihrer  Hflfe  die  Logarithmen  der  Fiidctionen 
j^l  ^  nndl^-i^Sbr,  welche  in  ^.  57!  Einstweilen  tibergWrigen  imr- 
deftii'^''^bjkn  so  ih  Reihen  entwickelt  werden,  61^  nach  steigenden 
Pefteifiren  ton  x  fortlaufen,  wie  diess  bei  den  'übrigen  d<lrt'  ange- 
f8hii(«n''Fnnetiönen "durch  die  Bernöulli'^chen  Zahlen  geschoben 
istl  ^''MViii'wIrd'  nSbniltbh  durch  dasselbe  Vlerfahren,  ti'elches  in 
j.  972  khgi^wiendet  wtirde,  aus  dei^ln  {'.  tJ5!'und'  5.' 56.  gegebenen 
ZWA^N^eb  Vier  PuWcAdn^  ix':  |^'  und  l-^ip2M  d!^  natOrlfeheh 
Logarithmen  derselben  dorch  folj^Wde  Reiben  aus'geclrVbkt 'findet: 

T1i«U  XX  VII.  Sl 


•  1 


/(l-v2ar)=4fcr+/2-0-(«4+7'4)-T*-<^+''«)-l 


«M 


Hieran«  lasaeo   sich   dnrch   f)iirerentiir«n    noch   andere  EM> 
«ickhngea  heriaiCMi.    D«aa  «•  iat: 


daher  etbllt  man : 
X*      * 

j^;=|-2(S4  +  r«)  .«»-2(5,  +  7',).«'~2(S„+n,).«ii-.... 


Durch  di«  Multiplicatioo  der  eb^n  eawtekeiten  bilden  Q«oti«no 

ten  —  üod  T"  mit  den  zwei  bereits  in  6.  58.  erhaltenen  Werthen 
Tipp  fear 

von  —  and  -f-    können   aach   för  die  Quotienten  —  ,    5L  ,    ?!? 

und  1^  Relhenaa»dracke  gefunden  werden,  die  rreilich  nnmittel- 

bar  weit  mehr  «ueammaof^esetst  ausfallea»  aU  die  bisher  angeflUifw 
ten.  und  auch  achwerlich  einer  biBreicbend  einfachen  DarsteUniig 
flibig  sein  dfirften.  Desshalb  will  ioh  diQ  d«bei  erforderliche  H^k 
tipUcation  der  Reihen  nicht  wirklich  verriohten,  sondern  dieaelb« 
nnr  ao^eigenu  «od  zwar  ziir  Verkilrzong  der  Auadru^  mit  Hilfe 
des  belfiannten  Snmnienzeicbens  2^«  welches  hier  durchgängig  in 
der  Ausdehnung  von  nsz\  bis  ncrco  genommen  betrudatet  wer- 
dsD  seil,  ohne  diesen  Umstand  überall  im  einiefaieQ  aniiubeifaRe 
Unter  dieser  Voraussetaung  ist  nun ; 


im  ain '  gmanmeMteHtii  umädkat  'ierkWndfen  'fiäitcMoä^!'   4fy 


^Q-i^s^.^-^y 


ix      %jr*.9>jf"^Vf  •,  *""  /"        .         •     <M)L 


90?      |ar   9?d?      \a:  *  /  (4?i)! 

•■*...  «J  .     »•       / 

.      Wj^en  4eF  l^^awtendw  Veni1c*luiift  4i«3^.^h4i^  di|ll(t^  e^^^ 

vyÜMrkli^ber  ^in^mcii   fWfiQll^n  \wm  ^Q  «^^vv^toA  '#«49).  fffi  i^f^ 

wM  }f»4«cb  «11^  9^wG^k^«^  daran  Uapfei^  pm  .^eie«  v^iÜßQ  J|^ 

eigentlich  hier  beigefugt  worden  sind. 

~'Wie  man  aogleich  sehen  wird»  siod  von  diesen  zuletzt  g^e-^ 
fnfldeüefi  Ausdrücken  der  erste  und  vierte  zu  einadder  reeiproke' 
Werthe  und  daher  ihr  Product  gleich  1.  Von  den  beiden '  mittle- 
ren Ausdrücken  gilt  offenbar  gai^s.  dasselbe.  Denkt  man  sich  nun 
ein  solches  Product  wirklich  entwickelt«  so  mfls^^n  sich  aus 
den-einJcetnonCooffieienten  dosselbe»  gewisse  GMcbungei'  »MbcI^h 
den  darin  vorkommenden  Zahlen  S^^  Sg,  Si^, —;  T^,  T^,  7\29*- 
und  B^»  B^f  B^,  *...  ergeben,  aus  weli^betd' ein  TheH  dletei^ 
Zahlen  berechnet  werden  konnte,  wenn  die  übrigen  als  bekannt 
angenommen'  t^erdepf  t>ie'  wirkliebe  AiisHlhrung  ^eserj^fdcech- 
nung  dürfte  allMings  nur  wenig -bequem  befandeii  werden^  es 
schien  mir  jedoch  h^mf  rken^werth  zu  ^eiq,  dass  überhaupt  solche 
Gleichungen. .e^istic^Ä 4  dufcb  welche  eif)  beetifumter  Zutf'^m- 
Dienhang  zwischen  diesen  scheinbar  so  sehr  von  einander  rück- 
sichtlich  ihre^  Ursprunges  verschiedenen  ZaUen  nachgewicst'n 
werden  Kann,  ,  , .  .        ,  ,   . 

f«M  .Kur'  Beprileiltfilg  'der  Cotivergomr  hei  den  iDisi  eBtwMnItea;* 
Reihen  überzeugt  man  sich  aus  der  Beschaffenbeii  ü^TiaAt^S^, 
T^  bezeichneten  Summen,  dass  die  Grä^^en,  we|c|iei^  sich   die 
Quotienten  ^..  * 

....  mf  l-i' 

htn  fortwXbre|l^ijf  W«^hftlij||t||^  Toii^,n.  o^  Ende,  i)Sh^,    be- 

1         *  ^        •  .. 

— A9     o~i      ond      — T  .M«jiii»r.tU 

«I*      ßr  «1* 

•  31» 


•Ind.    Hieraas  folgt  vermSge  des  bekannten  von  Cavcby  aafge» 
stellten  Kennzeichens,  dass  die  Reihen  Air  hx',  -^--  und    ,      ^ 

eonvergiren ,  sobald  jp  <  0| ,  die  Reihen  fSr  i^  ond  7—  hingegen, 
wenn  xK^ßi  ist 


{.  04. 

Zwischen  den  Summen  «$4»  iS«,  Si^^  ....;  T^^  7g,  7*13,  .... 
und  den  B.ernoulli'schen.  Zahlen  scheint  auch  darin  eine  Art 
von  Debereinstimmung  zu  herrschen,  dass  sich  ffir  die  ersten  eben 
so  wohl,  wie  diesis  von  den  letzten  längst  bekannt  Ist,  mehrere 
Ton  einander-  abweichende  Systeme  Ton  recurrenten  Crleichungen 
aufstellen  lassen.     Um  diess  zu  zeigen,  betrachten  wir  zunächst 

die   in   {.63.    gefundene    Entwicklung    des  Quotienten    |^_^   a    * 

Indem  man  dieselbe  mit  dem  Nenner  1 — q>2x  multiplicirt,  erhält 
man  daraus: 

«.  .  • 

Nun  Ist  aber  vermöge  $•  2» : 

12*— -gj  71    +     iji     —     15,     +— löj         ••••. 

-        -      2«.«*.2».ar«'   2».a:".2»«.«»« 

9>8«s:i — 4P  +  — gj         12""  "•■  ""lelf — •••* 

-  -  '  i 

« 

Setzt  man  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Gleichung,  so 
wird  man  nach  vollzogener  Multiplication  durch  Gleichstellung 
der  enIspreeheBden  beiderseitigen  Coefficienten  foigebde  neue 
Relsüon^n .  finden : 

—4! — -a--"' 


5.« + r»  ä«(^+n),2«(54-fn)'  8.2»* 


if-  ■  i*>  I-.. 


allgemeitt 


Si^+T^   2«(a4,-4^^y«,^ .  2«(g4«-«+r4,-,) 
4$ ST"      +        m  ••" 

I  I  •         ' 

I  •     I     ■    > 

Ganz,  die  nShmlicbeii  Gleichungen  lassen  eich  aach  aue  den 
beiden  in  §.63.  entwicicelten  QaeÜenten  ^  und  ^  berieten»   in- 

dem  man  dieselben  addirt.  Hingegen  ergeben  sich  daraus  andere 
▼on  den  früheren  wesentlich  verschiedene  Gleichungen,  wenn 
man  die  eben  bezeichneten  Quotienten  von  einander  subtrahirt 
Denn  es  Ist:   . 


ferner 

'  »      4    1  •   «     - 

« 

X^r      T^  %xJtx  ""  1  — 92x 

Hieraus  folgt 

+  4(5„-rx^.*»»+.... 

oder,  wenn  man  mit  dem  Nenner  1 — ^2»  multiplieirf,  nach  Weg- 
laesaeg  des  Factors  2, 

Wird  hierin  anstatt  ^20?  die  vorhin  i^ngegebene,  anstatt  jx.^^^r 
-^ipjp.ix  die  bereits  in  §.69.  gefundene  Reihe  substitnirt,  so 
ergeben  sich  nach  verrichteter  Multiplicatlon  durch  Gleichstei- 
lung  der  auf  beiden  Seiten  einander  entsprechenden  Coefficieoten 
folgende  Beziehungen : 

4l  8f      — "' 

S,-T,     ^St-Tj  .  y-3.2»     - 
~4! '81'    ~  +  ~~W~  =""' 

^H  ST"    +       EI  IS!      '*"'■ 


allgeroeiD  ,     ^ 

in  8?  ^  12! 


■  •  •   ■ 


*i 


■    (-l)>-i.24..-4(5^_r^     (_i)..2««-i-(w+l)2*'-*     ^ 
••;•."         .         (4n)I  .    +.  (4«+4)!.. 


hergeleitet  werden.  £)s  Ul  aber  hoch  einfacher,  ^ese  beiden 
Boletzt  gefundeoeo  Systeme  von  Gleichungen  nach  der  Örctonog 
pa^r^vfeise  zn  addireo  and  auch  zu  0ttbtrahii;en.  iDadofch  eihSit 
Mab  dfie  ttif  uAtiilttetbat^n  Ber<»chDting'\Eh^79iDt[itnen  Si,,  S^,  S^, .. 
und  74,  709  Ti^,  ....  geeigneten  zwei  neuen  Systeme  von 
Relationen,  die  von  den  in  $.60.  und  §.61.  aufgestellten  wesent- 
lich abwficbea: 

41  ~         8!        —"' 


'■  t-i^+^r^*«. 


•;.' 


.  \  '■■' 


'-'  Sit     *^     2«S4     7.2»»-4.2«    -^ 
4t  ~"  .«    +  121  ^W        -"• 

allgemein 

2^^411— 4    j  2^04n— $        2  "0411—1^ 


'% 


.  C-V""*^*»-'^  .  (-l)".i%H-l)2«»-»--{n+l).2«"-«,  _  , 


und  ferner 


7\      i.2»  +  2.2o    ^ 
4!""         8!         •~"' 

2^     2*r4     3.2H3>2^     ^ 
4!  ""   8!    ■•■       121       """' 

y«     2**;  .2«7i     6.2^o-h4>^<_^ 
H         Sl    +  12!  ■"        16!       -""' 


allgemeih 


.  (-l)-^2*'-*n  .  (-l)».(2ii-t)2««-«-f(«'<'j)2*-*    ft 


(»  86. 

So  wie  au«  den  goDiometrieehen  oder  eycliechee  FttnctloDen 
die  eegeoeanteD  liyperboliechen  dadureb  eptetelieBd  gedacht  wer- 
den itOnnen»  indem  man  in  den  Reihenai^sdrilclien  der  erateren 
die  aimmtliehen  GlteÜer  anatatt  der  abwecbaeinden  dnrch- 
gingig  mit  einerlei  Voneicben  liebaftet  annimmt»  eben  ao  IcOnn- 
ten  dnreb  die  näbmiicbe  Veränderung  der  Vorzeichen  aua  den 
hypercyciiachen  Funcjklonen  andere  nenePttactioaen  «ntspria- 
gend  gedacht  und  dann  einer  beaonder^n  Betrachtung  untersogen 
werden.  £a  liaat  eich  jedoch  leicht  zeigen,  daaa  die  Werthe 
dieaer  neuen  Functionen  atete  durch  die  hypercyciiachen  auage- 
drflckt  werden  kSnnea»  und  zwar  nicht  nur  in  Idlaginärer»  aon* 
dem  auch  In  einer  durchaua  reellen  Form.  Durch  diesen  letzten 
Umatand  ftllt  die  Nothwendigkeit  gänzlich  w<^,  dieae  neuen  Fun- 
ctionen ala  aelbatändig  anzusehen  und  zu  behalkleln«  da  ihre 
Eigenschaften  aus  jenen  der  hypercycliscfaen  Functionen  vollständig 
sich  ableiten  laasen  mdssen»  weil  sie  in  jedem  Falle  auf  diese 
letzteren  in  reeller  Form  znrflckgeüShrt  werden  künnen.  Setzt 
man  nähmlich  in  den  Reihen  dea  §.2.  xw  anatatt  x,  ao  ändet 
man  wegen  is^ssl  und  tp^o-^s:— ],  daaa 

9 

/X      X*      x^      x^      x"  \ 

*^ '^  "Vr  +  S  +  ü  +  13!  +  17T +  "7 ' 

(«•      X*      x">      X»*      «••  \ 

./ar«      x^     *»»     ar»»     j:>»         \ 
unil  folglich 

4*4         4.8        X  X^^ 

l  +  S  +  8l  +  18+lt"  +  ""  ^^V^f 


l  i. 


X*        .T«        X^^       X}^       «*••  \  \"' 

,      •  ^^     x^     x^^     o:"     x^^  \ 

3!+^  +  Tl!  +  T5!+T9!+  •• —"'••^^ 

ist.     Um  diese  Ausdrücke  auf  eine  reelle  Form  za  bringeo,  die- 
Den  die  Gleichungen  des  §.  *20.     Denn  es  ergibt  sich  daraus : 

. ,    f  X  XI   \  X  '         XI  ^     X      ^  XI  X  XI  \ 


• 


.      ,,  -  ^  .  ,■  '.1  -V    ♦       11 

'      l      [•'    i      \    t  ||!|- 


•  ■ 

ferner  auf  dieselbe  Weise : 


(X       xi\'  *k        X     '     '  SP'''  "•^f  '•* 

•     •  i'       '      ■ 


! 


•'••  f  X        xi\    '         '    ■  X        X  \r   '     'i"'      *•■ 

<••!.»  •".". "  \  .  ^       :         '  •     '  ••■  .u'S««'l 

Durch  die  Substitution  dieser  Berthe  erhält  man  fendlk^i»      »• '•< 

Jt^  jjS  **'^  /IT'®  ^  JP 

t 

r +51  +  9! +13» +"l7!  +  -=='^^-(9'v5f  V2+'''v?-^ViP' 

.«  ■  .  -       * 

X*      X^      x^^      .!,•*■*      a:*'  '  X  '"^    « 

T  +  «  +  TO!  +  II!  +  18!  ^  -  "^  ^^  V2^  +  (^  V2^  ' 


(}.  66; 

Im  Vorhergehenden  habe  iel|  versucht  die  vorzüglichsten  und 
am   leichtesten  'cfr4cennbaren '  EfgensOiiaftcft;  dec  von  'mir  mit  dem 


-MttiheDtfdet  bypef«yoli«.oheir  belegteti  'PtMtfHoifcrri'hacbttltW^t- 
neiu^  >fi»  bg  dabei  gapini^bl  in  meiner  AVstcb't,  dteiteri  6dg^tt- 
itwld' nit  aMer  AvafabrII'chkeM  wad  Vf(y|tbi|äDdlgk<6H  ipu'bl»- 
haadabi;!'  DesshAlb'  darf.imdti^'sidy  'feifchf  'ilaHlM^-  -verwoiidertt, 
Mbi%  aar  theiliveUe  uiid»«ur>bestittittite  PSlIe'beHeif rankte 
tBntwKkiangea'odar.aaph  bloi^aeüia^d^^tttiingfavi  aitf  aader^'wet- 
<ta»  reidbeade  Cntavauckttnigen'anziilreieit. '  Alieh  wird  Mab' findto^ 
isis' maUi^ere  Ceaicbtapilakte«   aus  welcben  dM  genaiilitten  Pob- 
•eÜteieiil'bJItteD  betraehtat-ubddie  daraus' 'aich  etgebendeii'Pttlge- 
-^ODgeii  befvargeboban.vf erden  'kSiHM«  liod  sollen,  gSaillcSi  ililt 
'S'tHlipcib^ eigen  flbergangeo  worden  sind»  weil  sie  «atwederiAi 
•iNierlieblieli  aad  kiit   den-fibrigeo  itt  beiner 'ntftlmendlgeii  VeMiid- 
.doiig  stehend  i-ersöbienent  oder  aiich'  w^l  eMe  'geiMigende  AwfiBli- 
ntng  derselben  ebne  gr6sserwWeitiäiifigkeit  erfArdert  babea'watrde, 
als  ick  nir  evlaeben  zuddrfen  glaubte/   DerZweek»  welohee'ich 
bei  meiner  Arbeit  durcbganglg  ver  Aug^n  batte,  ist  gleieh  Mibfttig- 
llbb  y6o>i*ir  angegeben  worden,  und  ieh  hege' die  Bolftiimg;  diass 
dasibier  «vi^rklicb  Beigebrachte  vollkommen-  bioreicbesr  wird^dfie 
:g«osse!Mbogb  oäd  Veraebiedenartigkeit^der  Eiglodscbaflen/  wetehe 
^WKb'  byi^cytllibbra'Fawetiskie»  zukomiben^  2»  zeigen  bad'  dabei 
zugleich  erkennen  zu  lassen ,  dass  eine  weiter  ausged^lnte  Htad 
tiefer  eindringende   Untersuchung  «ie  noch  bedeutend  vermehren 
mfisse.     Auch  steht   der  hier  behandelte  Gegenstand,   wie  man 
zu  bemerken  Gelegenheit  gehabt  haben  wird,  zuweilen  mit  ande- 
ren in  einer  vorhinein  nicht  erwarteten  Verbindung,   woraus  sich 
dann  Beziehungen   mit  den  schon  bekannten  Functionen  ergeben, 
welche  die  darauf  verwandte  Mühe  in  keinem  Falle  als  ganz  un- 
fruchtbar erscheinen  lassen. 

Bei  dem  ausgesprochenen  Zwecke  wird  es  wohl  auch  keiner 
besonderen  Entschuldigung  bedOrfen,  wenn  man  wahrnehmen  sollte, 
dass  hier  nicht  überall  ein  durchaus  gleichförmiges  streng  syste- 
matisches Verfahren  eingehalten  wurde,  indem  meine  Aufmerksam- 
keit nicht  sowohl  darauf,  als  vielmehr  vorzugsweise  auf  den  Um- 
stand gerichtet  war,  jede  einzelne  zu  erweisende  Eigenschaft  auf 
einem  möglichst  kurzen  Wege  herzuleiten.  Dieses  letztere 
Ist  zugleich  die  Ursaphe,  wesshalb  ich  von  den  imaginSreo 
Zahlen  einen  so  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  habe.  Ich 
glaube  zwar  erwarten  zu  dürfen,  dass  man  an  dieser  Behandlungs- 
art gegenwärtig  weiter  keinen  Anstoss  nehmen  werde,  nachdem 
man,  zuerst  angeregt  durch  Gauss,  der  die  Tiefen  der  Wissen- 
Schaft  eben  so  wohl  als  die  mehr  an  der  Oberflfiche  derselben 
befindlichen  Gegenstände  mit  gleichem  Scharfblicke  zu  durch- 
schauen gewohnt  war,  die  wahre  Natur  der  sogenannten  unmCg- 
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Iieb«ft  ZablaD  g#oiMi«r  •insaceh^n  Mf^fiMiftta  hat.    SiMIta 
aber  deniioGb  der  Fall  sei»»  und  inMi  eiaer  taa  der  BettachlaBS 
dar  uDaginäraa  ZaUea  onaUloigigan  wena  gleich  atana  ireitliiifi- 
.garan  DarateUioig  dea  Vorsag  gabaa,  ao  ftUt  aa  alcht  #ahver, 
eiaan  Weg  au  bateiehaeo»  auf  welcheia  diaas  geMatat  fraidcn 
.kaan.    ladaoi;  naa  nihmliah  taa  dao  in  f.  2.  angefthrtab  Raihaai 
ab  Erkläraag  der  hypercycHaekea  FnactiaaM  aaageht»  «igahta  aldi 
-daraaa  ttttiaittolbar  die  iaf  J3.  und  f  1&  anfgaaialltaa  Dtgarenthl 
.qaotfairfaa,  mit  daraa  BiU»  ^anaSge'  daa  TayJür'achan  Lehvaataeai 
die  iQrperqrcliaehan  FaBcttaawi  too  m-^-y  aad   4r*«**jf  anarat  ala 
AaihaBt  dann  aber  aüah*  waaa  inaa  die  gehörigea  «CUiader  der 
JMbdA  gaeammaamiaht,   in  gaaablaaaaaer  Fona  ai^h  tauimm 
JaiaaiK    Aitf  4iaae  .Att  gehiagft  man  au  dea  Formain  4ca  $»  90«, 
,aoa..wakihaa  feiaer  die  gaaae  Tbearia  diaaer  Faactionen  AhnaZah* 
aiabnag  dar  Imaginftrao  Zahlen  haigalaitat  werden  Icafea,  irobei 
4Ülarduiga  ia  manchea  Fällen  eine  bedeotend  grOaaare  WaillAii%- 
hait  erfordarlich  aein  wird,  ala  Im  Varheifehenden  uAter  Mithillb 
jjMier    Zahlen  netbirendig  t#ar,   deren  hanptaichlidhater  Ifataan 
abaa  darin  baatoht,  daaa  dareh  diaaelban  hinfig  der  Uabaifpaiig 
▼aracbiadener  Funalionaforman  Ia  einaadar  yermittalt  and  arlaiah* 
lart  frkd» 


Decker:  C0$.Jj^ ^eßUd*  4kr 4M,4emhrunai0^s.eiH.iU»pp.fiinc(,^'fi 


.'  j 


\  . 


f  ». 


.•••jj, 


Ueber  dai   aUgemeine  Gesetz  ütir  die  Bildcmg    der 
hoher»  Aebderungsgesetse  einer  doppeHen  Pnndkin. 


.»jj-**  '<• 


■ 

an  d«#  polyMchintrili«!  Schäle  «i  Avgtbnrif. 


fi  • 


■  lUt         .        , 


In  einer  fraberea  Abfaaodlnog  (Archiv  ThL  XXI,  SfjU  4^ 
a.  f.)  habe  ich  das  allgemeine  Gesetz  für  die  Bildung  der  hohem 
Aep^emUgsgesetze  ein^f  dof^pelten  Funotion  f{^{x))  unter  fo^ 
gender  ^orm  mitgetheitt : 


•  ••f 


■  1 


worin  y  =  /)[9(^))»   <*  =  9(^)  i®^*  y«  <1<^  Aenderungsgesetz  der 

nten  Ortfnong  von  5  \ä  Besug  auf  «,  ^  das  AenderungsgeMts 
der  Jbten  Ordnung  von  y  in  Beaug  auf  u  bedeutet,  und  «i»  1%,  tft» 
u^  s*f.  die  Aenderungsgesetze  der  Isten«  2teD,  3tenu«  f.,  Ordi^qn^ 

▼on  u  in  Bezug  auf  x  vorstellen»  endlich  n,  py.^,  u.s»t  'die 
Factoriellen  1.2.3....n;  1.2.3....p9  1.2.3.... 9,  u.  s.  f.  ersetzen. 

Dieses  Gesetz  MS^M  sich  nun  leicht  unter  anderen  Formen 
darstellen,  welche  theils  an  sich  interessant  ^d,  th^k  'iMl^ 
auch  in  besonderen  Fällen  ganz  einfach  auf  Ausdrflcke  (Uhren, 
die  man  bis  jetzt  nur  auf  ufeiäHeh  bdsobwiefliDhtm  Wege  ablei- 
ten konnte.  Dazu  wollen  wir  dasselbe  zuerst  unter  die  Form 
bringen:  .•  •  •  '»''«ix:««!  nt 
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\   \ 


...,,- ....(i)-(ir-...(f)" 


worin  S.rpr  fflr  Pi+2p2-f  3;i,-f-etc.-frpr,  S.pr  für  pi+;>a+p|+.-. 
•••• +pr  Btebt»  und  deren  Gesetz  so  besser  in  die  Aagen  i&llt. 
Fassen  wir  dann  die  Entwickelang  des  Polynoms 

/*  ==  (üix  +  a^*  +  a^x^  +  ....  +  amüi^y^f 

worin  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  4n  einer  ähnlichen  Doppel* 
summe  zusammen,  so  finden  wir: 

und  die  Vergleichung  der  innem  Summen  von  (A)  und  (B)  seigt, 

dass  der  CoeffiziAlt  von  -yi  in  der  Entwickelung  von  y«  mit  dem 
Coeffizienten  von  «"  in  der  Entwickelaug  der  Potenz 

(C)  |(u,a+^««+^«»  +  ....  +  ^«-)» 

A  2  3  n 

.      .  •  .    ,  _  • 

identisch  Ist;  denn  man  bat  bei  dl^er  Vergleichung: 


r  >  I  • 


— üi     „  -.ü?     n  — !S 


Sypr=k,  Ä.rpr=A+A  =  n,  ojsry,   a^Ä  —  ,    ii,  =  ^,  u.s.C 

Darnach  ist  also  die  unabhängige  Entwickelung  von  y«  auf  die  un- 
.abhängige  Bestimmung. des  Coeffizienten  von  :r*  in  der  Entwicke- 
lung des  Polynoms  (C)  zuruckgefObrt,  und  man  kann  dem  allge- 
meinen Gesetze  (A)  nun  die  For^n  geben :  , . 


*     «  •        •     •     % 


wenn   man  übereinkommt,    den  Coeffizienten  von  or«  in  der  Ent- 
v^ickelungf  v«n 


.-■, 


<  t 

.7 


4i|i)cb  .den  Aqsdruck.:. 


»■.  '. 


beieichnen. 


•  > 


J  >L'   . 


fStr  die  BÜdU  dn  Mk$rm$  Ae9äerwiff9ß$$ei%e  eü$€rdoßp.  Function.  47$ 


Ans  dieser  Form  foigi,  daee  die  IftekaooteiiBesiebaiigeQzwlMmtt  . 
deo  Coeffizienten  a,,  o«,  a^,  u.  s.  f.;   Ak^  Bk,  Ck,  n.  b.  f.  in  der 
Gleichnng: 

fiiix+<r2««+a8^'+eteO*  =  ^M?*+»KP*^  f  C!bjr*+«+etc. 

dasa  dienen  können,  die  Coeffizienten  von  ^a  darzustellen,  indem 
man  für  k  nach  und  nacli  alle  Wertbe  von  n  bis  1  einfuhrt;  man 

wird  leicht  finden,    dass  die  Coeffizienten  von  y«,  y«-i,   y«-«, 

n.  s.  f.  durcTi  An»  7^JB;.-.i=nÄ^i,     ^  Cn^2=n(n^l)C^JL 

«— 1  n— 2 

tt.fi.  f.  au8ge4r(ickt  erscheinen,  und  dass  man  bat: 

An    =iii»; 


(E) 


«,  Ä«_l  Ä  («  —  1)  ^^^,  ; 


«1  «^=(«-2)5^-1, 


'»'    '.'..•J' 


'   >il     1l ' 


2iHGH-«=(«-3)5Ä«_t  +  2(i.-a)  ^A»l*; 


t     ,-  ):t 


•        » 


•  t 


n     i    «»• 


2iHGi-,  =  (ii-4)§ll._, +2(«-3)  I 


8«,2C = («  -  8)^C.-,+(2ii--7)^  Ä*_,+3(«-^)^4._, 


n.  s«  f. 


1 1    I  ■    i 


'i 


Bmehtet  .man   endlich,   dass  der  CoeOlfdent  .ir«p  «ff  in,4|er 
Eatwickelnng  des  ODbegreDsten  Polynoms 
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iktrifcs  ist,  wie  bei  der  de«'%ie|r6D2ta»  Potyndibs 

w 

•o  iangeJL  U^ioec  4ft  tiß  «t»  urie  es  ip  u^sare»  F^U»  fumner 
stattfindet  9  so  Icaon  man  auch  in  dem  Wertbe  (D)  fflr  das  einge- 
iclaipmerte  begrenzte  Polynom  dsm  unbegr<^nztp 


y«  +  J«H^«»+etc. 

MnflUtrf^n,  welches  nacll  dem  Taylor 'sehen  Satze  die  Kstwicke^ 
limg  der  DiiTerenz  q>{ß-{-ti)  —  fp(x)  vorstellt»  dh.  die  Aenderong 
des  Werthes  unserer  Function  fi.r=  (gp<;r),  wenn  QUin  iP  ii^  4(  -^  (« 
flbergehen  lässt.  Damit  nimmt  also  unser  allgemeines  Gesetz  die 
einfache  und  gewiss  bemerkenswerthe  Forin  an: 

(F)  y-  =  »ä  -^^  I  5^  ^"^  +  *)"*-^^^>]„«  ' 

deren  Bezeichnung  indessen  imni^T  hq^  iKiEa«s«etst«.4iW0  die  ein- 
geklammerte GrOsse  nach  Potenzen  too  a  geordnet  und  der 
CoeflBsient  von  o"  herausgenommen  werde. 

Nehmen  wir  als  Anwendung  tf  =  x^,  ^s=f(x^)^  so  folgt: 
and  damit  wiid  suersi  - 

das  mit  o"  behaftete  Glied  hat  oise  immer  dlfc  Femi^^if --j»    und 

der  Torstehende  Werth  kann  desshalb  auch  in  den  folgenden  um- 
gewandelt werden: 


«• 


^'^M  ^.  2'<5^-*)*f  ^•'A»)^['  ^  ^*  +'*>^1 


Entwickelt  man  sodann  das  eingeklammerte  Binom»  so  ergibt  sich 

[l-(l+«)^]*= 1  -  A(l+«)H[*].(l+«)«^[*J»a+«)»*f  ctc.±(l+«)**, 
uM^nlHi  d^r'B^a^^hhrttg;  dass  in^n  tiat! 


iiidet  iMD  sofort: 

;J[l  -  (l  +  «)*]*.  =  -*[A]-  +  [*3,(2l].-[*],[3iJ.+etcdb(*A]. 

folglich  wird  auch: 

Ebouso  einfach  iat die  Ableitang  von  jfn^  wenn  tiss««,  ff^szfXe^ 
genommen  wird;  man  bat  dann  nach  (F): 

=2 .  A-'A«)«**!  5:  [l-'-]]^  (-1)*;      . 

entwickelt  man  das  Binom»  so  ergibt  sich  zunfichst: 
es^  ist  aber  nach 

* 

r«=  l  +  j- + -^  + -^ +  ....  + rs?- +  etö* , 
also 

1  AI 

nnd  damit  findet  man: 


•  "^^  W  It  tt  tt  : 


tt 


n 
folglich  hat  man  auch: 


•     =i2(-Vf*l«^5 


D^/(e*)  =  ^(^l)*fi>-*««)g(- !)'[*>£". 


w  -   ,y--^~^,    — ^,^.   ,.,v  a  viui  yv)   Un* 

!!?*?.  *-l*!"^'"*"  5 ****!!*1^*'"!'  hMOMlwii  Vorthwl ;  man  mw» 


Fat  die  Entwickelang-  ntiD^f^ofa)  biete!  die  Forin'(F) 


«r  dieee  nothwendig  auf  (D)  zvilehaeheB.  nnd  die  UflirstafelD  (E) 
bmfitien.  dnreh  welche  man  ancli  för  einige  liesondere  Werfhe  jon 
l  in  j^/(A»)'«ebr  leTclit  die  etnfacfieten  EotwicmimOTi^q,,^  Jrt,|.fc, 


<l 
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»  •  ■'  .\i'.  «■  *"'• 


;    V 


•      •    •   1  ,'   '  1 


.   '  '  . 


'i     •/.  M  •: 


.1 


I  >i 


t    •  ' 


Xli. 

1  / 


'  i 


Ein  Satz  vom  zweitbeitigen  Hyperboldidi  *'" 


Vi»«' 


Herrn  Franz   Unferdiujfer, 

LeboiihTeriiid1i)fcrttngt  -  Cfilcitlatur  der   k   k.  p.    AEiea<lB   Asticunitrice 


'. '  • 


zn  Triett. 


I  ; 


InThl.  XXVII.  S.  51.  diese«  Archives  habeüdh  b^i^feir» 
dass  das  von  den  4<syroptoten  und  einer  beliebigen  Tangente  der 
Hyperbel  fonniHe:  Dreieck- einen  conatanten  Flächenraum  bat  und 
dass  der  Berührungspunkt  st^ts  im  Mittelpunkt  des  von  den  Asym* 
ptoten  begrenzten  StQckes  der  Tangente  liegt.  Ein  analoger  Satz 
gilt  auch  vom  zvreitheiligen  Hyperboloid^  dessen  Asymptotenfllche 
und  dessen  tangirender  Elbetie. 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  zweitbeiligen  Hyperbo- 

loldes,  dcis^en  drei  Az(eni  2c,-  3V  -r6*/  2V — tfl  sind;  «in  recht- 
winkeliges Coordinatensystem  der  a:,  y,  z,  so  dass  dieAxe  der  z 
in  die  Richtung  der  reellen  Axe  2c  und  die  Azeo  der  y  und  j?  In 

die  Richtungen  der  Axen  2V— 6*,  2V—- o*  zu  liegen  kommen,  so 
ist  die  Gleichung  des  zweitheiligen  Hyperboloides; ,       •  .{  <(  i'   ' 


(1) 


und  dict  Gleichung  jAer  A«]finptoteBlijcb« : 


•    »J» 


•       \'*,t 


.-.     \ 


i 


••  •  •  *  «1  iiJ 


Sind  Xif  yi,   zi.  die  Coordi|ia|eii  eines  PuiikteA  jftO  .Uy|mf 
^•laMes«  jso  da«^s  äucfc 


i 


Vnfetdini^:   Mim  SmH  fWPi  mHtkeitiffen  Mtißfrö^taid,    47T 

SO  ist  die  Gleichung  der,  in  diesem  Punkt  das  Hyperboloid  tangi- 
randeii:  £benQ: 

Es  kommt  nun  darauf  an^  das  Vslaraen  desjenigSD  Ksgds  zm 
bestinuaen«  wetdies  die  berfihiende  Ebene  (4)-  vo»  der  iisyavptiH 
teoflftche  (2)  abschneidet.  Lassen. wir  die  Gleichungen  (2)  und  (4) 
gleichzeitig  bestehen«  d.  h.  beziehen  sich  in  beideir  Gleichungen 
die  Coordinaten  a^  y>  jf  auf  dieselben. Pvnkte  destRanmes»  so  bezeich- 
nen die  beiden  Gleichungen  die  Durchschnittslinie  der  berflbrenden 
Ebene  mit  der  Asymptotenfläcbe,  d.  i.  diejenige  Icrumme  Unie, 
welche  die  Grandflftehe  des  gesncbten  Kegöls  begceoat.  Bezeich- 
nen wir  den  Fiächenfaum  dieser  Grundfläche  mit  F  und  das  vom 
Anfangspunkt  auf  die  tangirende  Ebene  gefMIte  Perpendlkiel  mit  fr 
und  das  Volumen  des  Kt^els  mii  F»  so  ist 

(5)  F=  \F.p. 

Insofern  sich  nun  die  Lage  des  durch  a?|,  y^,  ig  bezeichneten 
Pnnktea  ändert,  ändect  sich  and»  die  Lage  der  durch  (4)  daige- 
stellten  tangirenden  Ebene  und  mit  ihr  der  Flächenrauni  F 
und  das  Perpendikel  p.  Es  ist  also,  um  über  die  Grosse  des 
Volumen  F  entscheiden  su  können^  nothwendig  F  und  p  oder  doch 
das  Product  F.p  als  Function  von  Xi,  yi,  Z|  darzustellen.  Um 
dieses  auf  die  einfachste  Art  zu  bewerkstellige»,  eliniMr«»  wir 
aus  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  Coordinale  z  und  erhalten: 

eine  Gleichung,  welche  die  Projection  der  Durcbschnittslinie  der 
tangirenden  Ebene  mit  der  Asymptotenfläche  auf  die  Ebene  der 
j?y  bezeichnet  Wird  diea»  GfeicbiMig  nach  x  und  y  entwickelt 
und  geordnet,  so  findet  man: 

-2a«6V;r».x— 2fl^6*c^|.y-tf»**c*  =  0 
oder  weil  aus  (3)  folgt: 
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478     Onteräfnger:    Bfn  Sat%  wm  %wHtkHHff€H  MpperMPid, 

wenn  mao  diese  Form  der  CoefBcienten  Ton  jr*  ond  f^  adopthi 
ood  alsdano  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  a'MV*  abkfirst: 

(7) 
(**+yi*).«'+(«"+«i')y*-2j:,y,.ar.y-26«ar,.j:-2aVi.y-«V=rO. 

Um  die  besondere  Beschaffenheit  dieses  Kegelschnittes  kenneo 
sn  lernen,  folgen  wir  der  von  Herrn  Granert  in  ThI.  XXV. 
p.  146.  gegebenen  „Discussion  der  allgenneinen  Gleichung  des  swei- 
ten  'Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen"  and  setzen: 

a'  =  6*  +  j(,*,    6'=:««  +  Xi«,    c'=— x,y,,    rf'=— *«a:,. 

wodurch  die  Gleichung  (7)  übergeht  io 

a'«i«  +  6'y« + 2c'ary  +  2rf'^  +  9#'y + /» =  0, 
und. berechnen  die  beiden  Ausdrucke: 

a'V'^c'^    und    ii'e'«  +  6'rf'«+/'c'«-a'Ä'/'— 2c'dV. 

well  aber  nach  der  Gleichung   (3)  a*6«+A*a:i*  +  a«y,*=— j-, jj«, 
so  Ist  auch: 

Ebenso  erhSit  man: 

+  /V«  =  -a«6*j:,>y,«. 

— 2c'rf'e'  =  +  2a«6«J>i«y,« ; 

mithin,  wenn  man  diese  Gleichnngen  addirt  und  die  Glieder  dsr 
zweiten  Theile  derselben  entsprechend  zusammenfasst: 

a'^*  +  Ä'rf'«  +/"c'«-  a'b'f  -  2c'd'e' 
=  «*6«»,»  +  a»6«a:,«  +  (oVi*+**«i*+2««6»a-,«yi«) 


am^i  i«|.»||«(riiiiAchi(8):  . 


uod 


ii«6«.  (a^i*+6*ari«) = a*6*  /^  —  l) ; 


abo 


.•> 


a'e'*  +  b'd'*-^f'e'*  -  a'b'f — 2c'd'e' 

•  4 

^«4*4/^1*      l.^l*      c.»i*.|  .«l'V  «***^ 


4 


oder 


(10)  a'e'^  +  ft'rf'^  +  A'«— a'6y'-2c'd'c'=:(^.fji*y- 

Weil  sowohl  die  Grösseo  a',  b',  als  auch  die  beiden  Ausdrücke 
(9)  «ad  (10)  po!^tiy  sipd ,  so  bezeichnet  die  Gleichung'  (8)  oder 
jene  (7)  eine  Ellipse,  mithin  ist  auch  die  in  dertangirenden  Ebene 
liegende  Grundfläche  des  Kegels  Feine  Ellipse.  Bezeichnet 
man  diebeideii  Halbaxen  der  durch  die  Gleichung  (7)'  dargestell- 
ten Projections -Ellipse  mit  A  und  B,  so  ist 

^'^—  {a'b'-e")* 

•  1  _ 

also  io  dem  vorliegenden  Falle: 
oder  • 

.        •      I  '  **  '  »    .  .      .    1      . 

Bezeichnen  vrir  den  Flächenraum  dieser  Ellipse  mit  F| ,  so  ist 

F\  =  AB  «91  SS  —  ,zt  ,n. 


tSt     ünf^rOinger:    gm  Sai%  9am  wmeUMUgM  ffgptrMöid. 

Fl  ist  der  Flächenraam  der  ProjectioD  der  DwAMhüMi-Bilij^M 
auf  die  Ebeoe  der  xy;  ist  also  y  der  Wlokel,  welchen  die  taogi- 
girende  Ebeoe  (4)  mit  der  Ebene  der  jnf  MUtet,  so  Ist: 

Fi  =  F.Cosy,    F=    ** 


Cos.y' 
also 

y  ist  aber  auch  der  Winkel,  welchen  das  Perpendikel  p  mit  der 
Axe  der  z  eiikiehliessty  mithin  ist  nach  den  Lehren  der  analyti- 
schen Geometrie  g-^ —  gleich  dem  von  x,  y,  z  freien  Gliede 
in  der  Gleicfamtg  (4)  dsr  tangttenden  Ebene«  d.i: 

Das  Volomen  des  gedachten  Kegels  ist  also  von  den  Coordinaten 
^1»  Vi»  ^  unabhängig  und  ffir  alle  Puncto  des  Hyperboloides 
constant. 

Dte  Gleidmog  (7)  der  Pr^jeottoni-  Ellipse  IciMi  mit  htiA^ 
keÜ  auch  auf  die  Fonn  gebraoht  werden : 

(W)    (»ia^-^r^)«-4«a<2aFi-^)^«y(2yi.-y)-ii«6>«0. 

Verbinden  wir  den  Punct  (sy)  dieser  Ellipse  mit  dem  Punkte 
i^itfi)  und  verlängern  die  Verbfudangalii^e  über  (otj^i)  hinaus 
soweit»  bis  die  Verlängerung  gleich  der  Distanz  (a:f/)(a;iyi)  wird; 
beissen  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Verlängerung  |  nnd 
1},  so  musSy  weil  der  Punkt  (j^i^i)  im   Hittelpunkt  der  Distans 


sein,  oder  es  ist 


• 


a:  =  2a?i— S,  y  =  2yi— ly; 


setzen  wir  diese  Werthe  von  a  und  y  in  die  Gleichung  (11)  nnd 
bedenken,  dass 

so  wird 
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Dle«e  Gleichung  unterscheidet  sich  von  jener  (11)  nur  dadurch, 
das8  i  an  der  Stelle  von  x  und  17  an  der  Stelle  von  y  steht;  die 
Gleichung  (11)  besteht  also  fort,  wenn  man  in  ihr  £  und  1}  mit 
w  und  y  vertauscht,  folglich  bezeichnen  auch  die  Coordlnaten  g 
und  fi  einen  Punkt  der  Kurve.  Da  nun  die  von  dem  beliebigen 
Punkt  {xy)  der  Kurve  durch  (:r|jf|)  gezogene  Sehne,  stets  durch 
diesen  letzteren  Punkt  halbirt  wird,  so  ist  jene  Sehne  ein  Durch- 
messer und  der  Punkt  (^1^1)  der  Mittelpunkt  jener  Ellipse;  mithin, 
nach  der  Lehre  von  den  Pffjepfoaen  der  Punkt  (a;iyiX|)  der 
Hittelpunkt  der  Durchschnitts -Ellipse. 

Fasst  man  die  Ergebnisse  dieser  kleinen  Untersuchung  zu- 
sammen, so  erhält  man  folgenden 


Lehrsatz. 

Jede,  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  berfihrende 
Ebene  schneidet  ron  dessen  Asymptoten-Fläche  Ke- 
gel von  censtäntetti  Inhalt  ab  und  der  Bertihrungspunkt 
liegt  stets  im  Mittelpunkt  seiner  elliptischen  Grund- 
fläehe« 


I 

I    r 


<      • 


»      .    .'     •      ••II 


Uebungsanfgabe  für  Schüler« 

Von:  Herrn  Frsnz  Varfe^tfiager,  Lekenfevertleheroiigt-Caltnhlter  der 

k.  k.  p.  Asieoda  AMecaratrice  in  Tr lest.  ^" 

Wenn  q,  6,  c  und  A,  JB,  C  Ihre  gewGhnBche  Bedentung  bei 
einem  ebenen  Dreieck  haben«  und  J  dessen  Flächeninhalt  1w» 
zeichnet,  so  ist 


.        )*; 


'»  / 


■  •  • 


I  .     I 


»  » 


*  "i  .  ii  «.    ^ 


48i  m$c§agm. 


u 


} 


I 

'  »     >    « 


•■  xiifi.      •    ■  • 

Miscellen. 


ir 


«       ■  < 


;    ' 


A  roccanlon  de  rideotit^ 

I       * 


dont  il  a  ^t^  qaestion  dans  le  T.  XXVI.  pag.  109.  de  VJLrchlr, 
H  est  k  propos  de  remarquer  qo'elle  n'est  eo  effet  qu*un  cas  par- 
ticulier  d'ane  autre  que  voici: 


(A)     s^.iZ^=:±^^^+^f^+'^^+_+^:^, 


de  laquelle,    ei   Ton  poee   saccessivemeDt  0?= — l,  x=i+l,  on 
öbtient  imni^diatenient  Tideotit^  (a)  et  cette  aatre: 

QiHLut  k  ia  formule  g^ji^ale  (A)»  .eile  s'eneait  trte-aiipple: 
meot  de  Tiden tit^ 

'ya.;f^)'^'^'^.^,-^,<tx-^■^?.^-v••^:<**'     ,   .  .  .. 

=  Sj+fnx+\    Ä,(t-l)i  +  3    Ä  (t-l),+...+— , 

▼u  qn'en  vertu   de   la   loi  g^n^rale   dee  norobree   figur^s  (Voy. 
Caucliy»  Coara  d'AnaL  iioJ,^jL  Tbeor.  1.),  od  a 


MiuHUn.  483 


Ä  (l  — 1).   OU       S      H  =m», 

.S  (i-1).  Oll        Ä     (t+D^««,. 

5  (t— 1),  ou      S    (t+2)|  =  1114, 


etc. 
Wester&s»  le  27.  Aoüt  186& 


E.  G:  BjOrHn^. 


Die  folgenden  Worte  bat  Aiigoetin  Caiichy  an  des  trefffliehen 
Binet  Grabe  geeprochen,  in  denen  er  in  wOtdig^r,  eineni*isol\cben' 
Anlaese  ganz  entspreebender  'Weise^  weniger  Bin et's  grosise' 
wlegenecbaltliche  Verdienste,  als  die  Tiefe  seines  fellgiOsen  Be- 
wosstseins  bervorbebt  >  Der  Herr  Heraasgeber  der  ausgezeibh- ' 
neten  Annali  di  sciense  matematicbe  e  fisiche»  aus  denen' 
ieb  diese  Worte  entlebne  (Gingne.  1865.  p.  2^0.)*  Herr  Barnaba' 
ToTtolini  in  Rom,  sagt  als  Einleitnng'Mu  denselben: 

1  seotinienti  dl  cattolica  fede  e  di  pieta  sincera  sonb  espressi 
dal  Sig.  Caucby  in  que^to  dtscorso,  non  nieno  che  in  altre  sue' 
produzionf.    Degnissimi  di  esser  letti  sono  i  due  seguenti  Opuscoli : 

1^.  Alquante  parole  rivolte  agii  uomini  di  buon  senso  e  di 
bnona  fede  da  Luigi  Agostino  Caucby,  nno  dei  Precettorl 
del  Duca  di  Bordeaux.  Traduziooe  dal  Francese.  Modena.  I^alla 
Reale  Tipografia  Eredi  Soliani,  1834,  in  8^. 

2^.    Consid^rationjsi  sur  les  Ordres.R^ligieux,  adress^es  aux, 
amis  des  Sciences >  par  ie  ßaron  August i.n  Caucby^  A(enib|re: 
de  l'Acad^mie  des  Sciences  de  Paris,  de  la  Sociöte  Italieone,  ^e . 
la  Sociäte  Royale   de  Londres,    des    Acad^mies   de   Berlin,    d^, 
Saint -P^tersbourg,  de  Prague,  de  Stoclcbolm,  de  Goettingue,  de  la 
SoGt<$t^  Aro^ricaine,  etc.  Paris,  Librairie  de  Poussielgue-Rusand, 
rue  Hantefeuille,  n.  9.  A  Lyon,   Cbez  L.  Lesne,  1944,  in  8^.    In 
nn  capitolo   di  quest*operetta  intitolato:    Chapitre  VIII.  Le  Reve- 
rend Pore   de  la  Compagnie    de  Jesus    (pag;  36«)  sono  posti  in ' 
piena  luce  gli    enünenti    vantaggi   resi    alla  societä    dalla  .Com- 
pagnia  di  Gesa. 

Discours  de  M.'Augustio  Caucby. 

Messieurs« 

La  mort  vient  de  ravir  k  rAcad^mie  des  sciences  son  pr^si- 
dent;   au  membres  de  rinstitiit,   anz  professeitt^  da  CoA^ge '  d^'' 


4ov  MntX0UtM» 

France,  un  ezcellent  con(r^r<i;.i  «ne  femmey  k  des  enfants,  k 
nne  faniille  ^plor^e,  un  p^r6  tendrement  aim4  et  digne  de  l'^tre; 
k  moi-m^me»  an  ancien  condisciple  et  un  ami.  Binet  a  qnitti^ 
ce  monde  ponr  uu  «onde  meillenr.  £n  pr^enoe  de  la  tombe  qut 
regelt  sa  d^pouille  mortelle»  je  n'essayerai  pas  de  rappeler  les 
importants  travaux  par  leaqaels  it  a  coDtribni^  aus  progr^a  de  la 
g^omötrie  et  de  Titeaiyse  matheniatique ;  il  aera  plus  digne  poar 
\u\,  plus  eonsolant  pönr  nous  d'aci^ter  notre  e^sprit  sur  une  pensi^e 
bien  capable  d'adoucir  nos  regrets.  Binet  n'^tait  paa  aenlemeot 
un  g^omdtre  distingn^,  dou^  d*une  haute  Intdiigeocer  livee  les 
plua  benox-  jB|öniea  des  ai^cles  paaaäa  et  des  tempa  prösents,  avec 
les  Descartes  et  les  Fermat,  avec  les  Hafiy,  les  Ampere, 
lea  Laenn^ee,  il  lüroait  k  remoater  de  la  eonnaiaaaaee  deü  r^ri- 
t^s  scientj£qia^s  aa  Principe  ^ternel  de  tooti»  värkö^  La  nuädkar 
tion  des  lois  aoblimea  qui  r^^giüaeat  le  cours  des  astrea^  qui  eolve^ 
tlanneat  l'ordre  et  rbanti«aie  dana  runivers,  liii  ofrait  satua  eeeoe 
de  nouveaox  motifa  de  bäuir  et  d'adorer  Taulettr  de  taut  -de  bmt- 
veiUes.  La  fioi  viFe  de  notre  confr^re»  sen  Ardeat  attieur  poar  le 
Dieu  auquel  il  rendalt  gloire  par  aea  talenta  et  sea  veirt«»».  p#t 
son  Taste  sayoif  et  aan  in^iiisable  cbaritd^  do*?etft  nouaitiepfeer 
la  douce  confiance  qu'aujourd'bui»  plus  beureux  que  oeua»  plus 
^ciair^  que  nous,  Binet  est  M4  pciiaer  la  Inroidre  a  la  aoarce 
de  toute  lumi^re«  apprendre  des  a^qrets  qjf^  ooua  aemmea  app«- 
l^s  nous-ni4mes  k  conoaitre  un  jour,  en  marcbant  daaa  la  Toie 
qu*il  a  suivie.  Absorbä  par  ces  bautes  pens^es,  vous.'nie  par- 
donnerez»  Messieurs ,  d'en  ahr^ger  Texpression.  La  Traie  doutenr 
8*exprime  en  peu  de  paroles;  et»  It  la  vue  de  la  croix  poaäe  aar 
cette  tombe  en  signe  d*esperance,  je  me  tais,  je  vous  laisse  fran- 
cbir  en  esprit  rinterralle  immense  qui  s^pare  les  sciences  de  la 
terre,  si  ltmlti$es,  si  born^es  en  töus  sens,  m^me  quand  elles  sont 
cuitiT^es  par  des  bommes  dNin  m^rile  sup^rreur,  des  vdritda  subll* 
mes,  de  la  divine  science,  qui  nous  seront  ri^v^l^es  dans  fes  cieux. 
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Literarischer  Bericht 


c?. 


Geschichte  der  Mathematik  ond  Physik. 

Delta  Tita  e  delle  operedi  Leonardo  Pisanop  tDat«^ 
matico  del  secolo  dectmoterfeo;  notiaie  raeeoite  da  Bi^« 
d»«a»rre  Beiie«mp»|paf«  (Dagli  Atti  delf  Atfea«^ 
demia.  Pontificia  de^  nuovi  Lincei  Anno  V.  Seasiooi  1* 
n  •  m.    (1851—1852.)    Roma.  1852.    4». 

Della  Tita  e  d,elle  opisre  di  Gherardo  Cremdiio««» 
tr^dottore  del  «eeolo  dnodecimo»  e  di  Ciherardo  da 
Sabbionetta,  antronomo  del  secolo  d^cimot-orso^  Boti« 
ile  raeeoite  da  B»ld»«o»rre  ■•■eeaipafftti«'  (Da^li 
Atti  detr  Aecademia  PonCiricia  de'  nuoTi  Lincei  Aoao  IV. 
Seosione  VU.  del  27.  Giogoo  1851.    Rona.  186L    4^ 

•        * 

Delle  vereionl  fatte  da  Piatone  Tiburtinot  tradot* 
tore  del  aecolo  duodecimö,  notizie  raeeoite  da  B«  Bon* 
cpmpayiiL    Roma.  1851.    4^. 

Das  groaae,  im  Jabre  1864  eracbienena,  fdr  die  Geacbicbte 
der.  Mathematik  ungemein  wichtige  Werk  Ober  Leonardo  von 
Pfaa  von  Herrn  Baldäasarre  Boncompagni  In  Rom  M  von 
nns  Im  Literar.  Beriehte.  Nr.  XCfX.  S.  1.  angezeflgt  oml  den  Lesern 
des  Archivs  als  ein  sehr  wichtiger  Beitrag  aar  Gesellfehle  dei 
Mathematik  empfohlen  worden.  Alle  Arbeiten  des  Herrn  Bon« 
eompagni  sind  flhr  einen  Jeden ,  der  dem  Stadium  der  GesehieMa 
unserer  Wissenschaft  seine  Zeit  und  seine  KiÜfte  vidmen  will, 
ganz  unerttbehrliefi,  so  dass  wir  es  ßr  unsere  Pflicht  kalten »  4te 
drei  obigen  Schriflen,  wenn  sie  auch  schon  frfiher  erschiene!» 
sfaitty  jelit  Doeh  aozazdgen  «nd  unaern  Leaern  gleiebfalls  zur 
sovgOUigsten  Beaohtang  so  empfeUen«  1$kdm^  wir  nar  lebkaft 
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bedauern,  dass  die  nothwendige  Kfirze  dieser  literarischen  Be- 
richte uns  nicht  gestattet,  noch  näher  auf  diese  wichtigen  Schrif- 
ten einzugehen. 

So  wie  das  im  Jahre  1854  erschienene  grossere  Werk  über 
Leonardo  von  Pisa  sich  vorzugsweise  mit  der  genauen  Cha- 
rakterisirung  einiger  besonderen  Schriften  desftelben  beschäftigt: 
60  beschäftigt  sich  die  obige,  im  Jahre  1852  erschienene  Schrift 
mehr  im  Allgemeinen  mit  dem  Leben  dieses  italienischen  Mathe- 
matikers, seinen  Schriften  überhaupt  uml  den  aqf  den  verschie- 
denen italienischen  Bibliotheken  sich  findenden  Cociices  derselben, 
wobei  wir  wieder  die  vielfachste  Gelegenheit  gehabt  haben,  nicht 
nur  der  grossen  literarischen  und  historischen  Cvelehrsamkeit  des 
Herrn  Boncaropagni,  sondern  auch  der  wahrhaft  aufopfernden 
Hingebung,  mit  welcher  er  seine  Forschungen  auf  einer  grossen 
Anzahl  von  Bibliotheken  angestellt  hat,  unsere  lebhafteste  Be- 
wunderung zu  zollen.  Beide  Schriften  über  Leonardo  von  Pisa 
ergänzen  sich  daher  gegenseitig,  und  nur  aus  der  genauen  Kennt- 
nfes 'beider  wird  man  ein  vollständiges  Bild  V4)n  der  grossen  B»- 
deoCtong  dieses  Mathematikers  gewin 9efi  kup^^ii«  -         -  •  ,*  : 

Die  beiden  anderen  oben  genannten  Schriften  des  Herrn  ßon- 
compagni  beschäftigen  sich  mit  einem  Astronomen  aus  dem 
IStea  Jabrhandert  und  zwei  Uebersetzern  mathematischer  und  an- 
derer Werke  aus  dem  r2t«n  Jahrhunderte ,  wobei  jeder  Kenner 
der  Geschichte  der  Mathematik  sich  erinnern  wird,  wie  wichtig 
gecade  in  dei;  danaligea  üeitperiode.tJeberfletzungen  .cJassi^cher 
mathematischer  Werke  waren.  Von  den  beiden  letzteren  sagt 
Libri  ia  seiner  ,^Hiatoire  des  sciences  roath<$niatique« 
en  Italic.  T.I.  p.l68,  169:<' 

.1,  ^Platon  de  Tivoli  et  Gerard  de  Cr^mone  sont  les  plus  ci\h^ 
bres  parmi  les  traducteurs  italiens  du  douzieme  si^ele.  On  doit 
ä  G^rard  la  premi^re  version  de  TAImageste,  et  k  Piaton  de  Ti- 
voR  la  connalssance  de  plusieurs  ouvrages  de  geom^trie.'* 

Von  der  grossen  Fruchtbarkeit  des  Gbera^do  Cremonese 
werden  sich  die  Leser  einen  Begriff  machen  krfunen,  wenn  wir 
ihnen  sagen ,  daes  Herr  Boncompagni  aufS.  4. 5. 6. 7.  seiner  Schrift 
etwa  80  von;  demselben  übersetzte  Schriften  ans  den  verschieden** 
«teil  Zweigen  des  Wissens  anfahrt,  unter  denen  sich  ullerding« 
auch  das  A Images t,  mehrere  Bficher  dea  Enclidea  u.  a.  w« 
finden^  Ptaton  von  Tivoli  übersetzte  OiA.  auch  die  S.phaecica» 
4ea  Theedesius. 

Wir  müssen  nns  mit  diesen  kurzen  Notizen  Aber  die  vorliegende» 
wichtigen  Schriften  des  Berrn  Boneompagnl  Uer  Mider  begnt^n» 
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sind  «b«^  «uek  4«r  IMnttiig,  daM  dieselben  hiiiteicbtiMl«#m4rer« 
4f«i»  ani  die  Les^f.Auf  die  grosse  WicMigkeit  derseUie«  hieran 
weisen  und  ihre  Uneotbcbriichkeit  ffir  dneA  Jeden»  der  dem  »Shh 
dium  der  Geschichte  der  Mathematilc  seine  Müsse  zu  widmen 
gedenkt,  nachzuweisen.  Dass  der  Herr  Verfasser  auf  dieser  so 
rShmlicben  Bahn  der  Bereicberun«;  der  Geschichte  unserer  iVfs- 
senscbaft  fortfahren  und  dat>s  ihm  die  Vorsehung  dazu  Kraft  und" 
Ausdauer  schenken  müge,  wünschen  wir  im  Interesse  dier  Wis- 
senschaft sehr.  G.       ' 

*    ■  • 

I  «vi 


Mechanik« 

^Q  wie  ich  bei  einem  so  wicfitlgen  Gegenstände,  w^  Poin- 
sot's  Theorie  der  Drehung  ist»  mich  für  verpflichtet  gehal- 
len  babe^  die  von  Herrn  Sajnt-Guiihero  in  den  NouvelJes 
Annales  de  Math^matiques.  T.  XV.  Fevrier.  1856.  p.  63. 
gegen  die  Strenge  derselben  erhobenen  EinwCIrfe  im  Archive 
der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XXVI.  Ltterar.  ^er. 
Nr.  CH.  S.  11.  mitzuthi>i!en :  eben  so  wOrde  ich  mich  zur  Mitthei« 
lung  der  von  Herrn  Bertrand  in  d^n  Nonrelle^  Annales/ 
T.  XV/^af;  KSft.  p'.  187.  gegen  diese  Einwürfe  des  Herrn Saint- 
Guilhelm  gehiachteit  Bemerkungen  auch  daiin  ftlr  yerpflichtet 
gehalten  haben,  wenn  tdi  nicht  von' Herrn  Bert  ran  d  selbst*  in' 
einem  sehr  frenndlicben  und  gütigen  Briefe  (ohneDatam)»  Vkt  den 
ick  ihm  hier  augleich  verhindlicl>st  danke,  aufgefordert  wjoidie» 
vrire,  diese  Mittheiinng  im  Archive  xu  machen,  leh  4«iae  dabdr 
das  Ton  Herrn  Bertra<nd  an  Herrn  Ter  quem  geitebtete  Schneir'. 
ben»   nebst  der  Note  des  letzteren,  hier  folgen:  .  w 

Lettre   sur  la   rotatton   d*un   corps   solide. 
„M^n  eher  roonsienr  Terquem.- 

Lorsqoe  je  re^ns,  il  ^  a  une  quinzalne  d^  jours,  la  novtefld 
litraisoii  des  Nonveltes '  Annates,  je  vous  dcrivis  imiwedlatei^ 
ment  poor  protester  au  nom  des  g^m^tres  contre  les  objeetions 
absolument  denü^es  de  fondenient  que  Ton  t^levait.  9^x  la  .tb^orie 
de  la  rotation  donn^e  par  M.  Poinsot.  M*ayant  pas  alors  sous 
les  yeux  le  Memoire  de  nilnstre  g^omötre,  je  me  bornais  ä  devi- 
ner  d'apr^s  mes  souverifrs;  p^r  qoef  mäfentendu  Tauteur  de  lÜ 
Note  avalt  pu  se  tn^r^hdre'suk''ieb'sens  des  expressioncf  eni- 
ploy^es  et  ttouver  une  erreur  oü  chacun  n'avait' apefgü  jttsqü'ii^t 
qu'un  modele  de  riguear  et  d'ölögance.  Je  viens  df^  l'tftlre '  les 
yif«ni^fiF»p#ge»,.df  c(B  beau^travaiU^.iit.  javou^  quil  yne  semble 
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mAmuiI  de  «öDMMtr  h  vos  ItofteomdW«  Mte-MitMit;  ömk 
l«iii«Dt  fieor '  %wx  qid  B'a«iraieiit  pas   le  inoyeir  Je  r eeoerir 
tiKte*qae  je  votie  «leiMMMle  plaoe  pour  qoekiuc«  expHcaliene, 

J'ooTre  le  Journal  de  M.  LiouTÜle  t.  XVt.  p.  43,  et  jetrouire 
UD  paragraphe  intituU:  Des  forcee  centrifugea  qoi  n'ais- 
eeotde  la  rotatien.  C'est  celui-U  quil  faut  llre  pour  apprä- 
cier  la  valeur  des  objections  dont  je  parle. 

On  y  troavera  d*abord  la  dömonstration  göom^trtqtie  d*Q*  thtfo* 
rtoe  blen  conna  dont  T^noncö  ee  lit  page  44  (lignee  14  k  16} : 

„La  force  centrip^te  n^eesaire  poor  qu'un  point  paiaae  toor- 
«,ner  en  eercle  avec  uoe  viteaae  u  eat  eaprim^e  par  le  carr^  de 
„cette  viteaae  d'maä  par  le  rayon  du  eercle/' 

KT.  Poiiiaöt  ajoute,  II  eat  trat:  ,^La  ni4nie  ezpreaaion  eon- 
ni\tnt  k  un  mouVement  curriligne  qoelconque ....  en  prenant  pour 
/»f  le  rayon  du  eercle  oaculateur  k  ia  coar|ie  dtfcrfte  au  point  qae 
»»Ton  conaidöre.'' 

i  •  * 

Cette  reiparqae^  inutiie  pour  ^e  qai  va  auivre»  est  plae^e  \k 
poof '  rinatruction  da  lecteur,  mais  vous  connaissez  Fadage:  Qu  od 
abundat,  nonvitiat.  Eile  est  donc  parfaitenent  i^gUiaie»  et 
cepeudant,  s'il  fallait  absoliiment  conjectorer^  je  Mie  baltorderaie 
k  dire  que  c'eat  a  cause  d'elle  que  A]L  Poiojvot«  noüalgrö  tonte  jm 
clarte»  n*a  pas  äte  coropria  par  tout  le  monde. 

Je  IIa  ptoa  loi»,  page  45  t  »»Dana  la  qeeation  qol  neoa  •e-' 
Olpe  k...  il  »'y  <^  P^s  ^  iinc^  centripdte  qoi  interTeBtenite  pebv 
(iaire  tovmer  librenient  chaqae  mol^ule  astoor  de  Taxe  (losten« 
tao^)  OZt  »ais  je  consid^re  qiw  sl  cette  foroe  n'y  eat  point,  rien 
n'empeche  de  la  suppoaer,  pourru  qu'on  e»  suppeae  ooe  ^gale 
et  contraire."  . 

Cette  force  centrip^tc  que  rien  n'emp^che  de  sopposer»  est, 
on  le  voit,  celle  qui  ferait  dtorire  k  la  mol^eole  uo  eercle  ri- 
giroreuxp  Rico  n'eoip4cbe  ävidemn^ent  de  la  aopposer,  peorra 
qu'oa  lotroduise  noe  fofce  ^gal^  et  cootrure  qii|  est  |a  force  ceife« 
trifuge. 

Maiotetiant  Fobjection  de  M.  9.-G.  se  r^duit  k  eeci: 

Ppnrquoi  introduisez  vous  la  force  näcessaire  poor  faire  tour* 
per  la  molecule  en  rigneor  autour  de  Taxe  Instantan^?  ie  pr^fö- 
reraia  vous  voir  caiculer  la  force  centripöte  r^lle,  et,  pour  cela» 
däterminer  le  rayoo  de  coorbore  de  la  trajectoire,  trte  diiUreot 
de  celoi  da  eercle  doot  vous  parle«« 

A  ceel  00  peilt  r^ndre:    M.  Pi^iosel  Introdiiil < cette üMee 
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p»tM^#  «\gst'«tH»-lk  fiil*aal'«mnm«d»  paar  Bbn  nisMiteaiMl 
M  ^a'M'fiMiC  la  firfren-et  q«e  rieo  »'«npAcb»  d'intfodiiir«  d«mi  «M 
i^Btto»  &mai  ftroes  dgfti«  et  tontnke»  ^peUe»  ^a'elles  wMeiit 
Ceoi  est  si  vral»  qne  Ton  pourralt,  sl  od  le  ddsirait^  iDiroduire  la 
feree  qve  M.  S.*6.  nomme  la  rtfritable  force  centrtfiige;  mala  je 
a'aper^oia  paa  ä  quri  celte  ihtrodactioa  pourrait  aervir»  «t  il  aemble 
qae  la  ehaiae  dea  rateoiweroaata»  rampue.  alora  d^aia  di^lmf;  «a 
pawrait  plaa  ae  reooaer.  J^Bertrand. 

Nota  da  Rddaotear. 

M.  Poinaot,  malgr^  tonte  aa  clart^,  n'a  paa  i^t^  compria  de 
toat  le  monde.  L*ezpKc&fioi)  ik'eat  dotic  paa  auperflute,  'tb  qoe 
ce  toiit  le  monde  compread  des  esprita  dlatlngu^s.  La  Force 
centrip^te  quo  M*  Poinaot -^valoe  eat  uoe  förce  artfficielle 
poui*  alnai  dire,  trös-commöde  pour  Tobjet  qae  llllastrii  g^öm^tre 
avait  en  vue,  naia  ce  o'eät  pas  la  force  centripöte  rdelle  öii 
teile  qü^dle  etlate  ri^ellerlleDt  M.  Pein  so  (  faltblea  allasion  k 
cefte  diathiction.  La  discossioo  actuelle  inonfre  bien  que  cet(<j 
alluaion  n'est  paa  saffisante.  L*axe  tnstantaii^  de  Tofatlofi  Inatati* 
taii4$e  ne  seralt -iI  pas  plus  convenablement  d^si^^n^  soiis  le  nom 
de  droite  de  repos  instantand?  car,  ä  vrai  dife/il'Wy  a  paa 
de  rofation.  Cbaque  point  toume  aatoar  d'üne  droite  dlev^e  ati 
^entre  de  courbure  perpendlculalrement  au  pfan  osculateur  relatlr 
i  la  trajectoire  ddcrite  par  ce  point.  L'ensenible  de  ces  perpen« 
dicolairea  eat  la  anrface  gaache  de  rotatioo  instantande  poor  ce 
point  Cbacan  a  la  aienne.  Dana  nn  corpa  aolide  en  mourementy 
troia  4*  o«a  aniGftcea  dätanniDeot  toutea  lea  antrea. 


Astronomie. 

Drei  Qaellq^  Qber  den  Kqmeten  von  1656.  Yen  i^arl 
ü.  Littrow,  wirkt  Mitgliede  der  Kalaerl«  Akademie  det 
WLasenachafteo  in  Wien.  (Sitanngaberlcbte  der  Ki^^* 
aevlt  Akademie  der  Wiaaenacb.    April*  18660  ,      • 

» 

Bei  der  Bestimmong' der  Elemente  de«  grossefr  iKometen  ron 
IBBO,  den  wir  bekanntiicb  mit  aiemlleber  WahrscbeiaKebfcelt  awisebeii 
18S6  nnd  M/SO  wieder  sn  erwarten  haben  ^  verarfsaten  alle  aeae* 
ren  Reebner  die  Originalbeobaebtiingen  des  dämaiigeo  haiaerllehea 
Matbematikns  Paul  Fabrlclns.  Herr  Prof.  v.  Llttröw  hat  aleli 
daher  durch  seine  eifrigen  nnd  mtiheroUen  NsehAiraebttagea '  nael 
di^en  Beobsehtangen  etn  neues  grosssa  Verdienet'  an  die  Wis^ 
aeiiselialt  «rwerten,  wdMf  er*  den  btfstsn  Dank  dadttrch'  'getfmtet 
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nocomento  fiber  dieMii  fbrnieten  berWitoscbaCen»  if«lcb«  «r  tte 
dieser  sebr-in^ereMandeii  Abhandlung  nlltiieilftw  Da9t6ff»te  dif«#i: 
llocoroente  ist  ein  tnetnem  Bande  kaiserlicher  Pafente  des  alan«* 
disehen  Archivs  zu  Wien  beindUcheis,  nach  Art  eioes  Placafea 
gedrucktes  Blatt  in  Gfossfolio  mit  der  Dehetschrift :  .^rt>tt  t^mtt 
im  nttfitn  de^LVL  :7ar*  in  (^fkttteid^ttf^intn*'^  miteioec 
den  Lanf  des  Kanteten  darstellenden  Karte,  au  dessen  KenntoMs 
Herr  ?.  Littrow  durch  die  Gflte  des  H^rrn  C.  Denhart  ge- 
langte. —  Das  zweite i  Ist  ein  sogenanntes  Jtidieiuni  (prophetische 
Peu^ung}^  gleichfalls  mit. einer  Karte»  das  die  Ueberschrift  hat: 
,>CojDi|eta  Visus  Men.se  Martio  LVL  Anno*',  das  sich  in  derq 
Besitze  Jes  Herrn  F.  Boeth  in.  Augsburg  fand.  , —  Da9  dritte 
f;ndl|ch.ist  eine  in  der  Bibliotbcik  zu.Woirenbuttßl  befindliche 
Schrilt. unter  dem  Tit^l.:  ^^Vtaitita  auf  ha^  M.  D.  LVIL  5,ar, 
fampt  ün^et^j^ttttj^nnO  trtUtun^f  lt)a0  die  ttid)tiniin§f  aitö 
SeiPff nit^,  I>t0  ver^anj^enrn  nn(  ;uitor  aufititpf^icn  Ko- 
meten. :7m  (eifi^  itn5  fnnfftjif^ftpn  ^ar  ^eiorfeit^  un^  ic' 
tfuUt  ^aht^....  j^efteHet  tut^  K.  Joail^im  ^elltt  net« 
or^nftf n  üflrcttoninm  ^n  ÜOrnlfter^.''  Das  aus  diesen  Schriften 
von  Herrn  v.  Littrow  Mitgetheilte  ist  in  historischer  Rücksicht 
im  huchsen  Grade  interessant,  und  die  gleichfalls  mitgetheilte 
Karte  über  den  Lauf  des  Kometen  ist  naturlich  fijr  Jeden,  der 
sich  mit  dessw  Berechnung  beschäftigen  viill^  von  grosser  Wich- 
tigkeit. 

Ceher  lichte  FSden  im  dunkeln  Fefde  bei  Meridian- 
Instrumenten.  Von  Karl  v.  Littrow.  wirklichem  Mit- 
gliede  der  Kaiserl.  Akademie  der  Wissensch.  zu  Wien. 
(Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akademie.    März  1856.) 

In  dieser  Abhandlung  beschreibt  Herr  v.  Littrow  ein  neues 
Mikrometer  mit  lichten  Fäden  im  dunkeln  Felde;  welches  neuer- 
lich im'  Wienlef  Mittafr^rohre  änsrehracht  worden  ist,  und  sich 
durch  seine  Ldstun^^en  schon  vortrefflich  bewahrt  hat.  Wenn 
auch  zur  Erfindung  dieses  Mikrometers  das  bekannte  Punkt «Mlkm^ 
meter  desHeri»i  Difeetor  Reslbuber  in  Krerosmünsttr  diia  nächste 
Veranlassung  fjtgßheo  hab^Q  Aiag>  so  hat  Herr  Dii^tor  v.  Ljlt 
troir  doch  so  vifll^  neue*  Einrichtungen  angebracht»  dass.  dif 
jetzige  Vortichtung  haupIsSchliob  als  seine  Erfindung  zu  betrachr 
ten.  ist*  Begreiflicherweise  kOnnen  wir  uns  auf  eifie  ausführlichere 
Beschreibung  dieses  neuen  Apparats  nicht  einlassen,,  soi^dern 
mPsftep  deshalb. auf. die  interessante,  sehr  deutttch  verfaHsto.iu|4 
dmdi  «ehraiiflfJbaididie  Zeiebnuiigen  erläuterte  AhhandlMUg^lM 


v4rw^8«i,  kMm  »ter  ;flw  Mvei»  Apfttrat'j^MiraU«  ftir  eine» 
Fortodirlit  iii>  dvr  lieobachteiideti  AelioBoaiie« . 
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.Mau.  tj  k..     .  ,  . 

M.Lartigne  (Schil'f'^capitain.  Ritter  der  Ehrenle-^ 
g'ion):  Das  Wind8y»tcm  oder  die  Luftbeiyegung  an  d*f 
Erdoberriäche  und  in  den  liöheren  Regionen  der  Atmo< 
«pbäre.  Nach  der  zweiten  Ausgabe  deutscji  bearbei^ 
tet  von  Dr.  G.  Tröbst.    Weimar.  Voigt.   11856.    &    18  Sgr 

Die  Devtatl4>n-  der  ronipas^naciel'  so  «ri«  Regeln 
fflr  die  Aofstelliiitg  und  Untersucliung  de»  Coiupasi^ee 
an  Bord.  Ven  J.  C.  Tuxeti,  Pr.>Lieületia»t  in  der  Al«^ 
rine  aiid  Lehrer  an  der  Seekadelten- Akademie  In  Cd-* 
penbagen.  In  das  Deutsche  abertragen  von  IL  €irftff^ 
Navigationslehrer  in  Cirabow  bei  Stettin.  Stettin.  V«iii 
der  Nahmer.   185a    8.    1*2  Si^r.  6  Pf. 

Diese  beiden  kleinen  Schriften  verdienen  der  Beachtung  dea 
inautiscben  Publikums  empfohlen  zu  u  erden. 


i  . 


.    P  h  y  s  i  k. 

Studien  aus  der  höheren  Physik.  Von  Dr.  August 
Kunzek,  k.  Ic.  Professor  der  Physik  an  der  Universität 
zu  Wien  u.  s.  \v.  Mit  64  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.    Wien.  Braumüller.  1856.    8. 

Das  ,yLehrbnch'dei'  Physik  mit  matbemätischer  Be* 
grfindong  fluni.  Gebrauche  In  den  höheren  S^chuLen'enA 
a«ni  Selbetunterrichte.  'Wien  J653/'  desselben  Herrn  Vec- 
liiesers  haben  wir  loa  Lite  rar.  Ber.-  Nr.  LXXXVl.  Sl  11.  aoge« 
aelgt  ood  unsere  Leser  daranf  hmzuweUen  uns  erJaubt«  mit  frei« 
eher  Grandlicbkeit  in  diesem  tfeffliehea  Werke  die  Physik  blosa 
mit  Hülfe  elementar -aiatbematischer  Lebren  dargestellt iist<  Na^ 
tfiriich  aber i kann  die  Elementar- Mathematik  ohne  zu  grosse  Weit-t 
Mufigkeü  den  Sdifler  der  Pkysik  Itamer  mirhisi  ttiieiner.  gew iesen 
Slnfe  f&htfea,  er  -^ird  sieh  bftu6g  nur  mit  einer  getrissen,  Maas 
nfthernngsveiaea  Ehlwiekelung  und  DatsteUui^  der 'Nätuk-gcisetae 
hegnigen  mtisaei  und  kann:  sich  nloht  immer  bis  zu  öderen- alige« 
■Niaalem' A^adrncke  erhehen«'  Dadurch  Uti'der  Hftr  Verfaaaei 
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v^wnlaiiitt  forden,  dleswi  firOherao  «iMiealiff  ffßkMenuk  Werk« 
die  oben  genaDoteD  »»StndleD  ans  der  h^therem  Pfayeik** 
folgen  za  laMen,  in  denen  er  kein  von  der  höheren  Mathematik 
dargebotenes  Hfilfamittel  unbenutzt  liest ,  mit  dessen  Ufllfe  eine 
▼ollständige  Einsicht  in  die.  verschiedenen  Naturgesetze  mit  der 
grOssten  Bestimmtheit  bis  auf  die  kleinsten  Nflancen  gewonnen 
werden  kann  und  dieselben  sich  zugleich  zur  grOssten  Allgemein- 
beit  erheben  lassen«  Er  hat  aber,  ungeachtet  des  sehr  beschei- 
denen Titels  »»Studien'S  noch  mehr  gethan  als  dieses ,  indem 
er  dem  Lehrlinge  auch  rolIstSndig  die  Mittel  in  die  HSnde  gelie- 
fert hat»  welche  ihn  zu,  den  neueren  Ansprfichen  der  Wissenschaft 
genOgenden  Arbeiten  auf  dem  Felde  der  Physik  befiihigen,  wohin 
wir  TorsfigUch  die  seht  voUstämdige  Darstellung  der  verschiedenen 
Interpolationsmethoden;  die  Entwickelung  der  mathematischen  Aiw* 
drfleke,  die  znr  Darstellung  des  Gesetzes,  welches  den  Gang 
einer  periodischen  Erscheinung  bestimmt,  insbesondere  aocb  die 
schonen,  von  Herrn  Ministerialrath  Marian  Kollei:  gegeiienen, 
hierher  gehörenden  Eotwickelungen ;  und  die  mit  grosser  Dent- 
lichkeit  auf  das  kleinste  Detail  eingehende  Darstellung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  rechnen.  So  wie  hier,  zeichnet  sich 
in  allen  Kapiteln  die  Darstellung  durch  Eleganz,  Einfachheit, 
Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  aus,  wobei  zugleich  jeder  Kenner 
finden  wird,  dass  von  dem  Herrn  Verfasser  mehrere  Partieen 
seines  BuchH,  namentlich  die  Lehre  vom  Lichte,  in  welcher  mit 
grosser  Umsicht  das  ausgewfihlt  worden  ist,  was  für  den  Schü- 
ler der  Physik  besonders  wichtig  ist,  um  eine  deutliche,  wissen- 
schafflich  vollständig  begrOndete  Einsicht  in  diesen  interessanten 
Th.eil  der  neueren  Physik  zu  gewinnen,  einer  ihm  eigentbfiro- 
lieben  Bearbeitung  unterzogen  worden  sind.  Nach  diesen  Be- 
merkungen wird  man  unser  Crtheil  gerechtfertigt  finden,  wenn 
wir  dasselbe  dahinaussprechen,  dass  wir  das  von  dem  Herrn  Ter- 
fasser  früher  beraosgegebene  „Lehrbuch  der  Physik  mit 
mathematischer  Begrfindung'*  und  die  hier  besprochenen 
„Studien  aus  der  höheren  Physik'',  in  Verbindung  mil 
einander  i  fßr  eins  der  besten  HfiUsmittei  auf  dem  GeMele  der 
dbotBchen  Literatur  halten ,  um  der  Physik  in  ihrer  weitesten  Ans* 
dehnung  ein  wahrhaft  grändliehes  Studium  widmen  z«  kOnaen, 
wozu  freilich,  namentlich  was  die  „Studien**  betriit,  ein  ziem«> 
Kchei  Maass  von  Vorkenntnissen  aus  den  verschiedenen  Thmlen 
der  niederen  und  höheren  (Mathematik  erforderlich  ist,  ohne  das« 
jedoch  der  Herr  Verfasser,  was  wir  gleichfaUs  filr  sehr  sweek'^ 
missig  halten ,  in  jdieser  Beziehung  fiber  das  hinanagegangen  inl^ 
w«s>  sich  in  den  besseren  und  vollständigeren  Lehrbfichem  der 
hfilMreB  Anafysis  findet    Bicher,  wie  die  verHegendsA,  hsyfistnn 
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fHr  Immer  mit  bMMdeni'groraer  Freude  ulid  besofiders  gromPHii 
IntereMe,  weil  wir,  wie  den  Lesern  hinreichend  ans  unsem  ver» 
scbledenen  Anzeigen  in  diesen  Literarieeben  Berichten  bekannt 
int,  ohne  dem  Experiment  im  Geringsten  seinen  grossen,  unbe* 
streitbaren,  von  Niemand  mehr  als  nns  selbst  anericannten  Wertb 
nehmen  zn  wollen,  immer  hauptsächlich  der  strengen  mathemati- 
schen Begründung  der  Physilc  das  Wort  geredet  haben,  und  darin 
vorzugsweise  das  wirklich  bildende  Element  Air  die  Schflier  der 
huheren  Lehranstalten  finden.  Dass  aber  in  dieser  Beziehung  der 
Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  In  neuerer  Zeit  sich  ganz 
besonders  mit  dem  grossten  Danke  anzuerkennende  Verdienste 
um  die  Wissenschaft  und  das  Lehrwesen  erworben  hat,  unterliegt 
am  wenigsten  jetzt»  wo  das  hier  näher  besprochene  Werk  er- 
schienen ist»  noch  einem  Zweifel. 

Der  Raum  erlaubt  nns  nur  noch  die  Angabe  der  Ceberschrif- 
ten  der  einzelnen  Abschnitte,  um  dem  Leser  dadurch  einen  Ceber- 
blick  des  reichen  Inhalts  und  der  von  dem  Herrn  Verfasser  mit 
grosser  Umsicht  getroffenen  Auswahl  zu  verschaffen :  I.  Abschnitt 
Verfahren,  aus  Beobachtungen  gewisser  Naturerscheinungen  Ge- 
setze zu  ermitteln,  nach  denen  sich  diese  Erscheinungen  entwickeln. 
n.  Abschnitt.  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  III.  Abschnitt 
Statik.  IV.  Abschnitt.  Dynamik.  (In  beiden  vorhergehenden 
Abschnitten  haben  vorzifglich  auch  die  allgemeinsten  statischen 
lind  dynamischen  Gesetze  Berücksichtigung  gefunden»  welche  in' 
den  häufigsten  Fällen  am  Leichtesten  zu  dem  Ansatz  der  Glei- 
chungen fuhren,  durch  welche  die  Auflösung  der  verschiedenen, 
in  der  Mechanik  auftretenden  Aufgaben  vermittelt  wird,  was  die- 
sem Buche  gleichfalls  besonderen  Werth  verleihet.)  V.  Abschnitt 
Gleichgewichts-  und  Bewegungsgesetze  flfissiger  Körper.  VI.  Ab- 
schnitt. Optische  und  einige  akustische  Lehren.  (Dass  dieser 
Abschnitt  mit  besonderer  Eigenthumlichkeit  und  Umsicht  in  der 
Heraushebung  des  Wichtigsten  aus  dem  so  unendlich  reichen  Ma- 
terial bearbeitet  worden  ist,  haben  wir  schon  oben  bemerkt.) 

Dass  dieses  Werk  in  Verbindung  mit  dem  früher  erschiene- 
nen, mehr  elementar  gehaltenen  Lehrbuch  der  mathematischen 
Physik  zn  einer  immer  grosseren  Verbreitung  dieser  allein  wahr- 
haft streng  wissenschaftlichen  Behandlung  der  genannten  herrlichen 
Wissenschaft  beitragen  nOge,  wünschen  wir  sehr,  und  empfeh- 
len beide  Werke  nochmals  als  ganz  vorzügliche  Hfflfsmittel  dazn 
ans  vollkommener  Ceberzeugong.  Wer  freilich  nicht  mit  schon 
früh  geübtem  nnd  gewecktem  Sinn  ftlr  wirkliche  mathematische 
Strenge  nnd  Evidenz  an  das  Studium  dieser  Werke  herantritt, 
wird  vielleieht  wieder  lieber  zu  manchen  anderen,  bei  gewissen 
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Leaten  beliebten»  weit  weniger  streng  wiMetMehaMieb  gebakeiMB 
Lebrbficbern  zarfickicebren ;  dergleicben  Jünger  baiten  wir  aber 
fISr  keinen  Verlust  fär  die  Wissenschaft,  üie  Snssere  Ausstat- 
tang  des  Werks  ist  so  elegant,  wie  sie  nnr  gewOnacht  werden  kano. 

Das  Zodiacaliicbt.  Uebersicbt  der  seitherigen  For- 
schungen nebst  n^uen  Beobachtungen  fiber  diese  Er- 
scheinung In  den  Jahren  1843  bis  1855«  Von  J.  F.  Julius 
Schmidt,  Astronomen  der  Sternwarte  des  Prälaten  E. 
Ritter  von  Unkrechtsberg  zu  Olmfitz.  Brannschweig. 
Brubn.  1856.    8.    22  Sgr. 

Die  sehr  Tieleo  eigenen  genauen  und  sorgfältigen  Beobach- 
tungen des  Herrn  Verfassers  über  das  Nordlicht  machen  diese 
Schrift  für  einen  Jeden,  wer  sich  mit  Untersuchungen  über  die- 
ses noch  In  vielen  Beziehungen  so  dunkele  Phänomen  beschäfti- 
gen will,  zu  einer  wichtigen  und  unentbehrlichen  Erscheinung. 
Ausserdem  aber  ist  dieselbe  auch  in  allgemein  wisseoscbaftlicber 
Beziehung  interessant,  wegen  der  sehr  genauen  Beschreibung  aller 
einzelnen  bei  dem  Phänomen  vorkommenden  Vorgänge,  und  der 
Zusammenstellung  der  Ergebnisse  aller  früheren  Arbeiten  von 
einiger  Wichtigkeit,  und  der  vielfachen  historischen  Erörterungen» 
wobei  die  Darstellung  ganz  populär  gehalten  ist.  Wir  wünschen 
dem  Herrn  Verfasser  von  Herzen  Ausdauer  und  Kraft,  sich,  wie 
er  verspricht,  auch  fernerhin  der  unausgesetzten  Beobachtung 
dieser  wichtigen  Erscheinung  zu  widmen,  aus  der  jedenfalls  der 
Wissenschaft  ein  namhafter  Gewinn  erwachsen  wird.  Der  Haupt- 
inhalt ist  folgender:  I.  Beschreibung  des  Zodiacallichts ;  Rück- 
blick auf  die  seitherigen  Beobachtungen  desselben.  II.  Eigene 
Beobachtungen  über  das  Zodiacaliicbt  von  1843  bis  1855.  III.  Be- 
rechnung der  Beobachtungen.  IV.  Vermuthungen  über  das  Zodia- 
caliicbt und  über  den  möglichen  Zusammenhang  desselben  mit 
einem  widerstehenden  Mittel  im  Sonnensysteme. 

Das  Normalverhältniss  der  chemischen  und  mor- 
phologischen Proportionen.  Von  Adolf  Zeising.  Leip* 
zig.    Weigel.    1856.    8. 

Der  Herr  Verfasser  REhrt  in  dieser  Schrift  einen  gresMii 
TheU  der  in  der  Natur  vorkommenden  Zahlen  Verhältnisse,  naiiient> 
lieh  auch  die  in  dem  Planetensystem  herrschenden  Verhältnisse» 
anf  das  Verhältniss  des  aus  der  Cleonwtrie  bekannten  sogenann- 
ten goldenen  Schnitts  zurück.  Wir  kSnnen  ihm  in  fiesen  Betrsob» 
tsngen  hier  nicht  folgen,   sonders  müssen  lediglich  den  Lesen 
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iÜKMrlMwm,  AA  ms  im  Schrift  aslbat  eia  Drtb^it  w  Mlden«  in 
WM  weit  8i9  dMi  Batrachtungra  des  Herro  VerGaMers  be'vmiitiiii- 
mmi  geneigt  slDd  oder  nicht.  •  i 


Vermischte  Schriften. 

Annall  dl  eeiente  matematiche  e  ffslehe»  compt-- 
latl  da  Barnaba  Tortolini,  Profeaeore  di  Caleole  So-« 
blime,  e  Membro  del  Collegio  Filoaofico  all  'Univeralt« 
Romana,  Profeaaore  di  Fiaica  Matematica  nel  Collegio 
Urbano  e  nel  Pontificio  Seminario,  Romano»  Socio  or- 
dinario  della  Pontificia  Accademia  de*  Niiovi  Lincei^ 
etc.  etc. 

■ 

Von  diesem  treiTlichen  Journal ,  darch  dessen  Herausgabe 
Herr  Professor  B.  Tortolini  In  Rom  sich  aehr  grosse  Ver» 
dienste  nm  die  Forderung  des  Stadiums  der  Mathematik  und 
Pby)iik  in  Italien  erwirbt,  aind  bereita  aecha  Tbeile  ersebienen, 
und  vier  Hefte  des  mit  diesen  Jahre  begWMieoen  sieheaten  Ban- 
dea  liegen  uns  gegenwärtig  vor.  Da  es  aehr  ze  wtesehen  ia^ 
dass  diese  ansgezeldMiete  Zeitschrift  ihres  wiebtigtn  Inhalte  wegea 
namentlich  auch  in  Deatachland  «UgemeiBer  bekannt  werde  ntid 
einen  möglichst  grossen  Kreis  von  Lesers  inde«  so  wollen  wir  toi 
Folgenden  den  Inhalt  der  nna  bis  jetst  vorilegendeti  Hefte  des 
siebenten  TheUs  «ittheüea,  ond  werden  damit  fertfahres«  es  wie 
Qos  die  einzelnen. Hefte  sagehen« 

Gennajo  1856.  Su!  diacriminante  delle  funzioni  oraogenee  a 
due  indeterminate  e  sulf  equazioni  ai  quadrati  delfe  differenze. 
Nota  di  F.  Briosehi.  p.  5.  —  Sülle  funzioni  oroogenee  dt  terzo 
grado  a  due  indeterminate.  Nota  di  F.  Brfoachi.  p>15.  —  Memoire 
aar  le  monvement  de  la  terre  aiitour  de  son  centre  de  gravitä» 
Par  le  P.  M.  Jullien  S.  J.  p.2I. 

F  eb  b  r  a j  o  1856.  Mtooire  aur  le  monvement  de  la  terre  autoar 
de  aon  centre  de  gravitä.  Par  le  P.  M.  Jullien  S.  J.  (Continna-> 
aione  e  fine.)  p.  33.  —  Snr  J'associatlen  de  ploslenrs  eondeasa- 
teurs  entre  eux  poor  mantfaster  les  faibles  doaes  d'dlectridt^.  (Lettre 
de  M'.  P.  Volpicelli,  i  M^  Pouillet.)  p.44.  —  Ricercbeiuipm 
U  piftneta  Giove  fatte  coli'  äquatoriale  di  Mi^ra  aU'  Osservatoiiot 
del  Collegio  Bemano  durante  l'anno  1855  dal  P.  A.  Seccbi  d.  Cd^fL 
p.  51.  ^-^  Sopta  le  forme  omogeuee  a  due  iridetemiiiiafs»  ^o4a  di 
F.  Brioachl.  p.  60.  —  Sopra  una  traaformatione  delle  equazioni 
earatteriatiche  per  an  dliMmiiiiiaots»  .Notadi  F.  BrioachL  p.  64.  — 
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RScercbto  aoaliblehe  sMe  forme  omograee  a  ihi«  tecMeniilnste. 
Nota  df  F.  Briodchi.  p.  OU.  --  Satte  fänzioDi  isobaiiche.  Neta 
di  Faä  di  Bruno,    p.  76. 

Marzo  1856«  Sülle  funzioni  isobariche.  Nota  di  Faä  di 
Bruno.  (Continnazione  e  fine.)  p.  81.  —  Sui  teorema  fondamen- 
tale  deir  Induzione  Ellettroatatica.  Nota  di  A.  Nobile. .  p.  89.  — 
lotorno  ad  un  teorema  di  Abel.    Nota  di  Luigi  Cremona.  p.  99. 

—  ,äiir  Leonard  Bonacoi  de  Piae»  et  aur  troia  ^rita  de  cet  auteur 
publik  par  Balthasar  Boneompagni.  Artide  de  M.  O.  Terquen« 
p.  lUlU« 

Aprtle  I8S6.  Sur  Leonard  Bonacci  de  Pise,  et  aur  troia 
Berits  de  cet  auteur  publies  par  Balthasar  Boneompagni.  Article 
de  M.  O.  Terquem.  (Continnazione  e  fine.)  p.  129.  —  Sulla  dire- 
zlone  degli  aeroatati.    Memoria  di  Carito  Gab uasi.    p.  148. 

Mittbeilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.    Nr.  348—359.    (Vergl.  Literar.  Ber.  XCIX.  S.  16.) 

Die  obigen  Nunmern  enthalten  einen  Aufsatz  von  Herrn 
Th.  Zaebokke  über  das  Grundeis  auf  der  Aare»  mehrere 
AvfsStse  von  Herrn  R.  Wolf  astronomischen,  meteorologischeii 
ond  physikaltschent  Inhalts«  namehtlieh  in  Nr.  356.  eine  grössere 
Abhandlui^c  Beobaehtungen  der  S-onnenflecken  in  der 
ersten  Hälfte  des  Jahres  1855-.,  und  Nachträge  zur  Un* 
tersncbnng  ihrer  Periodioität,  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  Astronomie  popoiaire  von  Arago.  Ans- 
serdem  fheilt  Herr  Wolf  wieder  mehrere  interessante  Notizen 
zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  in  der 
Schweiz  mit.  So  erzählt  er  z.  B.  S.  199.  von  dem  yerdieoten 
Tralles  Folgendes:  „Johann  Georg  Tralles»  ron  Hamburg, 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  an  der  alten  Berner  Aka- 
demie, erhielt  am  18.  October  1800  mit  Genehmigung  des  voll- 
ziehenden Raths  von  der  Gesetzgebung  wegen  seiner  ausgezeich- 
neten wissenschaßlichen  Kenntnisse  und  Helvetien  bereits  geleisteter 
Dienste  das  Helvetische  Bfirgerrecht,  und  nahm  es  mit  Dank  an. 

—  Im  März  1803  sandte  Tralles  von  Neuenburg  aus,  wohin  er 
sich  während  der  bef'm  Sturze  der  Helvetik  entstandenen  Unruhen 
zUrSekgezogen  hatte ,  sein  Entlassungsgesuch  von  der  Professur 
^,  •—  man  glaubte  in   Folge  eines   vorthellhaflen  Rufes    nach 

,«<  —  (Tralles  ward  bekanntlich   später  Professor  und 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin.       G.)  ' 
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MecroloiT» 

Johann  Michael  Joseph  Salomon^ 

corrtB|»OBclir«iide«  MilgUecl  der  kait.  Akademie  der  Wiaeeneckaftea  ia  Wies, 
Doctor  der  Philosophie  and  wirklichee  Mitglied  des  philotophischea  Doctorea- 
ColiegimAt  «A  der  Wiener  UaiTereitIt,  ordentl.  Öffentl.  Professor  der  hfiho- 
fta  MelheHuitik  «ai  k.  k.  polycechnischen  Ia»titiite,  Mitslied  der  k.  k«  Prii- 
fnafs-CoBttiseif^B  über  Lehramtskandidaten  für  Ober -Realschulen,  Gründer 
vnd  Oeneral-Sekretär  der  allgemeinen  wechselseitigen  Capitalien-  nnd  Rea- 
len-Yersichemngs- Ansialt   in  Wien, 

geboren  1793,   gestorben  1866* 
(MltgeUielU  tob  Herrn  Professor  Rogner  in  Grats.) 

iDden  ich  die  Feder  ergreife,  den  BlSttero  der  Gesehielite  das 
Andenken  an  einen  Mann  einzoreihen,  dessen  Namen  Tanseode 
mit  inniger  Dankbariceit»  mit  aufrichtiger  Hochaciittfiig  and  Ver- 
ebrong  nennen,  dessen  grosse  Verdienste  am  die  WissenscbafI 
nnd  deren  Verbreitang,  deren  Anwendung  sam  Woble  der  Men- 
scben  weitaas  Ober  die  Grenzen  des  Gewobnlieben  reicben,  -— - 
will  icb  niebts  weniger,  als  eine  kritiscbe  Beleuchtaag  und 
Zergliederung  der  rastlosen  Thfttigkeit  des  Verblichenen  geben ;  — 
dazu  ftible  icb  weder  die  Kraft  in  mir,  noch  erkenne  icb  meinen 
Standpunkt  als  angemessen:  —  es  seien  diese  Zeilen  bloss  kurz 
susammengefasote  Hauptmomente  und  Resultate  eines  Lebens, 
wie  es  der  Wechsel  und  die  Flucht  der  Erscheinungen  selten 
darbieten,  und  das  In  seinen  Skizzen  schon  die  Theilnabme  des 
Gebildeten  gesichert  haben  mag ;  —  Zellen ,  niedergelegt  als  Dan- 
kesopfer  auf  das  Grab  des  unvergesslicben  Lehrers,  Freundes, 
Vaters  I  — 

Thl.XXYn.Hft9.  2 
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„  J.  M.  J.  Salomon  wurde  (wie  ich  autobiographiacben  NotL 
zen  des  Dahingeschiedenen  entnehme  und  die  ich,  so  weit  sie 
reichen«    durch    keinerlei  Weise  vertauschen   will)   am  22.  Fe- 
bruar 1793   zu  OberdOrrbach,    einem   Ton  WQrzbui^  ein  kleines 
StQndchen  entfernten  Oertchen,  geboren,  wo  sein  Vater  Gegen- 
schreiber (Coütrolor)  bei  der  dortigen  Vogtei  des  Julius-Hospitals 
war.     Den    ersten  Elementar -Unterricht    erhielt  8.    von    seinem 
Vater  selbst,  den  er  schon  als  Knabe  auf  seinen  kleinen  Geschftfts- 
reisen  begleitete ,    und   während    derselben   wurde   sein  Sinn  flir 
die  Schonzeiten  der  Natur  und  seine  Neigung  zum  Stuiiren  mäch- 
tig angeregt.    Bei  der  im  Jahre  1804  eingetretenen  neuen  Orga- 
nisation des  damaligen   Bisthums  Würzburg  Obersiedelte  er  mit 
seinem  Vater  in  die  Stadt  WOrzburg,   wo  unter  der  kurzen  Re* 
gierung  des  damaligen  Kurfürsten  Maximilian  von  Baiern  Real- 
schulen und   zwei  Progymnasien   errichtet   wurden.    In  den  Stu- 
dienjahren 1805 — 6  und  1806-^7  absolvirte  S.  das  Progymnasiom, 
welches  unter  der  Leitung  des  ausgezeichneten  Lehrers  Rieger 
einen  ehrenvollen   Ruf  erworben  hatte,   und  kam  dann  im  Jahre 
1807  an  das  akademische  Gymnasium,   an  welchem  er  die  soge- 
nannten Grammatical-  und  Humanitftts-Ciassen  mit  dem  glilck- 
lichsten  Fortgange  absolvirte  und  sich  vorzüglich  In  der  Mathe- 
matik und  in  der  griechischen  Sprache  auszeichnete.    Im-  Jahre 
1812  bezog  er  die  Universit&t  und  studierte  zunftchst  die  beiden 
philosophischen  Jahrgänge,  wo  er  sich  gleich  im  ersten  Semester 
des  ersten  Jahrganges  in  der  Mathematik  so  auszeichnete,  dass 
er  im   zweiten  Semester  statt  des   ordentlichen  Professors,    des 
Herrn  Dr.  Schon,  und  unter  seiner  unmittelbaren  Anleitung,  die 
Öffentlichen    Vorlesungen    über    die  Elementar -Geometrie   halten 
durfte   und  seinen  eigenen  Mitschülern  ein   PrivatissiBiuti   über 
Geometrie  gab.    In  Folge  dieser  Ausseichnong  wurde  S.  während 
der  nfiehsten  Ferien  zum  Lehrer  der  Geometrie  bei  der  polyteeh- 
niscben  Schule  in  Würzbnrg  ernannt    Im  zweiten  philosophischen 
Jahrgänge  beschäftigte  er  sich  vorzugsweise  mit  dem  Studium  der 
höheren  Mathematik  und  der  Astronomie,  unterzog  sich  am  Schlüsse 
des  Jahres  1814  den  öffentlichen  strengen  Prüfungen,  und  wurde 
als  der  Erste  seiner  Classe  anerkannt,     in  Folge  dieser  wieder- 
holten Auszeichnungen  wurde  er  zum  {Entliehen  Repetitor  üKr 
die  Gymaaslal  <  Classes   des  akademischen  Gymnasiums   emaimt, 
welche  Stella  er  neben  der  obea  erwäbuften  bis  zu  seiner  Abreise 
nach  Wien  bekleidete.  «^  Nach  Veileedung  der  phllesophischen 
Studien  wollte  sich  S.  aussehliesseod  den  mathtmafiscb*  physika- 
lische» Wissenschaften  widmen,  allein  sein  wahrhaft  vilerlieher 
Freund»  Herr  Professor  Dr.  Seh&n»  machte  ihn  Mfmerksaaa,  dass 
Im  Grossherzogthum  Würzburg  die  Aussicht  auf  eine  einstige  Pra- 
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f«Mur  iv  Wille  Fem«  getfldct  Hei»  und  da«8  er  wegen  eeiner'V>er^ 
Uedungen  mit  deo  atigesebeneten  und  einflneereieileteo  Familien 
.der  dematigen  Residenzetadt  auf  der  juridischen  Laufbahn  eiu 
raeebere»  Emporkemnen  mit  der  griissten  Wahreeheintiehkeil  bof-- 
fiau  kOnne,  und  eo  gab  er  dem  Drängen  seines  besorgten  Freun- 
des naeh  «nd  widmete  sich  im  Jahre  1814  u»  f.  den  RechtswSs* 
eeneobaften,  wo  er  In  den  geistreichen  Vorträgen  eines  Rudhart^ 
Schmidtlein,  Kleinschrod  und  Beer  fiir  sehie  au%egebene 
Neigung  im  rmhen  Maasse  Elntschadigung  fand.  Als  jedoch  8. 
im  Jahre  1816  aus  den  CflTentiichen  Blättern  erfuhr,  dass  in  Wien 
ein  gcossartiges  polytechnisches  Inntitul  mit  wahrhaft  kaiserlicher 
Muaificens  errieh tet  werde»  da  erwachte  seine  lang  unfterdrfickte 
LiebÜBgenetgung  für  die  mathematischen  Studien ,  und  es  reifte 
in  ihm  der  feste  Elnteehluss^  seinem  inneren  Drange  zu  folge«« 
Sorgfältig  verschwieg  er  sein  Vorhaben,  aus  BeswgnisiBi,  sein 
Freund  Dr.  Scho.n  konnte  ihn  neuerdings  von  der  Ausfilhning 
abhalten,  und  reiste  nach  Vollendung  des  Sommerkurses  anfangs 
September  nach  Wien,  wo  er  sich  bemühte,  die  Mittel  zur  Deckung 
seiner  Subsistens  zu  finden,  und  war  so  glöcklicb,  durch  die  Em- 
pfehlung des  damaligen  Vicedirectors  der  Realschule  als  Hofmei- 
ster der  beiden  Söhne  des  k.  k.  Obersten  und  Militär -Referenten 
beim  k«  k.  Hofkriegsrathe,  Herrn  Karl  Ritter  von  Mertena  auf- 
genommen zu  werden,  welche  Stelle  er  Eode  October  1816  mit 
einiger  Bangigkeit  übernahm,  weil  er  das  alte  Sprichwort:  „quem 
Dil  ödere»  magistrum  fecere"  aus  der  praktischen  Erfahrung  be- 
reits kannte.  Allein,  sehr  bald  erkannte  er,  dass  seine  Besorg» 
niss  voUig  unbegründet  sei,  denn  er  verlebte  in  einer  buchst  acht- 
baren Familie  nicht  als  Diener,  sondern  als  wahrer  Freund  des 
Hauaes  vier  volle  Jahre  in  den  angenehmsten  Verhältnissen,  und 
wird  die  dankbare  Erinnerung  an  diese  Periode  seines  Lebens 
ewig  in  seinem  Herzen  bewahren*  Im  Studienjahre  1816—17  be« 
«wchjte  S,  am  k.  k*  polytechnischen  (nstitute  die  Vorlesungen  über 
die  höhere  Mathematik  und  Physik,  und  wurde  am  Schlüsse  des 
Schuljahres  von  der  Direction  der  genannten  Anstalt  zum  Assis- 
tenten und  öffentlichen  Repetitor  für  die  h Obere  Mathematik  er- 
nannt und  von  der  k.L  n.  ö.  Landesregierung  als  solcher  bestätigt/* 

So  weift  reden  Aufzeichnungen  seiner  Handschrift;  —  betrafen 
diese  die  Zeit  des  Strebeas  und  Ringens  einer  nach  allen  Rieh- 
iuBgen  wahrhaft  mäanliehen  Kraft,  die  trotz  mannigfaltiger  Hin- 
demisse mit  dem  ehrenvollsten  Erfolge  zur  Thatsache  bringt,  was 
wkä  von  Innen  ans  tbnn  muss,  so  leitet  uns  die  Betrachtung  ihres 
ferneren  Wirkens  und  Schaffens  in  die  Tage  ihrer  denkwürdigsten 
Tftitigkelt,  die  sich  nach  Errungenschaft  einer  festen. Lebensstel- 
lung, die  angleieh  die  schdnstea  Wansehe  erfüllte,  auf  dbs  Glän- 
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ztmigtm  «ntfalleto.  —  Nach  vier  Jahren,  d*  L  im  Jahre  18U  »  wnxdm 
S.  in  Folge  abgelegter  ConcorapHlfiuig  auf  Vorachlag  seiner  Ste- 
dieodlrection  von  Sr.  Majestät  Kaiser  Frans  I,  dem  erlMtbeDee 
Grfinder  des  polytechnischen  Institutes  in  Wien,  zvoi  o.  9«  Pro- 
fessor der  Elementar- Mathematik  ernannt  Vom  Jahre  ISSS  his 
1831  lehrte  er  gleichzeitig  die  Elementar-Mathematik  m  der  strei- 
ten Abthellnag  des  ersten  philosophischen  Jahrganges  an  der  1^  Ic 
Wiener  Hochschnle,  und  im  April  1838  wurde  er  mm  Professor 
der  htiheren  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institete  be- 
fSrdert  —  In  welcher  Art  er  in  dieser  Stellung  seber  Wieeee- 
Schaft  gedient  hat,  ist  keinem  Fachmaane  fremd,  und  «i-eiler 
gedrungen,  als  das  Gehiet  des  Kaiserstaates  einnimmt;  eim  Ver> 
seichniss  seiner  im  Drucke  erschienenen  wissenschaftliclBeB  Ar* 
beiten  wird  schon  allein  durch  den  Zeitaufwand,  den  sie  vercotbea, 
Bewunderung  abnothigen.    Professor  Salomon's  Schriften  sisd; 

1)  Lehrbuch   der  Arithmetik    und  Algebra r  in  5  Auflagen; 
1.  Aufl.  1821.  —  5.  Aufl.  1852. 

2)  Lehrbuch  der  Elementar  -  Geometrie ,  In  3  Auflagen ;  1.  AiilL 
1822.  —  3.  Aufl.  1847. 

3)  Metrologische  Tafeln  über  Hasse,  Gewichte  und  Mfln* 
zen  verschiedener  Staaten.    1823. 

4)  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  in 
3  Auflagen.    1.  Aufl.  1824.  —  3.  Aufl.  1856. 

5)  Sammlung  von  Formeln,  Beispielen  und  Aufgaben  aae  der 
Arithmetik  und  Algebra  in  4  Auflagen.  1.  Aufl.  1825.  — 
4.  Aufl.  1853. 

6)  Logarithmiscb -trigonometrische  Tafeln  in  dentscher  and 
französischer  Ausgabe.    1827. 

7)  L.  Eule r 's  vollständige  Anleitung  zur  Integrahreehnung 
in  deutscher  Uebersetzung  zu  4  Bänden ;  L  Bd.  1828^  iL  Bd» 
1829,  III.  und  IV.  Bd.  1830. 

8)  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  und  Lehrsilne  aoo  der 
Planimetrie.    1832. 

9)  Ueber  Lebensversicherungs  •  Anstalten  Überhaupt  ete.  hi 
2  Auflagen;  I.  Aufl.  1839.  —  2.  Aufl.  1840. 

10)  Sammlung  von  Formeln,  Aufgaben  und  Beispielen  ans  der 
Goniometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  1843. 

11)  Grundriss  der  höheren  Analysis.     1844. 

12)  Die  österreichischen  Staatspapiere  und  insbesondere  die 
Staats  -  Lotterie  -  Anlehen.    1846. 

13)  Die  Kegelschnittslinien   oder  Elesmite  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.    1851. 

14)  Lehrbuch  der  Elementar  -  Mathematik  ftlr  Oher-Reatscbn- 
len,    L  Bd.  Algebra.   1863.    II.  Bd.  Geometrie.    1854 
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15)  Bhw  Inhdtweidio  Reihe  Ton  Aabitieii  ans  verscUede- 
•en  WhnrasGlmfleii  \n  dem  Kaieoder  „Analria''  ?om  Jalire 
MW-^18H6  nnd  anderen  Orten  enthallen. 

Waa  er  als  Lehrer  geleistet,  davon  zeugen  seine  Sehflier,  die 
bis  bente  zn  Tausenden  in  allen  Weltgegenden  zerstreut  nnd 
gHlssten  Tbeils  in  solider,  angenehmer  und  fiir  die  menschliche 
CreseHscbaft  nutzen- nnd  segenbringender  Stellung  leben,  und,  ich 
darf  es  mit  voller  Sicherheit  behaupten,  von  welchen  Allen  er 
die  Thrfinen  dankbarster  Erinnerung  in  sein  Grab  nahm.  — 
Wenn  das  k.  k.  polytechnische  Institut  in  Wien  seit  seiner  Bat* 
stehung  von  Jahr  zu  Jahr  grSsseren  und  wohlttitigeren  Einflnss 
auf  die  technischen  und  industriellen  Interessen  der  Monarchie 
geivann  und  in  Kurzem  zur  technischen  Lehranstalt  ersten  Ran* 
ges  in  Europa  sich  erhob  und  ,,8o  seiner  Zeit  vorauseilte,  dass 
man  namentlich  in  Deutschland  kaum  noch  jetzt  zu  begreifen  an* 
fkngt,  was  es  lange  vorher  bezweckte  und  ausführte'',  so  ge* 
biihrte  der  Ruhm  wohl  vor  Altem  dem  grossartigen,  seltenen 
CMste  seines  Leiters,  und  zunächst  dem  gesammten  Lehrkörper, 
allein  der  Theil,  der  davon  auf  S.  entfkllt,  ist  nicht  der  geringste, 
und,  wenn  das  k.  k.  polytechnische  Institut  „nicht  minder  auch 
Pflanzschule  zur  Ausbildung  vieler  ausgezeichneter  Lehrkräfte 
wurde,  die  auf  den  zahlreichen,  später  zur  Errichtung  gelangte« 
verschiedenen  technischen  Lehranstalten  des  In-  nnd  Auslandes 
durch  Wort  und  Schrift  zur  Hebung  der  technischen  Wissenschaf* 
ten  gedeihlich  wirkten",  so  gebflhrt  wieder  nicht  der  mindere 
Antheil  an  diesem  rflhmlichen  Erfolge  seiner  wohlberecbneten, 
vortrefflichen  Methode.  —  Aber  nicht  bloss  als  Gelehrten,  der  die 
Wissenschaft  ihrer  selbst  willen  hegt  und  pflegt,  und  dadurch  hebt 
«nd  namhaft  erweitert,  nicht  bloss  als  Lehrer,  der  mit  Begeiste- 
rang  zur  Begeisterung  hinrelsst  und  der  Art  Saamen  ansstrsnt; 
dass  im  weiten  Umkreise  und  in  späten  Jahren  noch  erquickende 
Saaten  auAiprossen  werden,  sehen  wir  ihn  unermüdlich  wirken,  -~ 
eine  neue  Folge  der  Zeit  bringt  ihm  einen  neuen  Wirkungskreis» 
dem  er  nicht  mindere  Anstrengung  weihet,  in  dem  er  nicht  min- 
der zum  Wohle  seiner  Mitmenschen  thätig  ist  Das  segensreiche 
Institut  der  Lebensversichernng ,  in  England  bereits  zur  BiQte  ge- 
reift, begann  nach  und  nach  auch  in  Deutschland  Wurzel  zu  fas- 
sen, und  Wien  war  in  den  dreissiger  Jahren  emstlich  beschäftigt, 
die  Monarchie  mit  der  Errichtung  eines  solchen  zu  beglflcken. 
Das  Jahr  1839  Hess  in  Wien  die  „allgemeine,  wechselseitige 
Kapitalien-  nnd  Renten*  Versicherungs- Anstalt"  in's  Leben  treten; 
Professor  8.  flbemahm  neben  seinem  Lehramte  daselbst  die  Stelle 
des  General- Sekretärs,  nachdem  er  frflher  schon  die  Riesenar- 
beit der  Berechnung  der  nOthigen  Tabellen  dieses  Institutes  voll- 
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brachte,  -^  nachdem  er  manchen  Mseen  Kampf  gehimpft  nad 
endtfeh   mit    anerkennongswerthieaier    Arufopferang    der 
vortbeilhaftesten  VeriiÜtafeae,  die  Ihm  nnd  aeinter  berdta   saht« 
reichen  Familie  die  aorgenfreleete  Zukunft  geboten  haben ^  den 
aom  aligemeinen  Wohle  von  ihm  eo  aehnlich  gewQnachten Sieg 
davon  trog,  daaa  daa  Institut  keiner  Actienge$ell«chaft  an» 
heim  fiel,  aondera  daa  auf  echte  Philantropie  baairte  «nd  fiir  die 
Mitglieder    vertheilhafteste   Princip    der  CLegenaeitigkeit 
aar  Grundlage  seines  Bestehens  bekam.    Dieser  Anstalt  lebte  S. 
bis  aa  seinem  Tode  mit  der  Hingebung  eines  Measchenfreandee» 
der  in  den  Daakesthrftaen   von  Wittwen  und  Waisen  steta   nur 
neue  Kraft  filr  immer  neue  Mühen  fand.    Es  war  eine  natfirliche 
und  nichste  Folge,   dass  er  als  eigentlicher  Organisator  dieses 
Institutes  und  in  Folge  seines  trissenschaftlichen  Rufes,    den  er 
erlangte,  bald  vielseitig  in  äbnJicfaer  Beziehung  zu  Rathe  gezogen 
wurde,    und  wir  finden  ihn  dadurch  bei  der  Organisation  mehrer 
neuen  und  Reorganiaation  von  älteren  ähnlichen  Uumanitätsaastal- 
len  tlUUig  mitwirkend;   sein  Scharfsinn,  seine  grAndliche,  omfaa^ 
aende  Sachkenntniss,   seine  Wabtheits-   und  Gerechtigkeitaliebe 
errichteten   ihm  dabei   mandies  unvergängliche   Denkmal.  — * 
Ungeachtet    dieser    ausgebreiteten    NebenbeschäftigtwgiHi»     die 
ihre  Anaiehuagsgewalt  durch  ihre  letzte  unerlässliehe  BegrOndiuig 
in  der  Wisaenschaft  md  ihre  unbeachreibUch  woldthätigen  Folgen 
aufll4en,   Qberlicfert  der   Welt  aelne  Feder  Jalir  um  Jahr  ein 
anderea  wissensebaftliehes  Werk;  nur  wenige  Zeit  seines  Lebens 
war  ihm  zur  Krhohlung  gegdnnt,  noch  weniger  benutate  er  dasu; 
-f^  eine  im  J,  I8d7  unternommene  Rundreiae  durch  Steiermark  and 
llaiiea,  mit  einem  längeren  Aufenthalte  in  Rohitsoh  und  Venedig, 
so  wie  eine  .darenffoigende  grösseni  Reise.  na?|i  Deutacbland,  wa^ 
fen  allein  namhafterer  Art,  nm  seine  vielseitig  und  mstloa  anger 
etvengten   Kräfte   au  atärfceo  und  au  erfrischen^  nnd  4lieotenau 
seiner  Freude,  um  manchen  nachlmitigen  Bund  mit  dem)  einen  4)4fr 
anderen  Gelehrten  zu  knüpfen,  wie  jAb  mnandeir  bisher  bloss  aus 
,»ibrea  Werken*'  gekannt  hatten.   —   Erst   im  J.  1848,  und   zwar 
dnreh  eine  unliebsame  Veranlassung  von  Aussen  skh  gedrungen 
fiihlend,  zog  der  bescheidt*ne  anspruchslose  Mann  sein  30  Jahre 
lang  verechwlegeaest  unbenutztes  Diplom  der  pbiloaopiiisehen  Duo- 
ter^WOrde  an  den  Tag;  -^  in  kuraerZeit  darnach  wurde  er  seiner 
vielen  Verdienste  um  die  Wissenaciiaft  weyin  mit  Naehsicbt  aller 
Taxen   zum   wirklichen  Mitgliede  im   DoctorenGoUeginms   dflr 
^  k.  Wiener-  Univeraität  emaaal^  f*n  die  kaiserllohe  Akademie  der 
Wiaaenacbaften  sandte  ihm  ihre  Ernennung  anm  eorrespondirenden 
Mitgliede  deraelben  au;  —  daa  hohe  k.  k.  Minietesmm  für  Cultsa 
aisd  Unterricht  ernannte  Ihn  zum  Blilgiiede  4f»  Mmn  PriMangn- 
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GamniMMi  Aber  LebrantcfciiidiiUto»  Ar  Ober-ReaUoMaii.  — 
80  ekreDToU  dies«  v#d  ihm  keiiie«w«g8  gevuchten  AmuieicbMn* 
ges  fflr  ibo  wanin^  so  «r«iirieMUBb  die  Wahl  für  die  beabsiebtigr 
ten  Zvf^Am  ywfoeen  iet,  flir  SeloaiDii  ntareo  aie  gevriea  nieiit 
des  VortbaiUMifteete*  —  Dm  UeberMaaa»  vm  Kreftanrvuend«  die 
übemilaaiiie  Aoetrengueg»  die  eeioe  ia  Atbeil  uad  Mßbe  ym%^ 
rficlcte»  Jabre  im  GUnaen  au  fiberwiaden  kalten,  der  Sebmen  über 
durcb  den  Tod  entriaeene  FamilieogUed^,  tiraren  Vmattodeii^  .die 
eein  gewaltiger  Geist  wohl  noch  Jahre  hindarch  ohne  merUicben 
Einflass  auf  sein  körperliches  Wohlbefinden  fiberwältigte,  allein 
in  ihnen  mag  der  Grund  zu  suchen  sein,  der  bis  jetat  in  Scblum* 
mer  gelegene  Krankbeitskeiiiie  endlkA  zum  Ausbruche'  bmohte. 

Der  AprU  d.  J.  Hess  S.  in  ein  Unwohlseh  verfalleiii  dessen 
Symptome  alsogleich  die  grosste  Besorgniss  erregen  mussleni  ^ 
—  am  2.  Juli  war  es  die  zehnte  Morgenstunde,  die  seine  Seele 
in's  bessere  Jenseits  trug! 

• 

Wirft  man  noch  einen  Blick  aof  seinen  Charakter  als  Menadib 
als  Patriot,  ata  Gatte  «nd  Vater,  so  kann  man  Ihn  nicht  minder 
eine  seltene  Erseheinong  aenoea,  welche  die  iDoigste  Hochaehtmg 
akswingt  und  die  <um  so  laoter  an  sollen  Pflicht  iat,  je  weniger 
Beispiele  Aolcber  Art  die  Zeit  anfzuweisen  anQuigi.  Gneigeitr 
«Otekeit,  die  oft  bia  ;a«r  Selbstaifopferung  ging,  .i^hles  wnbrev 
Hamanilätsgeftbl,'«»  strenger^  gneteebiitlertieker  Cerecbliglaiitn 
sinn  naeh  allen  d^eiteo  hin  kannzeicfaiietcfn'  jede*  aeioM  Mandbii^Oa^ 
die  eine  Bescheidenheit  and  Anspreeheloeagkeit.  begleitet^,,  .wie 
nur  wahrer  innerer  Grüaee  ei^an  UlL\  —  seine  Vattorlandsliebn  und 
Bigebenheit  ftür  daa  Kaiaetbaae  bewährte  sich  in  den  Seiten  der 
Netb  trets  dem  Schwanken  nnd  Irren  der  Tage  nnd  -der  UsMier 
bnng,  und  gaben  den  fiberseogendsten  Beweis,  dasa  te  Werte 
aeines  Herzens  waren,  wenn  er  dem  Freunde  in  tranlicber  Stande 
erzählte,  wie  seine  Liebe  zu  Oesterreichs  Herrsdierbane  uad 
dessen  Tugenden  es  auch  Tomebmiich  war,  die  ihn  nach  Oeater* 
leieh  f&hrte,  obageaebtet  ein  nenes  Anstellungs^Deoret  Um  som 
Bleiben  bestimmen  wellte.  ^  Seine  tiefe  Raligiäsität,  die  iba 
atetn  mit  inniger  Ehfforcht  den  Namen  des  Urhebers  aller  Dinge 
nennen  liess,  war  ein  greller  Gegenants  an  maaehem  getetkiset 
Freigeister  der  im  Wahne»  wahie  Wissenschaft  an  beireiben»  dM 
Httehate  und  UeiCgate  der  mensebBeben  Seele»  den  Glauben  an 
Gelt  und  Dnaterblidikeit  an  erscbfitt«  snebt.  —  Ein  solch«  m 
aller  Hinsiebt  grosner  Charakter  kennte  aln  Lehrer  nacb  witfder 
Gbankter  bilden,  und  bleibnnde  mänallcbe  Gesinnung'  and  Hal- 
tung waren  Bigenaohaften^  wnlehe  nelae  Einwirkung  «nf  jedes 
«mpangUche  jngindlidbd  GemOt  seinor.LeitmiSi  j|nr«F«l«l 
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haben  imirat«.  —  Nach  dieses  Grandaflgeo  eeliiee  inneren  V 
darf  es  nieht  berremdee»  dass  man  S.  auch  als  FamilieoTater  alu 
liebeToilsten,  besten,  blngebendsten  nennen  nuss;  —  er  kitte 
Mhe  gehenrathet»  nnd  bald  wnrang  eine  Scbaar  Uibender  Kinder 
neinen  biosüeben  Heerd;  Tier  deneiben  gingen  ihm  Toran  *— , 
vier  nnd  seine  trauernde  Lebensgeftbrtln  beweinen  seinen  Tod.  •— 
nSle  haben  einen  braTen  Mann  begraben»  —  mb  aber,  mir 
war  er  «ehrt**  ^  Er  mhe  sanft,  in  Frieden I 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften.   Sechster  Jahrgang.    1856.    Wien.    8. 

Wir  haben  schon  früher  (m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  XCVII.) 
anf  die  Wichtigkeit  und  den  interessanten  Inhalt  dieses  regelmSssig 
erscheinenden   Alnianachs    einer  der   ersten  und   bedeutendsten 
Akademien  der  Wissenschaften,  die,  ungeachtet  ihres  kursen  Be» 
Stehens,  schon  eine  grosse  Zahl   hOchst  wichtiger  und  mannigftd- 
fiiltiger  literarischer  Arbeiten  geliefert,  nnd  darin  schon  manche 
der  älteren  Akademien  fiberflOgelt  hat,  hingewiesen.    Anch  dieser 
Jahrgang  enthält  wieder  vieles  Interessanls  und  Wichtige.    Ainsser 
dem  höchst  interessanten  Bericht  des  General-Sekretaire  der  Aksp 
dsmh,  Pirefcssers  Dr.  SebrOtter,  iber  die  Wirksamkeit  der  Aka- 
demie» der  wieder  ein  sehr  anaiehendes  Bild  Ton  der  ungemein 
grosssn  Thätigkeit  dieser  berihmten  gelehrten  Körperschaft  lle* 
fert,  enthält  dieser  Jahrgang  des  Ahnanachs  einen  sehr  inter* 
essanten   Vortrag    des   Präsidenten   der  Akademie,   Herrn  Frei- 
berm  v.  Baumgartner,  aber  „die  Macht  der  Arbeit**,  eben 
so  wie  der  vorhergehende  Jahrgang  die  so  ungemein  ansiehende 
und  lehrreiche,  im  Archiv  Tbl.  XXV.  S.57.  mitgethellte  Rede 
dieses  berühmten  Gelehrten  Aber;   „den  Zufall  in  den  Natur- 
wissenschaften** enthielt    Diese  populären  Vorträge  des  Herrn 
Freiherm  v.  Baumgartner    erinnern    uns  jederseit   lebhaft  an 
Arago's  bertthmte  Arbeiten  dieser  Art  und  stehen  denselben  in 
ROcksicht  auf  wahre  Popularität,  Reichthum  an  interessaüten  That* 
Sachen  und  eine  Fälle  lehrreicher  Bemerkungen  aller  Art  keines- 
w^s  nach,  sondern  äbertrefen  dieselben  nach  unserer  Meinung 
noch  in  manchen  Besiehungen,  indem  sie  uns  namentlich  noch 
mehr  als  diese  den  Beweis  su  liefern  sdieinen,  dass  sich  mit  ei* 
nem  wahrhaft  populären  Vortrage  doch  auch  Schärfe  der  Begriffe 
und  wissenschaftliche  Strenge  sehr  wohl  vereinigen  Ussea.    Wir 
hefci  den  aneh  in  physikalischsr  and  meehaniscbsF   Büiaksicht 


\ 


■Mhiflicb  totorastmitMi  VWrlvig  Obei  ,,4le  Haelit  d«r  ArbMt«« 
d«ii  L««eni  dM  Arcbwt  wieder  la  eiBMi  d«r  ptohitfolydtf  Daftg 
nittbeilen  sa  kODoen,  wozu  wir,  wenn  wir  auch  nicht  seÜMt 
▼OQ  der  VortrefBicbkeit  dieses  Vortregs  so  sehr  fiheraea^  wflren» 
schon  darin  Veraolassong  finden  wfirden»  «^eii  ans  so  anser#f 
gtossten  Freude  für  die  Mittbeilung  des  Vortrags  ,,  über 
den  Safali  in  den  Naturwissensebaften**  «ea  an  i4elen 
Seiten  bar  der  wäriasle  Dank  gesagt  woidea  ist»  salbst  i^en  ^basb* 
geteilten  Minnerp ,  die  rieb  nicht  Mathematiker  ader  Rbyalkss 
aeanan«  Auch  der:  ,«Gold»  Kopfer,  Eisen**  Qbarsehriabaae 
Vortrag  des  Herrn  Akademikers  Zippe  ist  stJir  leseaswertb  and 
▼erdient  den  Lesern  des  ArchWs  empfohlen  sn  werden.  Ausser- 
dem enthält  dieser  Jahrgang  des  Almaoachs  noch  da?  Lebei) 
Prechtl's  (schon  mitgetheilt  im  Archiv  Tbl.  XXVI.  S.  991.) 
und  biographische  Notizen  Ober  Paul  Bein  rieh  F.nss  (S.  119,} 
nnd  Gauss  (S.  123.) 


Vermischte  Schriften. 

Annall  di  scienze  matematiche  e  fisiche«  compllati 
da  Baroaba'TortoliDi.    (Ver^l.  Literar.  Ber.  Nr.CV.'S.  11.) 

Maggie  1880.  Sutia  dlveiioni  AsgH  a^rastdU.  Msmeda  dl 
Oarl-e  Gabussi  (Cootlnaastone  «  dne). 'p.l6L  ^  -Nottsla'suUe 
piü  recenti  seeperte  fatte  Intorae  agil  «neM  di  Satamo.  Neta  ddl 
P.  A.  Sechi.  p.  194. 

Giugne  1656.  Netizia  snlla  plü  reoentl  seopevte  falte  Morne 
agil  anelK  di  Satamo.  Neta  del  P.  A.  Seoohl  (Centinnazione  e 
fine)  p.  209.  —  Sopra  una  formola  di  trasformazione  pe  le  «erie 
doppiamcpte  infinite.  Nota  dl  F.  fir i ose hi.  p^  214»  -r  Pi^corso 
de  Sig,  Agostino  Cauchy,  in  occasione  de  fuHf  ra|i  de  Sigr  J^Mt 
p,220«  -^  3iilLa  risuUaote  di  qp  nocperp  cj/vo^upfo^  d'cquiiaioni 
algf brich«.  Teorema  generalf  di  f.  Fa^  di  Brvap.  p.  238,  -^ 
Intoroo  la  integrazione  delle  funziooi  irjc^ioaallt  ffpta  dl  F.^Ji^r 
soratL  p.223.  —  Ricerche  algebriche  suUe  forme  Binarie.  Me- 
moria di  F.  Brioschi.  p.  231. 

Luglio  1856.  Ricerche  algebriche  sulle  fprojt^ ßioaricu  Bb- 
rooria  di  F.  Brioschi  (Continuazione  e  fine).  p.  241.  -^  Caicul  des 
expresslo»  gdn^äles»  qui  donnenl  la  vakm  des  diirsss>i^ldibents 
da  r^Wpse  et  de  fbyperboie.    Par  '«laefges  Aovtlir.  p.  Stt.-«^ 
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Galool  des  «zpreMioos  g^drale*  ^  ^oi  i  d#Dii0Dt  la-  v«leur  d^  di* 
▼ürs  MmmmtB  de  la  paiabola*    Par  George«  Dostor.    p«  960. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserliclien  Akademie  der 
WisaeDschaften  zu  Wien.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CD.  S.  15.) 

Jahrgang  1855.  Band  XVlIi.  Heft  1.  S.  87.  FrECscb: 
Uetiwr  die  VorausbestiromuDg  der  Lufttemperatur  aus  dem  Ter- 
haften  des  Barometers.  —  S.  110.  Haidioger:  Ein  opHsöh-mi- 
Demiogischer  Aufsehraube-Goniometer.  —  S.  143.  Knochenhaaer: 
Oeber  die  gemeinsame  Wirkung  zweier  electrischer  StrCme. 

.  Jahrgang  1855.  Band  XVIH.  Heft  2.  S.  274.  Zenger: 
Ceber  die  Aowendung  von  Muitipticatoren  als  Mess- Instrumente 
continuirlicber  Strome  in  einer  abgeänderten  Construction.  — 
S. 311.  Seid!:  Ableitung  der  Cassinoide  aus  dem  Schnitte  eines 
Rotationskörpers.  —  S.365.  Zantedeschi:  Serie  di  memorie 
risguardanti  la  statica  e  la  dinamica  fisico-chemica  molecolare; 
dei  S^  Professore  Zantedeschi  e  D^.  Ingegnere  Luigi  Ber- 
lin et  to,  assistente  alla  Cattedra  di  Fisica  neu'  J.  R.  Coiversitii 
diPaaova.  — '  S.  369.  A.  v.  fittingshausen:  Geber  die  neueren 
Formeln  ßlr  das  an  einfach  brechenden  Medien  reflectirte  und  ge- 
brochene Licht    (Sehr  zu  beachtende  Abhandlung.) 

Jahrgang  1856.  Band  XIX.  Heft  L  S.  1.  Grunert:  Neue 
näherungsweise  Auflosung  der  Kepler'schen  Aufgabe.  —  S.  105. 
Hirsch:  Voraasberechnung  der  totalen  Sonnenfinsternis«  am  18. 
Joli  1860*  —  S.  226.  Grailich:  Brechung  und  Reflexion  des 
Lichtes  an  ZwiUingsfl&cheo  optisch -einaxlger  Krystalle. 

Jahrgang  1856.  Band  XIX.  Hft.2.  S.237.  Zantedeschi: 
Del  Densiscopio  differeotiale  di  alcuni  llquidi.  —  S*  374.  B  0  h  m : 
Ueber  Gaslampea  und  GaKofen  zum  Gebrauche  in  chemischen 
Laboratorien. 

Jahrgan;g  1866.  Band  XX.  HeftL  S.  167.  FiallcowskI: 
Bestimmung  der  Axen  bei  den  Ellipsen.  —  8.225.  Müller: 
Üeber  diejenigen  Kugeln,  welche  die  Kanten  eines  beliebigen  Te- 
traeders berühren.  —  Littrow:  Ueber  lichte  Fäden  im  dunklen 
Felde  bei  Meridian -Instrumenten. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  scientiarum  Cpsalien- 
sis.    Seriei  tertiae  Toi.  I.    Upsaliae.  1855.  4. 


la  diesem  neuesten  Bande  der  Schriften  der  KoDiglicfaeD 
Societit   der  Wissenschaften   su  Cpsala,   mit  welcheni 
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die^e  I  bartlbittte  ^lekriei  •KOrpersehaft  ^p  mq6.  Bfrihr  Aef^ :  kost- 
baren Samrolang  Ihrer  Schriftea  beginnt,  befinden  sich  die  fo\^eDr 
den  trefflichen  und  wichtigen  mathematischen  und  physikalischen 
Abhandinngen»  auf  die  wir  unsere  Leser  gans  besonders  aufinerk* 
sam  XU  machen  nicht  verfoUeH: 

I.    Sur   les   conditions    d'intägrabilitö   de  l'^quation 
difftfrentiel  du  second  ordre 


^(a:)  +  94(a?)  ^  +  9>(ar)  =0 . 


9ii(j?)  dösignant  uoe    fonction  entiöre   de  x  du  degr^  n» 
par  A4*  Ferd^.  BvmnheWfS»  pag.  I.'  (ß^hx  beaohteoawerlhe  Abhandl.) 

IIL    De   functione   quadam  transcendente.     Auetore 
Chr.  Freder«  Undmann»  Lectore  StregnesensL  pag.  137. 

(Die  Funetion,  mit  welcher  tich  diese  «chone  Abhondlaog  beechäftigt, 
lit: 


£r(a)  =  /     X  cotiaa:€bp.) 


IV.  Memoire  sur  la  iemperature  de  la  terre«  ädlff^- 
rentes  profondeurs  k  üpsal»  par  Andr.  S.  Anystrdm« 
pag.  147. 

(Diese  wichtige  Abhandlong  iet  eehon  im  Literar.  Ber.  P9r.LXX¥I. 
S.958*  aageseigt  worden.) 

VII.  Sur  rinti^gration  des  ^quations  diffdrentielles 
du  second  ordre,  par  Ad.  Ferd«  Syrmnher^.  p.  261. 

(Die  DifferentialgleichoDgen ,  mit  deren  Integration  sich  der  Herr 
Vf.  in  dieser  ansgeseichneten  Abhandlung  beschäftigt  y  sind  unter  der 
allgemeinen  Form 

VQ  /  eine  b«liebige  FonctioD  beBaiofaaett  entlialt«B>) 


tm  Vtrift^  VM  Onneker  und  Huniblot  in  Berlin  Ist 
8ö  eben  erschienen  iind  in  allen  Baehhandlungen  za  liaben: 

Theorie 

der 

Determinanten 

ond 

ihre  hnnptslchliehen  Anwendangen 


Dr.  X^anee$o  Brio$chif 

ordeotlichem  Professor  der  angewandten  Mathematik  an  der  UniTersital 

PaTia. 

Aus  dem  Italienlselieii  tbersetct 
Mit  einen  Vorwort  toh  Pf^ofessor  Sclieilbach. 

gr.  4.    geh.    Preis  1  Thlr.  6  Sgr. 

Bei  der  grosseq  Wichtigkeit,    welche  die  Theorie  der 
JDetetititnan'ten  durch  ihre  Ausbildong  und  vielfbcbe  Axiwen- 
dang  in  fast  liD^n  Gebieten  der  Mathematik  erlangt  hat,  ist 
ein  Yoflst^diges  Lehrbuch  derselben  schon  längst  wünschens- 
werth  gewesen.    Die  einzelnen  Abhandlungen  ausgezeichne* 
ter  Mathematiker  fiber  diesen  Gegenstand  sind  ohnedies  in 
den  verschiedenen    dt^utschen    tiAd    aiiswärtigen  Journalen 
zerstreut  und  daher  wird  es  den  Gymnasiallehrern  und  Stu* 
dierenden  kaum  ttiOglich,  sich  den  zum  Selbststudium  ndthf- 
gen   Stoff  zu   verschaffen«     Deshalb  wird   das   vorliegende 
Werk  des  Professors  Brioschi,  welches  die  gesammte  Theo- 
rie  der  Determinanten,   so  weit  deren  Entwickelang  bisher 
fortgeschritten  ist,  in  klarer^  Asslicher  Form  wohlgeordnet 
darstellt,  eine  wesentliche  Lficke  ausföllen  und  sich  wegen 
der  vielen  Anwendungen  und  Beispiele,  die  jedem  theoreti- 
schen Satze  folgen ,  ganz  besonders  zum  Lehrbuch  und  zum 
Selbstunterricht  eignen. 


UtmwriBcK^  §0H0ki  Cfll  ] 
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Wilhelm  Gottlhelf  LphnnanDy    :  . 

Dir«elor  der  Königlich  SftclMiecheD  Cameral^YeraiCflmiiigt 

■    '  »j  •  .  . 

ireboren  am  31.  Jannar  1796        i  ».      ^ 

•'  "...  «w«  v^i.         .«^*>  f   ««^  Dre«dek  ■ 

geitorben  am  20.  Februar  1840  1 

(Dem  ArchW  gütigst  mitgetheÜt  Ton  Hmn  Director  v.  liiUrow  1&  Wien,' 
Diidi  ihm  ircm  Herrtt  J.  W.  Olier  in  Dretdtn  gemacbMn  ■ckriftliokca 
MiUhtilangen.    Herra  v.  Littroit  dafür  niMer»!  Tarbiadliehttea  Dank.    O.) 


■I ;  I 


Lobrnifinii's  Vater,  der  Burger  und  Ziegeimeiater^Wilbelm. 
Gott.h.elf  tiohriDano,   war  ein  .sehr  achtbarer  , find  |n .  fteineia* 
Geschäfte   erfahrener   Mann,    welcher   für  die  Erziehung  aeinea 
Sohnes  nach  besten  Kräften  wirkte,  uni  ihn  einst  aa:eioefi  tuch«. 
tigen   und  dem   Staate   nutzlichen   Manne  .  heranzubilden ;;    seine . 
Mutter    Sophie,  geb.   Michaeli 9.,    suchte  schon    fröh^.  in  ihm.; 
strenge  Religiosität  und  einen  kindlich  frommen  Sinn  «u  wecken* , 
Von.  180i{  an  besuchte  Lohrmann  die.  damals  ip  vorziiglichem  . 
Rufe  stehende  Garnisonschule;  unter  Leitung  ihres:  würdigen  Re- 
ctors>  des  Cantors  P feilsch midt^  genoss  er.  Tortrefflicben  Dn- 
tc^rricht  und  erwarb  sich  sehr  bald  die  höchste  Zufriedenheit  .seiner 
Lebrer;   geistig  und  körperlich  reich  Teriiess  er  in»  Jahre  1810 
Aese  Schule  und  ward  im  März  dieses  Jahres  in  der  Kreozkirche 
eonfirmlrt    Von  1811  an  beaachte  Lohrmann  seinen  und  seines 
Vaters  Wtosdieo  ^gemäss  die  Bauächiiie  an  Dresdai ;  ^Iri  aus« 
serördeiitllobaa  oMithematlsebes  Takot;  da«  sieb  schob  fiüte)r  la 
danii  KnaboB  etfsnibarte«   •ivlwi«h^lte'*alcb  bfef '  noch' iatt4ri   oiid  ' 
wie  er  iiK-der  iScbale  ein  vonOglleber  SehOler  geWoMri,  M'tbigl^ 
sMi  antb  hier  seio  a«iaerwrdeatttab«r  VMss  und  erwteb  Mia  aueb 

TkLXxvu.  Hrta.  s 
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U«r,  wo  6r  bis  1814  mit  regem  Eifer  flfr  seine  Znkanft  wirkte, 
die  bScbete  ZafriedeDbeit  eeioes  Lehrers »  des  Hofbaameisters 
Professor  Hdlser,  und  die  besondere  Zuneigung  des  Akademie» 
Directors»  des  berflbmten  Professors  Seydelmsnn. 

Lobrmann's  brave  Leistungen  erregten  bald  Aofmerksami- 
kelt,  und  ihnen  verdankte  er»  dass  er  schon  1815  eine  Anstellung 
als  Landmesser  erhielt  und   ihm  vom  Ministerlo  des  Innern    der 
Auftrag  ward»  sein  Vaterland  zu  bereisen  und  den  Plan  so  einer 
Landesvermessung  zu  entwerfen»    wobei  sowohl  sein  Ruf  immer 
mehr  wuchs»   als  sich  nuch  seine  Gesundheit  durch  Ciewöhnang 
an  Strapazen  tcrüftigte.  -»-  Das  Jaihr   I8lt  war  itr  4f^hrmann 
von  besonderer  Wichtigkeit»  denn  am  1.  April  ward  er  als  Con- 
dncteur  bei  der  Landesvermessung  angestellt;  wie  aber  das  Gluck 
dem  Menschen  nie  ungetrübt  wird»  so  auch  hier;  am  24.  Decem* 
ber  dieses  Jahres  verlor  er  durch  den  Tod  auch  seinen   Vater» 
dem  die  Mutter  schon  früher  vorangegangen  war.    Anstrengende 
Berufsarbeiten  Hessen  Lobrmaha  sehr  wenig  Mossestundeo,  In 
diesen  kesokiftil^to  er  siöh  mit  deA  Sludfnm  der  Astrondnrfe  mnd 
namentlich  mit   der  topographischen  Darstellung   der   sichtbaren 
Hondoberfläehe^  diese  letztgenannte»  im  höchsten  Grade  mfihsaroe» 
bis  jetat  unfibertroiTeoe  Arbeit  unternahm  er  im  Jahre  1821  baopt- 
sichlich  nach  einer  ihm  von  Encke  mitgetheilten  Methode,   und 
vollendete  sftmmtlicbe  Zeichnungen  in  einem  Zeiträume  von  fünf- 
sbbb  Jakreti.    Mit  der  Redaction   de»  erläuternden  Textete,    an 
dessen  Bearbeitung  Lohrmann  durch  dringende  Berubgescbifte 
vbrblna^rt  ward»  ist  gegenwärtig   fär  die   6arth'*Ädi'6  V^rlags- 
lAmdMtfg  in  Leipzig Berr  Julius  Schmidt  beschäftiget»  titid^ann 
nfäte  'ffifemnucb  das  vullige  Eirscbeinen  dieses  Wichtigen  Wierkes» 
desseb  Publikation  'irchon  Lohrmann  begaifn  und  das lüdi  s^IlWI 
n'ebbli  Mä'dler's  YfbBlicVeV  Selenograpfaie  behauptet»  in  nftbhätitfr 
Zükunft'eiivarten.  ZttreitcMne  Schriften:  »»Das  Planetebsystetti 
d^'rlSöYin^;  Dresden  in  der  Rittner^schen  l^ünstbcitidl.  1822^ 
uMfi  ;»'BWc%Veibting  des  mathematischen  Salons;  Dtek- 
d^n  bbi  ÄVtilbia*'  haben  Lob'rAiann    ebcftifklls  zum  TeriasiTeh 
AMi^.  99ili  )(8Sä  rfnt^m^hib  *et '^infe  Rei^  diirch  Deutschland  btoU 
die  SA^Ab»  Voh  wel<?her  er  am  4.  Sepfemb^r  zurfickkeli^t^.    Aib 
U.  l^efefUä^  1823  ivätä  Li/britia'nn  min  V^rin^ssutf^fb-lnsi^^i^tcit 
bSfiiraM. 


Am  428^  Jsnoar  iI887  «b  Lrotorman«  wiederaili  seili  seilst 
so.  m^geslOrtes  hänslicbes  Leben  dorA  den  Tod  seiMr  CSktHa» 
mi«  w^lehoff.  er  sich  im  Jahre  1810  «etbeiiwthet  «Mte»  «die  ihm 
aebt  Jsbre  l«ttg  liebend  Mr  Seile  ^gestandtfn  itod  «Ine  «sorgende 
Mutter  ibter  Kinder  gewoMb  wAi,   d^ren  *sie  ib«i  w«liifMril'siiier 


Ul0raH9€kef  Beri€H  Cflh 


ftHEcklthm  Bhft  Mohs  ffMchenkt  kalte,  g«Mb«;  m  kaH  tk»  dli»^ 
Mt  Seklii«  kraf ,  «kle  ar  doek  k^kie  nacktkeOigao  Folgen  e«f  eeb 
Bemfalekett,  und  ala  Beweia  der  koke»  ZufrledeDkeit»  die  Ikai 
aekie  Leiatfuigeii  fortwSkrend  erwarben,  ward  er  an  9&  Ne^reaa» 
ke»  deaaelkea  Jakrea  srnn  Oker<rIna|»e€tor  des  natbemalieekee 
Salena  eraannt  -i^  Im  folgendea  Jahre  Übemahm  er  «Ke  ebren« 
velle  Stelle  ala  Vorsteker  der  techniaebea  Bilduagaaaatalt  «ad 
eerketralkete  aick  wieder  am  17,  Februar  mit  der  swetten  Teok* 
ler  dea  veratorbeaen  CeneialalabftiMedieoa  Ui.  Ri^aebi||.  Maak 
6  Jlabree,  welebe  er  io  aehier  vieUacheii  Berufatbitigkeit  ia  ^Jlge» 
aieineff  Aaerkenanag  aabraebte,  trat  er  aach  CSeatlieb  mit  mfia^ 
lieheai  Vertrage  tor  ein  geUUdetea  und  aua  den  b&beren  Stftadea 
beatebendea  PuMibim»  indem  er  am  9.  März  183^  aeiae  Varia* 
«uageii  ftber  Aatroaomie  erSffaete» 

Aua  aeinem  ruhigen,  durch  keine  StOrung  l^iia  jetzt  uiiterlin^ 
ebenen  Amtslehen  rief  ihn  1836  eine  an  ihn  ergangene  ^ufforde- 
rpng  nach  Eoigland  zu  reisen»  um  daselbst  die  vorzQglichatee 
Eisenbahnen  zu  besuchen,  die  ausgeführten  oder  in  AusfOlirung 
begriffenen  derartige^  Ba^iwerke  In  Augenschein  zu  nehmeQ  un^ 
die  Erfahrungen,  die  man  bei  Eisenbahnbauten  In  England  Mr 
macht  hat»  so  wie  die  Grundsätze  kennen  zq  lernen»  die  man  ra 
dergleichen  Cnternehmungen  zu  befolgen  sich  Teraitlaa^t  f^ni^ 
Er  unternahm  diese  Reise  mit  dem  Kaufmann  Wi^ck  aqs  Bar- 
thau  bei  Chemi|itz  und  erhielt  durch  gute  Enipfehluugjen  Eintritt 
hl  die  Institution  of  tbe  Civil  Engineers  in  London »  sq  wie  aock 
|>el  dem  berfihmten  (Mechaniker  Robert  in  Manchester.  Aucl| 
bei  den  yielftitigen  Versuchen  unserer  Zeit»  Eisenbahnen  zu  bi|- 
dee»  wusaten  die  Vorsteher  solcher  Vereine  d>e  grfin^licbea 
Kenntnisse  und    den  erfindungsreichen  Geist  Lohrmfinn'a  — 


wohl  z«  wfirdigen»  indem  sie  bei  der  Errichtung  der  Leipzig- 
Dresdener  Eisenbahn  ihn  zu  Rathe  zu  ziehen  nicht  Teraffumten  und 
ihn  Im  Jahre  1838  mit  der  Leitung  der  Anlage  einer  aolchen 
Bahn  in  die  Oberlausitz  und  das  Erzgebirge  beehrten.  Im  Jabre 
183A  hatte  er  seine  Arbeit  über  den  Mond  beendigt  und  lieae  %m 
eine  Uebersichtskarto  in  kleinerem  Maassstabe  erscheinen»  nach* 
dem  Mädler  ihn  mit  der  Herausgabe  einer  vollständigen  Topo* 
grapbie  unseres  Satelliten  ydllig  fiberbolt  hatte. 

Naobden  er  neben  längere  Zeit  achfttshare  Beiträge  lu  den 
•MitllieUmgea  dea  slatiatiaalieB  Vereins  geliefert  fiatte»  übernahm 
0f  nadi  Jea ^aerdlepten  Dizeetora  .und  Kammerratka  von^Seklie- 
'be*  fTeda  die  Jlemoagabe  dar  .beiden  lataten  Liefemagen  erwähn« 
Aen  Wwfces.  As  17.  Jhtnnar  1840  ward  Ihm  ein  neuer  Bewala 
des  Tollsten  iZatranena  und  .dar  gritoaten  Zofriadankelt  deiner  Bw^ 
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hSüdmk.m  TbeU,  bdemman  lim  «an  Direeter  dto  CaneTai-Ver* 
uiMflUBg  emaobte»    Nach  dem  Rathsdiluaae  d«6  HHttmels  «oMte 
die*  diir  leiste  und  höchste  Puokt  seiner  irdUehen  Laatbabn  «ein; 
WMig  Tageaach  dem  Antritt  fieinea  448teii  Lebenajahrea    vrard 
er  idair  IL  Februar  von  dem  damals  io  Dreaden  hefHg  n-fiCliendea 
Nenrbofieber  befallen,    and   kaum    1    Monat  nach   Antritt   «einer 
beoen  Stellang  unterlag  er  am  20.  Februar  1840  der  furcfatbarea 
Krankheit    Fänf  Kinder  und  eine  trauernde  Gattin    verioren    la 
Ihm-  einen  aorgeiiden,    liebevollen  Vater  und  treuen  Gatten-;    on^ 
aiUige  MitteUoae  und  Arme  einen  Helfer  und  Wohltbäter;    ftinf 
Kinder  waren  ihm  bereits  vorausgegangen  in  die  Ewiglieit,    nnd 
noch  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  betrauerte  er  den  Verlust 
eiiiea'  Sohnes  $    In   der    Fdlte  seiner  Gesundheit   ahnte  er  nicht, 
dass  er  so  bald  wieder  mit  ihm  vereint  sein  wörde.     Am  23.  Fe> 
bruar,    Nachmittags  3  Uhr,    ward   seine  sterbliche   Hülle    unter 
Begleitung  sämmtlicher  Verwandten  und  Freunde  uqd  einer  gros- 
sen Zahl  seiner  Verehrer ,    so  wie  auch  sämmtlicher  Schüler  und 
Lehrer  der  polytechnischen  neuen  Anstalt  auf  dem  Eliaskirchhofe 
bei  Dresden  dem  Staube  zurückgegeben/    Ein  schmuckloser  Stein 
deckt  seine  irdischen  Ceberreste.  —  ,,  Sanft  ruhe  hier  was  sterb- 
lich injhm  war,  der  uns  auf  so  manchem  ernsten  Berufs wege  als 
Fflbrer  voranging ;  als  ein  Vermächtniss  von  ihm  bleibe  uns  sein 
Berufseifer/'  —  Dies  sind  die  letzten  an  ihn   gerichteten  Worte 
seines  langjährigen  Freundes  und  Amtsgenossen  Professor  Dr.  Lowe, 
-r-  Körperlich  war  Lohrmann  ein  grosser,  ivohlgebauter  Mann  von 
frischem  Aussehen;  sein  freundliches,  bescheidenes  und  oft  kind^ 
liebes  Betragen  zog  Jedermann  an.    Dem  VernehmBu .  nach  wird 
der  „Topographie  der  Mondoberfläche '%  von  welcher  wir  nur  die 
1.  Abtheilung,  beiläufig  ein  Fünftheil  des  Ganzen,  noch  von  Lohr* 
mann  selbst  erhielten»    sein  wohlgetroffenes  Bildniss  beigegeben 
werden. 


Johann  Friedrich  Pfaff  in    seinem  Verhältnisse 
za  Gauss  bei  des  letzteren  Aufenthalte  in  Heliustadt. 

In  der  ohnlängst  mir  zu  Händen  gekommenen  Schrift:  ,« Gauss 
von  W.  V.  Sartorius*'  finden  aieh  einige  Erklärungen,  worin 
der  Verfasser  jener  Schrift  das  Veth&ltniss-  meines  verewtgteo 
Vaters  Johann  Friedrich  Pfaff  sn  Carl  Friedrieh  Gauss 
anfeine  von  meiner  AufTassung  dieses  Verhältnisses,  wie  ich  ib 
meiner  Biographie  Job.  Friedr.  Pfaff's  sie  gegeben  habe,  in 
weaentlichea  Punkten  sehr  abweichende  Weise  daratellt 


UUratUeker  9eri€M  CfIL  S 


Hm  v.  S^rtöHtfB  w«{gert  «teh  utoht,  die  bIstörMb«!!  Dv»- 
•lfi»de>  worauf  es  dabei  «nkottimt,  Tolfotändlg  als  wahr  aiti/iMV^ 
kennen.  -  Er 'rihirot  ein  -  > 

1),  ,däs4  tifiMSs,  naclidem  er  seine  UniveralUUstndifn  in 
GOttingep  beendigt  hatte  >  nncb  Helmstlldt  gi^g»  um  dort  einen 
^|ifeothsdt  zu  machen; 

2)  dann  Gauss  wibfrend  dieses  Anfentballs  in  HelttslidC  in 
Pf afr.s  Hanse  ge9F.ohnt  liat; 

3)  dass  Gauss  -von  der  FacvMK  in  Helmstidt  seine  Promotien 
naehgesncht  und  erlialten  bat; 

4)  dass  Gausses- Inaagttral*  Dissertation  hi  Helmst&dt  ge- 
dmcict  ist.  . 

• .      •  ■  .  .  i  ■• 

Während   aber 'S.   diese  thats&cblicb    feststehenden   Punlcte 

i^inrSumt,    sucht  er  das  geistige,  literarische  Verhältnisse  uie  es 

diesen  Schritten,  welche  Gauss  in  seiner  Lebensstellung  damals 

that,   entsprechend  wäre,  zu  leugnen  oder  doch  dieses  Terhält- 

niss  auf  eine  dasselbe  herabsetzende  Weise  darzustellen. 

Herr  y.  Sartorius  fttriobt  sich  hauptsächlich  dagegen,  ii» 
VerhSitniss  Pfaff's  zu  Gauss  als  das  eines  Leht-ers  zu  seinem 
Schfiler  anzuerkennen:  er  bemflht  sich,  dasselbe,  als  ob  er  in 
Gausses  Namen  zu  sprechen  habe,  von  diesem  abzuwälzen; 
Wesentlich'  ist  jedoch  hierbei,  dass  S.  insofern-  keine  Opposition 
macht  gegen  meine  AnfTassung  und  Darstellung  des  'erwähnten 
yerhältoisses,  als,,er  nicht  einen  andern  ausgezeichneten  Mathe- 
matiker ans  jener  Zeit  als.  eigentlichen  und  hauptsäciiMdbf  n  l^eiip 
rer  des  verstorbenen  Gauss  substituirt,  sondern  das.  worauftos 
ankommt»  vollständig  zugiebt. 

Als  Beweis  seiner  dessen  ohngeachtet  abweichenden  Ansicht 
sucht  Herr  v.  Sartorius  besonders  hervorzuheben  die  Originali- 
tät- der  Entdeckungen  und  neuen  Untersuchungen,  mit  welchen 
Gauss  die  WilMienschaft  foHwährend  erweitert  hab^:  und  dass 
Gab  SS  damals  sehen,*  als  er  nach  Helmstädt  kaili,^  eigenthfim- 
lioheFörschsmgen  unternommen  habe.  Daraus  aber,  dasi  Gausa 
;&aob  •  Beendigung  sfdner  academisehen  Studien  in  GOttiiigen,  nacb- 
4em  er  eine  flMt  lang  in  Braunscbweig  wieder  sich  auPgeb^Heb 
hatte,  diesen^' «einen^WelinoK  verliess  und  nochmals  eine  Uni vet» 
sität  zu  besueben  fär  got'land,  daraus  wird'  es  doch'  glaublicli, 
dass  Gauiss  damalsf  ein  BmMrfniss  In  sieh  sptrtev  nnefr  mit  4inem 
hervorrafenden ;'  genialen  Matfaentatiker  sieb  in  Verkehr  zu  setken  s 
«vnd  dass  er^^nnor  ansMt  GSttingen  Helmnfidt  wfchlte,  dted  t^l 
wdls^  aeeh  wobi,  dass  er  zu  Pfaffs  PersOnHeteeir  Und  zn  d^ 


z   « 


^  <      TnAm  n^flM*  Z«tl  i4ftCii«fliMsi  d^r  damnb  «iii|ii>rMM%ndi»n  PWmi- 

*  ■      MMftcbeb  MülyttotlNMI  SiAifal^  sq  tnilen  Mi»  lAwUifern  über  PTüff 

*  ^      hl  ä6r  'dUMUftllg^n  ZM  uatet  dien  Maiiemiitikeni  fai  'D^otswbland 
^  t      j#|i4i   FtaiibiMiiMlie  ftnalytisrii«  SMuile    i«firJi«MllHe  -«iid ,   uMb 

"»^  A.  G.  KClitlie¥'k  •doeb  ta  GanMA  noch  iiifehr  «tMientaaiiMebw 
B^handfang  der  duitheiiiatisiAtte  MlMettUcbitfleii,  sü  ^tter  Me 
als  der  erste  in  Dentecbland  mit  der  «eM»  BebWidIttii{|$  wwrtbemii 
tiseber  CotoraMAaageA  bervdrtrat  md  dweb  die  Art,  frie.#r  mit 
eeiowi  -eigeiAimKcbeA  Uolecsodiniigeti  «nd  oiit  sekiea  neoHn 
SatdecksBgeti  «nf  etwa  ruhmwardiiire  Weise  tinter  den  Ileutsdben 
als  d«r  «ertote  seiser  Zeit  die  «eoe  Bftlm  ^betrat,  sein  insAemal^ 
sebes  €leni6  b^tfrlmndcfte»  idieft  Verden  ^Biosicbtsvolle  Mafhwimti- 
ber  der  geecbicbtiicbea  Wjdtrbfeit  g6mistt  estsebeiden  oaddaraber 
25eugsis8  igebecu  Es  Verden  unparteiisdie  Halbemetiicer  ddNIbsr 
uftbeiles^  Inwieforn,  deo  bier  erlivterten  histortsebeD  Tbatsiidb^m 
geüiiss,  Ga«ss  siebt  nur  als  in  Pfaff'«s  .Sebule  sülr  Aeile  g^ 
ftteben»  «oodero  aueb  «Is  ans  der  damals  inDe«lscblMdriurcb.P€aCf 
rvprlsenfcten  aaslytisehen ^Schule  bervorgegamges  zo  JbetaMhtsn  seL 

'Wehtt  wir  ^nch  eitirä«fn<(?Ki »  dair«  lyautos^s  inmfbematlsttfli» 
EMd^dnifkgen  «dorGtiaos  oifigineti  and  selbständig  sitod ,  '^  ibigt 
dMlh  datatrs 'nicht,  dass  et  nicht  einen  LcAireT  gehabt  habie,  dordb 
dbgäeh  Ontetrlcbt  er  die  KennMss  d^t  bito  dahin  irafgeAindenen 
rlMbSroätfocben  LebMtse  ^nnd  Methoden  lerlangt  bafre,  ddHefa 
cM^en  Biafi4rltmig  er  d«n  S&d^tamd  der  Vf  issetisebarft^  Ae  IUi<b- 
tttü^,  )d  %elcb«r  die  'Mu€fe  MtfAteAiaiik  Um  i^irs«l»rrftb  Hmchte, 
dlb  'iKtafc  'd^  Btrt«i4ekelttng,  *Stif  welcher  dto  «itffh^miftiscilfe  *ANr> 
dhM^iltt  %iA  bef^egte,  IciefMien  M  lernen 'gesMM  tabe.  Wenn 
v^  stftdi  «ng^isto',  ihuto  Cranafs  sos  sdlnem  «igenen  niaibeftMi- 
s<MMi%idid^,  hüU  «setaiw  SOS  iiob  'S«4b8t  ^sobsITenden  Ursprflifglidb* 
kMt  'seine  ^wbfsensehiiffiicbten  iLeistiMigen  1iWf<ftg<Bbracht  Imbe,  m» 
f&^  'dech  tiaraes  niMit«»  diiSs  er  nicht  einen  Lehret  gebiibt  ibttbe, 
von  dem  er  den  Beweis  des  PythagoKllseh«^  hJ^stkifts  ^ek^itt 
hsbes,  idssa  te  nicht  einen  Lehrer  igehabt  «babe»  -von<dam<(er  die 
Uedeetton  der  Formel,  dass.^'|-6)Stt.a«+'2dA»ffi\  geiernt:habew 
Und  so  »folgt  dttcb  sss  Gsntos  s  OHgiaditit  niobt,  >dass  eemieht 
ebien  Lehrer  zn  Asden  gswflnseht  und  gesacht  ibsbe,  dsrcb  «dessen 
frbtsdttsebsftlicb^  U^gMig  und  Unlenicbt  <er  dnf  .die  OMe  ige^ 
lebrter  Vordehnsgon.,  welche  4lie  1)Vi>Mnsehaft  baiseiner^Ceitler- 
r^idtt  hslte^  Mü^embrt  wfirde,  dsidi  desMi  4vsUweUBDd  «In« 
gefcesdds  UrtbeU  Bbdr  dfan  ^stoib^  Abcb  Aisssn^bdawhewiiühiiiirii 
efftdviflisass  dertKiMle,  «tuslebes  die<JNdt*  in«enH»,.<des  «dbft 
Isf  t/StsU^  tFOigksIteD/gBiSit  liebet»  'üu  iprlÜBn  -mmd  ittmmo  >SS' 
Immämim  dafei  StäbdigesMat'^MittK  4!>nrirdiss  Ittr  Guus*,  ta^b^« 
deBS*»>&istptBrr'sisusH«iiisJie,¥eftesMigeb  «stsJBIsdbntigefcM^ 
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hBti¥l  •in  6olcl|«r  Lehrer  Pf  äff  wat  und  venaOge  #ela^  geMli^eB 
pg«ntl)Oinlicbbeit  vor  aodera  «u  ae\a  beCKhigt  vMtr»  das  int  unter. 
ilük  M»tberoatik«rp.  eine  kietoriack  beglanbigte  bekannte  That^ 
^acbe.  Dibsa  ,  aber  .Herr  v.  Sartori^a  diea«  TkAUacbe:.lengael, 
ifideoi.  er  .abaiebtiieh  die  Punkte»  woranf  ea  dabei  ankoBvnt,  auf 
«int  verdceihte  Wei^e  daratellt,  Isjt  nnverkenithari  aua  Eitelkeit  und 
AiMMasnnng  bervorgegangeiw 

ffin  finweln  von  Pfaff'a  gronaartiger'flonianltiMat  ea  jeden- 
falte»  daan  er  Ganaa,  nachdem  dieser,  obnebon  er  Brannachwel- 
lliacber  Landen -Eingeborener  war,  fan  J.  1708  in  GOttingnn,  aiao 
auf  einbr  fremden  Univer8«tät>  aeine  aoademi<jichen  8tedien.been* 
digt'haltey  auf  eine  wohlwollende  Weise  bei  sich  und.  in  seinem 
Hanse  iittfnabmy  dass  er  ihm  dazu  behilflich  war»  als  absens  (was 
eigfentlich  g^gen  die  strenge- academische  Observans  war)  im  dar- 
auf'folgenden.  Jabr  1709  seine  Promotion  glOcklicb  dardiznCühren. 
fin.  iat  wohl  au  vermuthen,  dass  Kästner  oder  aodi  andeieGSt» 
tiagische  Geldirte  sich  nicht  bereit  gezeigt  haben  wurden»  au  ihnen 
als  den  Lehrern  ein  Verhfiltniss  anzunehmen ,  bei  welchem  der 
Schfiler  glanhein  wfirde  mehr  zu  geben  ala  zu  empfangen,  dann 
sie  einen  Schüler,  welcher  solches  Verhältniss  wfirde  geltend  zu 
machen. suchen,  wohl  nicht  neben  sich  geduldet  haben  würden. 
Wie  hätte  auch  flir  den  Lehrer  ein  VerhäUniss  Itefriedigcpid  sein 
klonen,  wenn  dieser  hätte  denken  kcinnen,  dass  der  Schüter,  seine 
Vateratadt  und  seinen  bisherigen  Wohnort  verlassend,  auch  die 
von  ihm  biaher  frequentirte  Universität  umgehend,  den  neuen 
Lehnernufaucht,  in  dem  Bewusstsein,  einer  büberen  Wissenschaft*, 
liehen.  Apreguog  zu  bedürfen  sich  ihm  zuwendet,  dann  über  doch 
glaubt,  in  diesem  Verhältniss  zu  dem  Lehrer  mehr  gegeben  alia 
empfangen  zu  haben  und  in  solcher  Einbildung  sich  befugt  glaobl» 
dem  Lehrer  es  abzustreiten,  dass  er  (der: Schüler)  jemahit  seiner 
bedurft,  dass  er  jemals  seine  Lehre  verlangt,  dass  der  Lehrer 
jemals  sein  Lehrer  gewesen  sei. 

Wenn  nun  aber  8artorius  S.  18.  seiner  Schrift  geraden 
sagt,  Gauss  sei  nach  Helmstädt  gekommen,  nicht  um  dort  zn 
stndieren,  sondern  um  die  dortige  Bibliothek  zu  benutzen,  so 
sieht'  die4  (nach  dem,  was  wir  hier  schon  erörtert  haben),  einer 
nnwahf^tt  Entschnidignng  doch  gar  zu  ähnlich«  Der  wesentlielie 
Pnnkt  aber,  auf  den  es  daließ  ankeramt,  welches  nehmllch  die 
Motive  gewesen  seien,  wodurch  Gauss  bestimmt  wurde,'  nidil  > 
nach  OSttingenoder  nach  WoUenbftttel  (waa  deeh,  besindena  In 
Bikmicht  der  däsigen  Bibliothek,  welche  damals,  wie  jetzt  ^wMl - 
bedeutender,  reichhnitiger  und  berthmterwar^ab  idieiHaUndtUlir 
BihUethek,  ihm  viel  näher  gelegen  hätte)  oder  naeh  BaUe^  eendem 
gemde  neeh  Helmatädt  an  geben,  «eeer  Punkt  wird  4nreh|eM  ' 


Uterariich^  Bericht  CVIL  9 

«■wahre  Entacbnldigufig  durebans  nicht  be«eitlgt.  Wunderbar 
bleibt  es,  daee  Gaues  in  Helmstfidt  gerade  in  Pfaff's  Hause 
wohnen  woIHe,  wenn  er  nach  Helrostädt  ging  nicht  um  Pfaffs 
willen,  nicht  uro  in  Uelmstädt  zu  studieren,  sondern  um  die 
dortige  (und  zwar  die  Helmstädter  und  nicht  die  WoUenbütteler) 

Bibliothek  zu  benutzen. 

* 

Um  so  mehr  ist  eine  Ablehnung  eines  erwähnten  Verhältnisses 
zwischen  beiden  Gelehrten  von  Seiten  des  Herrn  Sartorius  zu 
verwundern  und  au  bedauern,  da  Gauss  anderweitig  die  entschie- 
denste Anerkennung  der  Hube  zu  erkennen  gegeben  hat,  welche 
Pfaffs  neue  und  eigenthOmliche  Entdeckungen  in  der  höheren 
Analysis  erreicht  haben*  S.  sagt  selbst:  „Gauss  hat  zwar  in 
sehr  anerkennender  Welse  Pfaff's  mathematisches  Talent  und 
sein  gründliches  Eingehen  In  die  Wissenschaft  verehrt*'  a.  s.  w. 

Aus  den  mannichfachen  Aeusserungen  Theils  von  Selten 
meines  verewigten  Vaters,  Theils  von  Seiten  anderer  ausgezeich- 
neter mir  nahe  stehender  Gelehrter^  durch  welche  in  meinem  Be- 
wttsstsein  das  Verhältniss  meines  Vaters  zu  Gauss  als  das  des 
älteren  Freundes  und  Lehrers  sich  festgestellt  bat,  will  ich  nur 
Eine  Thatsacbe  hier  erwähnen,  deren  ich  mich  aber  mit  völliger 
Sicherheit  und  Zuverlässigkeit  erinnere.  In  den  Tagen,  als  im 
April  des  Jahres  1825  mein  Vater  mit  Tode  abgegangen  war,  kam 
unter  mehreren  Universitätslehrern  auch  der  Hochverehrte,  selige 
August  Hermann  Niemeyer  (obschoo  mit  ihm  mein  Vater 
zwar,  in  entferntem  geselligen  Verkehr,  nicht  aber  in  nahem 
freundschaftlichen  Umgang  gestanden  hatte)  in  das  Haus  meiner 
Hutter,  um  ihr  einen  Condolenz- Besuch  zu  machen.  Bei  diesem 
Besuch,  erinnere  ich  mich  deutlich  und  bestimmt,  dass  Niemeyer 
die  Worte  sprach:  „Gauss  war  auch  sein  (d.h.  Pfaffs)  Scha- 
ler.'' In  Halle»  in  Nieroeyer's  Nähe  als  Lehrer  am  Pädagogium 
gekommen,  würde  als  dessen  Gewährsmann  in  dieser  Hinsicht  be- 
sonders Moll  weide  zu  erwähnen  sein,  welcher  auch  in  jener 
Zeit  (zwischen  den  Jahren  1800  und  1803)  in  Helmstädt  unter 
Pfaffs  Leitung  dem  Studium  der  Mathematik  sich  gewidmet 
hatte  und  auf  Pfaffs  Empfehlung  nach  Halle  an  das  Pädagogium 
berufen  worden  ist.  Jedenfalls  hat  Niemeyer  durch  Moll- 
weide's  .Mittheilungen  eine  Bestätigung  der  gedachten  Notiz 
über  Gauss  erhalten,  welche  er  in  den  erwähnten  Worten  zu 
erkennen  gab:    „Gauss  war  auch  sein  (d.i.  Pfaffs)  Schfiler." 

Wie  ich  in  der  biographischen  Einleitung  zu  der  von  mir  her* 
ausgegebenen  Briefsammlung  meines  Vaters  angedeutet  habe, 
pflegte  Pfaff  seit  den  frfibesten  Zeiten  seiner  academischen  Wirk- 
samkeit, wie  in  Halle  so  auch  schon  In  Uelmstädt  ausser  den  ei- 
gentlichen Uni versitäts- Vorlesungen  noch  besonders  privatissima 
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10  leseD  und  svrar  dieses  nnr  rcbr  Einen  oder  hödisteiis  fib  swei 
der  Mathematik  vorzugsweise  sich  widmende  Studierende.    Da^a» 
häufig  auch  aus  entfernten  Ländern,    insbesondere  aus  Rossland^ 
so  wie  aus  allen  Theilen  Deutschlands,  jüngere  Mathematiker  zu 
Pfaff»  wie  ft-üher  nach  Uelmstädt  so  auch  nach  Halle  kamen,  um 
in  sokheo  privatissimis,  d.  h.  Vorlesungen  im  engsten  Kreise»  darch 
ihn  zum  eigenen  Studium   der  Mathematik  angeleitet  zu  werden» 
dies  ist  In  meiner  Biographie  schon  erwähnt   worden.    Mehrere 
sehr  ausgezeichnete  Gelehrte,  welche  als  tüchtige  Mathematiker, 
als  Lehrer  an  Universitäten  und  Gymnasien  nachmals  sich  geltend 
ceroacht  haben,  kunnten  wir   hier  nahmhaft  machen,   fär  welche 
Pfaff  eine  solche  Vorlesung  gehalten  hat»   und  welche  mit  dem 
lebhaftesten  Wohlgefallen   der  heilsamen  Anregung  sich  erinnern, 
welche  durch    ein    Verhältniss,    an    das    der    nähere    personliche 
(Jmgang  mit  Pf  äff  sieh  leicht  ane«chlo8s,  ihnen  erwachsen  ist. 

Dass  mein  verewigter  Vater  ein  setebes  collesiam  privatissH 
mum  über  hebere  Mathematik  in  Uelsislädt  für  Gauss  gelesen 
hat»  ist  mir  aus  den  Erzählungen  meines  Vaters  sowie  aus  gele- 
gentlichen Mittheilungen  anderer  mir  befreundeter  Gelehrter  als 
feststehende  Thatsacbe  im  Gedächtniss  geblieben.  Ich  feann  es 
nickt  für  glauUieh  halten»  dass  Gauss  gegen  Sartorias  eine 
hiervon  abweichende,  diesen  Umstand  leugnende  Mittheiliang  je- 
mals gemacht  haben  sollte. 

Heldrnngen  in  Thüringen  den  2.  November  1856, 

Dr.  Carl  Pfaff. 

Nachschrift  des  Herausgebers. 
In  BieiDer  im  LiterarUehes  Bsr.  Nr.  CIV.  S.  1.  abgdraokleo  Am- 
W9lg9  der  Schrift  de«  Berrs«  v.  Sarteviii«  ük^r  Gauss  habe  loh  geeiy^t» 
dat^  diese  historische  Skizze  des  grossen  Verblichenen  durch  die 
HingeboDg  und  Wärme  des  Gefühls,  mit  weicher  sie  geschrieben,  jede« 
fMll«n#e  Hern  evgreifen  milsse,  nnd  habe  dieselbe,  mit  aiMdraeklieher 
Hisd^tMaog  daraaf»  dass  darin  nur  «in  aiigeoieiiies  Bild  d^  lavergesMir 
eben  Manne«  entworfen,  nicht  seine  wissenschafUichen  Entdeckungen  ge* 
schildert  werden  sollten,  den  Lesern  des  Archifs  aus  Deberzeogung  zur 
Beacbtimg  empfebleo.  Die  das  Verbaltaiss  von  J.  F.  Pfaff  so  Gairas 
bei  4t#  letzteren  AafenthaUe  in  Helrastadt  betreffende  Stelle  hat  ipicli, 
als  ich  die  Schrift  las,  freilich  auch  sehr  unangenehm  berührt, 
and  zwar  naturlich  nm  so  mehr,  weil  dieLeser  des  Archivs  ans  den  früheren 
BAadea  dMsas  Zeitschrift  sidb  gewis«  wieh  erinnern  werden,  wie  sahr 
von  mir  selbst  J-  F.  Pfaff  verehrt  wird,  und  wie  viel  ioh  deaMelbea 
als  Schüler  verdanke.  Ich  betrachtete  alier  jene  Stelle  damals  eben  al« 
aas  dem  angemein  warmen  Gefühl  fjir  Gauss  nnd  dem  noch 
ffaaa  fvischaa  aadr  lebhaften  Eiadrncke  v-on  4em  groa-aen 
VerVas^e,  den  dureh  seinen.  Tod  die  Wiasenscbaft  erlittt^n, 
unter  welchem  die  Schrift  geschrieben,  hervorgegangen,  und  hielt  es 
'daher  aach,  nm  den  wohlthuenden  Eindruck,  den  die  Schrift  im  Ganzen 
auf  micli  gemaehfr,  ia  miv  selbst  nicht  to^  varwUeiMD  und  an  trJUbiea, 
fiär  dM  Bj9«te,^  über  jeae  Stelle  ganz  jmk  schw<Hp;en,  und»  iwa^  nm  so 
mehr,  weil  mam  wenn  ich  mich  über  dieselbe  geäussert  hatte,  mir  ge- 
wtss  entgegnet  haben  wdrde,  dass  Ich  mit  dem  erwähnten  Verhalfaifi»e 
beider  A&nner  nicht  naher  bekannt  sein  körnte,  was  iah  anch  zaso|^bea 

Sezwangeor  gewaaen   «ein  wurde.    Um  so  lieber  ist  es  ufic  aber  jetzt, 
ass  der  von  den  beiden  Söhnen  de«  seeligen  Pfaff  noch  lebende  wür- 
dige Sohn  desselben,    Herr  Dr.  Carl    Pfaff  In    Heldrnngen, 
jenes  Vorhiltnia«  in  den  obigen,  ron  mir  gen»  in  da«  Amhir  «nfg 
menen  ZeünB.  nähere  Aafklärang  gageben.  hat.  G. 
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Geschichte  der  MatheuuM^ik  uad  Physika  r V 

Opuscoli  dl  Leooardo  Pisaoo,  publlcati  da  pä'l- 
lin^sarre  Boncompai^nl  secoodo  la  lesione  '4f  »n 
codice  della  Bibliotheca  Ambrosiana  di  Itlilano.  Se- 
con.daEdizione.    Firenze.   TipografiaGalileianf.  1%6.   8^ 

'  !Wlr' traben  söhoti  In  verschiedenen,  in  den  Lkerariecben  Be« 
riehften  gelieferten  Anaelgen  unsere  u-Srmate  Anerkennung  dengroe* 
9#n  VerdleAete,  welche  Herr  Baidaaearre   Boneompagni  in 
Rem  irich  durch  «eine  Arbeiten  auf  dem  im  Gansseti  nocbae  wenig 
angebauten  Gebiete  der  Geacfaicbte  der  MatbematHc  er%virbt/au»» 
jljeepruehen.    Dieeen  grotüsen  Verdienaten  fügt  er  durch  die>  "v^o^* 
liegende  Schrift ,  deren  erste  Aufla^re  uns  nicht  bekannt  gewetdea 
iet,  ei»  fieoee-  hinK«;  indem  er  In  derselben  xwei  fitr  die  GesehMfe 
der  Matbemaltk  sehr  wichftge  Sdififtm  dee  Leonard»  vob^Pisa 
▼etüffentHebt.      Die    erate    dieser    8c4lrlften    tat  •aberadivlebite4 
luef  |Ki  4o«  IieonardI  M i^Mf  iklaaai  nuper  iMilatf  oftill^a^ 
4MAiMinälanif  qfuiftnfffoikaiii  all  äfimernur  et  ad  g^eiHntMirtaüa 
ii^l.ad   titf-ttiii«|a«  i^erflnentlnni,      und'  eniDiMt  *  folgetade 
6Merabth«tlui4gen:  Explizit  prologus  inclpit  tractattrs^eina-^ 
difim.'^^  D($  trib'ns  hemlnibu«  perinianr  cömniuiilftti  fia«« 
bentibua.    —   De  quinque  nuroeris  reperiendia 'eti'  ^ro* 
portionibua  datis.  —  De  quatuor  bomiuibua  et  buraa  ab 
eia   reperta   questio   notabilis,  —  Oe  ead^Qi   re.  —  De 
qq^a^qr  hominibua  bizantip^  habentibua.  ^r-  pe  qu^atupr 
horoinibua  qui   invenerqpt  H^iTsäatios.  —  Quesiio  simi- 
lia  aupraacripte  de  tribua  liominibua.  —  Eptatola  sn- 
ptnaerlpti  lieonardl  ad  Haglatrnm  Tbeoderura,    pbylo- 
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«ophum  domini  Imperatoris.  —  De  auibos  emendis 
«ecandnni  proportionem  dmtam.  —  De  eodem.  — •  Item 
de  anibae.  -^  De  compositione  pertagonj  eqailateri  Ib 
triangalum  eqoicruruin  datam.  —  Metbodas  alie«  0OI- 
uendi  similes  que0tlone8.  —  liiTentio  onde  procedat 
inuentio  aopraacripta. 

Die  zvieite  Schrift  ist  überschrieben :  Inelpit  über  qaadlrA« 
tomaa  eonpoeUae  k  leonardo  plsan«.  Anni.  M.CC.2KXT. 
and  enthält  folgende  Unterabtheilungen;  Hec  qoe^tio  predicta 
in  prologo  librl  buiue.  — *  Queetif)  mihi  prepoeita  a 
magifltro  Theodoro  domini  imperatoria  phylosopho.  — 

Ganz  besonders  machen  wir  aach  noch  anf  die  Vorrede  so 
dieser   höchst   Terdienstlichen  Schrift   des  Herrn  Baldassarre 
Boncompagni  anfmerksam,    die,   mit  der  grSssten  Gelehrsam- 
kdt  geschrieben,    eine  nngemein  grosse  Anzahl  der  wiehtigetea 
nnd  Interessantesten  literarischen  und  historischen  Notizen  etitbilt 
Wir  bedauern  immer  lebhaft,  dass  die  Natur  unserer  literarlucben 
Berichte  uns  gebietet,  auch  bei  so  wichtigen   und   interessanten 
Schriften^    wie  die  Torliegeode,    uns  mit  blossen  Inbaltsanseigen 
begnflgen  und   nicht  nfiber  auf  deren   Gegenstand    eingehen    zu 
können.    Was  die  vorliegende  Schrift  des  Leonardo  von  Pisa 
Insbesondere  betrifft,   so  würden  wir  eine  deutsche  Behandlung 
der  in  derselben  enthaltenen  Aufgaben,   natfirlieh  mit  beeen- 
derer    Rficksicht   auf  die   gleich   naehher   anf^eaeigie 
Schrift  des  Berrn  Angele  Genocchi,    im  Geiste- «nd  für 
die  Zwecke  der  neueren  Algebva,   auch  zum  Gebrauebe  in  der 
Sehnte 9  Ar  verdienstlicb  halten,  und  würden  an  einer  selebMi  im 
AreUve  zu  verdffentllehenden  Arbeit,   s«  der  uns  selbst  hinrei- 
cbtnde  Zelt  nnd  Müsse  fehlt,   mit  dem  grSssten  Vergnügen  ein 
Exemplar  der  in  Dentoehland  wehl  nicht  Meht  an  hebenden «  se 
sehr  verdienstikheii  Schrift  des  Herrn  Baldasearre  Bentem- 
pegni  verabibigen,   wenn  ans  ein   desfallsiger  Wunaoh  ansge* 
syroeben  werden  sollte.    Wir  halten  dergleiohen  Arbeilen  für  ver- 
dienstlieher»  als  manche  andere,  in  verschiedenen  -Schriffea  jetat 
uns  zu  Gesiebt  kommende,  und  möchten  gern  zur  üniemebmnBg 
derpelben   aufmuntern.     Das  Archiv  wird  denselben  bereitwillig 
s«ie(|  Spalten  Offnen. 

■ 
* 

^Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonarde  Pisauo  pnb- 
blicati  da  Baldassarre  Boncompagni.  Note  analitlche 
di  Angelo  GeoocchL    Romiv    185S.    8. 

Der  am  Ende  der  vorhergehenden  Afnf^  vofi  ans  «Oiign-. 
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«pff«cll9ii«  WiinMb  hl  iiOr  Ilalit»  allerdliogs  «obo»  iin  .Mog^teidi- 
oetor  W«ise  d«i«b  die  voriMr||ehe«de  treff liebe  Sehrlfl  dee..IleTAi 
Angele  Geiiocobi  erflillt  wordeti,.-  fveicbe  ale-  eie  eehR^eohcieer 
CemineBlir  b«  den  ven  Herrn  Baldassiarre-  Boaci^inpagii4 
verwIFeiitUcblen  Scbriftee  dee  Leenardo  vob  PiAa  vi  betrach- 
ten ist  Dies  bindert  aber  niebt,  jenen  Woaecb  ia  Bedebvng 
auf  Deptacliliu^d  bier  aecbmals  au  wSederholcün,  und  swar  um  ao 
mehr^  vreil  una  eben  diese  Schrift  von  Herrn  Angelo  Genobdi-I 
Ilberzeuf2:t  bat»  wie  gerecbtfertigt  dieser  Wunsch  i^  und  tvie«  vie- 
len Nutsen  die  g:ew.Qnsrhte  deutsche  Bearbeitung  der  vielfach  in- 
teressanten und  lehrreichen  Probleme  unserem  Schulunterrichte 
bringen  würde ,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  däss  eine  solche 
deutsche  Beariieitung  durch  die  Schrift  des  Herrn  A.  Cre.neccbi 
sehr  wesentlleji  juattrstfittt  aed  erlc4obttrt  werden  wüifde»  •  fiA^b- 
dem  wk  auf  diese  Weise  die  Tendens  dieaer  Schrift  iia  AUgt- 
meinen  jdeutlicb  gemig.  beaeiebnet  m  haben  gtaaben»  erlauben  wk 
uns  noch  in  Kursem  deren  Inhalt  etwas  genauer,  imsagehea: 
I.  Nach  einer  roebi  im  Allgemeinea  gehaltenen  Binleitniig  Ober  die 
Floi»  Leonardi  Bigolii  pisani  etc.  werden  die  folgenden  Auf* 
gaben  im  Sinne  der  neueren  Algebra  behandelt:  1^.  De  tribua 
hominibus  pecuniam  coromunem  habentibus..  2^.  De 
qufnque  nnmeria  reperiendis  ex  proportionibus  datis. 
3^.  De  quatuor  hominibus  et  bursa  ab  eÄ^.  repectay 
questio  notabilis.  4^.  De  eadeni  re.  6^.  Super  inventio^- 
nem  trium  numerorum.  6^.  De  quatuor  hominibus  bi- 
lantios  habentibus.  7®.  De  quatuor  hominibus  qui  in- 
venerunt  bisanties.  8^,  Questio  similis  supraScripte  de 
tribus  hominibus.  —  U.  l^.  De  avibus  emendis  secun* 
dum  datam  projportionero.  2^.  De  eodem.  3^.  Item  d.e 
avibus.  4^.  Aves  10  pro  denariis  16.  5^.  Allem  buliii;- 
modi  proponam  questionem.  0^.  item  passeres.  —  !|j|. 
Iilbrn  de  'qanArnU.  R  Trovar  due  quadrati  la  somni'a 
de  *qttaH  min  un  quadrate.  2^.  Altro  priacipio  cheserve 
a  sciogUece  lo  aleaso  problenia«  3^.  Demostrasione  del 
prineipio  era  riferito.  4^.  Altra  solusiene  dell  'equa* 
siene  a:* -f  y*  =  i*,  ftolta  dal  decime  Libro  della  Geomtf* 
tria  d'Euclide.  5®.  Demostrasione  del  principio  esposto 
al  num.  P.  6^.  Data  una  soluzione  dell  'equazione 
:r'-fy*  =  a*»  trovarne  un  'altra.  7^.  Teoremi  sopralamoU 
tiplicita  degli  spezsamenti  d'un  prodotto  in  quadrati. 
8^.  Le  formole  del'  numero  precedente  conducono  ad 
altre.manifere.di  seioglier  requasionear*-|-y^=2^  ^»  Data 
a^a  aoliizion^  jps^y,  .y  r=cl  dell  *equazione  ^'-fy^c, 
doye  oe  i^n  ni^mero  uoo  quadrato,   trovar,n.e[  |irii„'a|,tfa. 


4  mernPkeker  Serieki  CVUi. 

lA  SomiKa  d#Ha  progressi^n«  nalnrlrfe  d«  'fiimefi  qoa- 

drvfi.  ^  IV«  T««Hea  4el  eoüffiiil.   E»  vrffrde  RH  f^ü  fÜhM«, 

««9  eiamder  m  setMü,    was  hier  unter  »»coh|;ra>l'*  versimvden 

wird;   wir  krinnen  aber  den  Leaem  dU  Vemichenififr  i^eieti,  dasa 

dleaiir  Tbeihder  Sehrift  dea  Herrti  A.  GeVioechl  sd  deti  tnter- 

eaadataatbD*  gdhart  —   V.  %iieatl«a#»  Mwerme  fmtoihM    »f 

Mmevl  «ufe^drail.    Riaolvere  l'efi;ualita  daplicaU  op^+op 

adb^,   *•— iÄ2*.  —  Riselvere   Tegualita   duplicata    plü 

ge'n«rala-  aJ*+iaa?ä=y*,    j:* — mst^t^.  *-  Difförense  nelle 

aerle  di  naiaeri  qoadratl.  —  Ridölrere  re<|uaBfone    in* 

b 
determinata  t*  — y'^  —  Cy* — sfl)*  —  Bender  egoali  a   im- 

iiari  qutfdi^tl  leit^^l  eonitiie  Arg^-f-iir^*,  afi^+a%^+^^9 — * 
i^*4-^s^^-*"-f^ii*«  '-^  Qaeatio  aftiHI  prepeaiia  ä  MaglBtro 
Tfc#odero  domlni  imperateria  philoaopfao.  ^—  Aufl60ting 
der  CFIeiefaaiigen  «  +  y  +  x+a*»f*,  ir+y+t  +  Ä*  +  j/»=«^, 
^•►y+Ä+^+y^  +  i^aavV  —  Leidiai  che  ocderrono  p^r 
ie  aoluaiehe  della  qaeatiea  precede'ntil.   ' 

bie  Leser  werden  aus  dieser  siemlicb  ausfäbrlichen  Inhalts- 
änseige  ersehen,  wie  Tieles  Interessante  in  dieser  für  die  Alge- 
bra und  deren  Geschichte  wichtigen  Schrift  enthalten  ist,  und  ge- 
wiss unserem  obigen  Wunsche,  dass  eine  deutsche  Bearoeitung, 
mit  tlGcksicht  auf  den  Schulgebrauch  ^  unternommen  werden  mSge, 

beistimmen. 

... 

Gans  verwandten  Inhalte  ist  die  folgeodie»  ebanfaUb  aebr  an- 
pfeUungawerthe  Schrift: 

Interno  ad  aicuni  problemi  trattati  da,  Leonardo 
Pisano  nel  suo  über  quad.ratorum,  brapi  di  littere  dal 
Sig.  Angela  Genocchi  a  D.  Baldassarre  Boncompagni. 
Roma.  1856.    8. 

Da  diese  Sdirlft  nik  der  varhergebänden  in  naber  Tarfalhdang 
ateht^  vielfeob  auf  dieselbe  Beaüg  nimmt  ilnd  steh  weiter  aber 
die  besprocfhenen  Gegenatäade  fiuHsert,  so  musa  hier  uoeb  ganz 
beaenders  ataf  dieselbe  hingewiesen  werden. 


Arithmetik. 

'Theorie  4^r  Uetetmlhäoten  nud  ihre  bsuptsfteh- 
ticBsteit  Anii^ndungen  von  Dr.  Francesco  ßlriosebi, 
oräi»ntUcbem  Professor  der  angewandten  Matbetnätik 
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an  der  OnlFerBitHt  feu  PtTla.  Anw- d«ll«  Italt^tolseheÄ 
«b«r86t«t.  Mit  «Ineiii  Vdrirotte  Ton  Vttffessot  Schell^ 
bach.    fi#rUit.    (Dun^ker  tind  tiatnbtbt)    1^^    4. 

,  Die  Theorie  der  GrösseDformeiiy  welche  map  in  Tei^ehi«d»» 
nen  Geatitltea  uoter  dem  N#men  Determiiiaiifteq  i«  ,die  4<uüyal« 
eingefOhrt  balf  ist  ein  Igstroment  der  aualytiecbeD  UnterMHibvafi, 
deaaea  groaae  Wichtigiceit  wir  nicht  beaaer  u^d  fciir^er  ala  ifevr 
Profeasor  Schellbach  in  aeinem  Vorwort  zu  beaeichnen  wüaa» 
ten,  daaa  dasselbe  näjuÜch  den  Mathematikern  da^  Mittel  dar* 
biete,  ,, ganze  Reihen  von  Begriifen  und  Gedanken  auf  einmal  in 
Ihre  Operationen  einznfifihren.  ^  Wegen  der  groaaen  Wichtig- 
keit dieaer  Theorie  haben  wir  achon  längst  die  Abaieht  gehabt, 
nach  und  nach  efne  pat^tf§llmi)if  derselben  nach  Ihi^m  fceueaten 
Zustande  In  dem  At-chive  zu  Uefetn»  v^ozn  un^  sbhon  eine  ilem- 
tich  grosse  Anzahl  von  Vorai^beit\en  zu  Gebote  steht.  ' 'Wenn' ü^lr 
nun  biet  ubum wunden  erkföfren«  dass  wl^  diese  Arbdt,  Ats  j^tkt 
nicht  mebi*  nOthlg,  nicht  Kefetii  werden,  so  sp^edheb  wir 'dadbViili 
zugleich  aua,  wie  aehr  wir  öberzeugt  aind,  dass'  dAröb  Ate  rö^ 
lügende  buchst  terdienallM^he  Deberaetanng'ite  trefflielieii  Wer^ 
fces.Brloaehra  daia  Redarfilisa  vdlstftidig  libgeholfen  ist,  «dd 
Ar  wie  aekg^mtea  «tir  dibaelbe  Ib  jeder  Beat44ufig  halten»  .;W4e 
wW'liSMto,  ist  Harr  Oberfehrer.Beril*»ro  teiSeüliH  der  HwaM- 
gebet  dfaNHir  allen  Aoferdbrmi^eli  «ad  4Me  ablelle  Aiibelt  ¥ollkom* 
«en-  JestoprlpMMBden.  üebU'selaiHig«'  derii*  wir  4alwr  für  .di^aelbe 
«naereii  kaftiobtigatei»  Dank  zaJIe»»  M  wie/aaoh  Miiiestiicb  Heim 
Pl^fcasef  Sehe4l^ack*  der.doih  gewiss:  mit  «die <Vei1aala4aüng 
jltt  -denlelben  ge^en  und  dadurch  geaeigt  hat,  Wie:?richlig  .ilr 
das  BMOrfnlas,  dem  durch  dies4>  Uehersetzung  in  so^^uageaekll- 
net^r  Weise  entsprochen  wird^  zu  wUrdlgen  venstanÜ.  Die  Wlieh- 
tigkeit  der  Schrift,  die  wir  zur  allgemeinsten  imd  siorgnitigsten 
Beachtung  dringend  empfehlen,  veranlasst  uns,  ihren  Inhalt,  so 
wie  folgt,  vollständig  anzugeben.  §.  1.  Definitionen  und  Beaeich« 
nungen.  §.  2.  Bildungsgesetz  der  Determtnanten.  }.  3.  Allgemeine 
Eigenschaften  der  Determinanten.  §.  4.  Von  der  Auflösung  der 
,  linearen  .  algebraischen    Gleichungen  *).     §•  5.   Multiplicatlon    der 


*)  In  der  Vorrede  bemerkt  Herr  ßrioschi  gan2  mit  Recht,  dast  aU 
der  erste  Anfang  der  Theorie  der  Determinanten  die  tob  CYim^r-  «ad 
ßesout .gegebenen  RegcLp  zor  Anflßs'nng  der  lineSren  «IgebraUekin  Oldl* 
chnngen  sn  betrachten  sind,  und  schenkt  auch  den  bekannten  Arb^llta  ^6m 
Yandermonde,  Laplaoe  u  s.w.  die  verdiente  BeackhtMg«  '  l>a  das 
Klfigel'sche  mathematisehe  Würlerbnch,  in  deMen  ^npfklemca- 
ten    im    Artikel    Elimination  aach   der  Harausgaber  da»  A^ehlts  künkn 
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OeleriiiMia^teii  uod  Amwü  Erhebung  s«  PoteM«».  .  $•  &  Uelermi' 
naotaii  ^tt  reciproknn  EiementeD  od«r  Detemip^nteo  Ton  Deter- 
miDEoten.  f.  7/  Von  Eigenscb^ten  d«r  DoteidetemihMiten.  §.  8. 
Voo  deu  fiberschlagenen  and  symmetrischen  Determinanten.  {•  9. 
"Vi^n  den  Determinanten  der  Worzeln  der  al&tebra?scben  Gleicban* 
gen  nmi  deh  Determinanten  der  partilcuMren  Intei^rale  der  tineftreo 
•Differentialgleichungen.  $.  10.  Von  den  Functional-Determinanten. 
f.  ll.Hesse's  Determinante. 

^r  empfehlen  diese  ausgezeichnete  Uebersetsung  def«  scho- 
"rien  Wertes  des  trefflicjieu  Brioschi  nochmals  sur  sorgßiltigsteo 
Beachtyng  aus  volllcommener  tJeberzeagung.  (jl« 

!....•  ,  .  ;  • 

.  .Sammlttiig:  von  ijiorgah.eD  und  Beispielen  aus  der 
bespodfC^ren  iind  allgemeinen  Arithmetik«  so  wie  aas 
der  Lehre  von  .den  Gleichungen  oder  Algebra«  Von 
Albert  D^liog»  Dr  phiil,  und  Gymnasiallehrer  an  Mfihl- 
hausen.  Braunschweig  (C.  A.  Schwetschke  und  Sohn. 
M.  Br^biL)    1867.    &    , 

Die«»  Aafgabensammtvng  tanfera^heidet  sieb  Voii  den  «eisten 

ihrer.  Sebwestem  dadurch;    dass  sie  die  gemeine  vnd  allgemeiiie 

AHthmetIk  und  «e  Alg>ebra  \m   ftietcher   V^eise  beteekstehtigt 

Dieselbe  enlhik- einen    seiir  grossen  Reiththtnli  v«n  Anfi^bea, 

namentlich  auch  ib  der  Bocbsüübenreehmiagy  g^on  dete*  Z^iveek- 

mftseigkell;  se*  weit 'sich  ans  einer  liMssen  Anaaehiw.  ebne*  4as 

Bndh  selbst  ling^re  Zelt  gebravcbt  za  habe»^  woiiacb.  bei .  eiaem 

solebeb  Bnehe  erst  ein  whklieb  gitÜges  UrAeii  gefkUt  wer4en 

kanä^  artheilen  liest»  wir  im  Allgemeinen  dwchans  Biebts  4n  er- 

itmern  wfissten.    Wir  glauben  daher  keinen  Anstand '  nehmen  au 
dJbfin»  das  Bnch  als  ein  sweckmfisriges  Hfllfsmitti^i  beim  Cnter- 

riebte  zu  empfehlen. 


dlStttlhfimUdien  BawiU  der  In  Red«  •lektiiden  Regeln  gegeben  hat,  ia 
ItalifMi  dlQht.Mbr  bakaast  aein  dnrfle,  ao  darf  itcb.  der  nnterzel ebnete  Her- 
a^gebev  wohX  crLmbe»,    bei  dieser  Gelegeobeit   aa  jenen  Ton   ihm  gegehe- 

.nep  9efveia  xn  erinnern,  and  zirar  um  ao  mehr,  weil  derselbe  In  den  mei- 
•ten  der  Torsäglichsten  dentschen  Lehrbücher  der  Algebra  und  algebraiachen 
Anaiysie  Aufnahme  gefunden  hat,  wie  man  z.  B.  in  den  dnrch  wahr«  math«» 
matisahe  Strenge  auageseichneten,    nnd   b«i  diea«r  Gelegenheit   Ton  Neuem 

..EmpfehluAg  "verdienenden  Orandzngen  der  alg«braiach«n  Analyait 
J9^  D«.   J.  Di«ng«r,    Prof«8tor   d«r  Mathamatik   an    der  poly- 

,tfciini/|ch«a  Scl^nl«  xn  K.arleru>e.  Karlsruhe,  185U  8.  S.  9M 
—  8.. 207*  vnd.  dem  Lehrbuch   der    allgemeinen    Arithmetik    Ton 

J,  H.  T,  Müller.     Halle  1838.     S.  ^— S.  335.,  so  wie  an  anderen  Orten, 

»  '  •   '  r 

sehen  kann^  ^* 


■  ''    ■   O'eomet'i'liß.  ''""     •'"'■  ■'•"'  ,' 

•De    •ffeeCioiie    «tiTf»ftf>aiii  '  4iidlrtili»totm^'qi||iiA#d«riii. 

«enscbAfUielien    Vereint  fffr* -8a« bseiril ii 4t ''Vli4Mriiii|fiif» 
ifi  Hall»  Vol.  I;).    B^rofifi». 'ftok«i«lni«iiy;   lllttl^-4^.  .  -   « 

Diese  Empfehlung  zu  aorgß^ltiger  Beacbtong  verdienende  Schrifl 
beacb^ftigt  aicb  mit  verschiedenen  sehr  allgemeinen^.  gruH$te;ithj^i)f 
neuen  Eigenacbaften  der  {Curyen,  lliast  sich  ab^r  hier  nicht  näher 
anzeigen,  indem  wir  uns  mit  der  folgenden  Angabe  der  Ueber- 
achriften  der  einzelnen  Paragraphen  begnügen  mössen:  $.  I.  De 
aequatione  cnrvae  ff"  ordinia  univereall.  $.  2.  De  ponctia  multi- 
pltciboa  panca.  $.  3.  De  coatacta.  eeei^i  ordinia.  $.  4.  De  con- 
tactu  tertii  ordinia.  §•  5.  De  aingulari  aequattonia  fi<**  dlmenaio- 
nia  traoafemalieae.  $.  6.  De  ilexua  eenlraMi'peneliis^  qM^cbrvia 
tertii  ordleia  inaont  (^7.  Akerk  Plücbej'l  «Ibeorematife^- dl»itton^ 
stratio.  ^  8«  Tbeoremata  de  eurvia  tevtil  «t  cujea  Kbet  erilitiisi 
demonatratie.  .i«'«-     i 

Die  Leaer  werden  hieraus  achon  den  Ueiaty  in  wetchetif  fliese 
Schrift  gehalten  ist,/  hinreichend,  ^rken^^n,  ^ad  Jedi)r|j  i^PF/sich 
ßir  solche  ganz  allgemeii^e  t3nterai|chii|igeii  und  S^tze  .in|erj^ab'^ 
i^ird  diiBa^lbe  nicht  ohne  Belebraag  aua.  der  Hand  l^gfui^ .    i    ,  .  ; 


M 
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Astronomie. 

Der  Jahrgang  1857  dies  Kaleiiders  füt  atle  SUti'de,  bei'- 
ausgegeben  von  Herrn  Director  v.  Llttröit  ro  Wien,  aäf  «TcWs^tt 
in  mebrfiicber  Beziehung  tntereai^ttr^  bndf  lehri-efch^  Tnbalt  ^'ir 
achon  Mera  hl  dieeeih  KterariiBCirett'Beriditen  (m.  ^.^.S.Bfr.X^V.' 
S.6.)  anfmerkaam  geniacbt  haben,  enthflt  wieder' einen  VecfhtVer- 
diensdieben  Aufsatz:  „üeber  die  rii^uesfen  r^^t&ehi^iti;<^ 
der  Aetronomie^,'  der*  gewi^eermaasen  als  eihe  Pdk^^tiun^ 
der  in  den  frah^eb '  JahrgSngen  gelieferten  Aufsätze/  „üeber 
die  FortecbTiite  der  Aatronomie  ili  dem  letzte^'  De^ 
ceoAiam'«  betradUtet  wettleti  icann.  Die  tiegenstHnde,  taift  denen 
zieh  dieaer  'Aufsatz  hi  lehrreicher  Weise  beadiShigt,  UlbB  id^  TdK 
gendeiii-:  ,,l>utcüme8s«r  utfd  Maaaen  der  Aaterbidenl  ^ 
8ale1llt\d«a  Mepttin.  —  Komfe<\Bn:'  -^'VttMWBijrHVlIe 
Sterne.'  ^  iGescbiehte  de¥*b^obae%t«»#fairAWtff>rtom<i 
(Nach^  R  Gradt  Alistoi^  of  phj^\t:kV''iL^ttift6iby.J^  ^ 
Ale  Bbilege  entbttt  der  Aufaafi  ^W  üMrutt»  tMaflinai^  ;;\j  fe«e r - 
eicht  de»  S^nnevayäteaii'«  utiler  dM  beidÄi-AMKilU^geÜ ' 


H  Ukmrmk»  Bmriclu  cwn 

»»Asteroiden''  nnd  »»El^meii^e  e^miMtlicher  Planeten- 
liahnen'S  eine  Uebersicht»  die  in  solcher  Volietändigiieit  und 
in  dem  «eoeeten  2«eteide  der  Wieienecfcaft  ee  irellkoainieii  ent- 
epimtlieiidnf  W^iee-indieeeai  AegenhUcke'  echwerlicb'  an  irgand 
einein.«lMleren  Orte*  amtntreffen  nein  nlkkte.  W^  daher  das 
annpniehnloeeAdcUeiardnrch  dessen  Heransgabe  sioli  alMr  jeden- 
falls Herr  v.  Ltttrow  fortwährend  ein  anerkeniiiingswerthes  Ver- 
dienst um  die  Verbreitung  der  Resultate  der  herrüchsteD  der 
Wissenschaften  unter  einem  gr^s^eren 'l'ublilium  erwirbt,  iiuch  in 
seinem  neuesten  Jahrgange  die  nohl  verdiente  Beachtung  finden. 


Nautik. 

.  GaUa  alle  sfddie  4eir  Astrenomia  navtica  del  Dr. 
F.  üebank»  Professere  dl  Astrononia  naotiea  nell*  1. 
R.  Aecademia  di  coiBBiereie  e  nautiea  e  nell*  L  R.  Ac- 
cademia  della  marine»  Direttore  dell*  I.  R.  esservato« 
ri.o  fistrenomico  in  Trieste.    Trieste.  1866.    8, 

Wir  haben  im   Literar.  Ber.  Nr.  LXXXV.  S.  1.    aof   die 
grosse  ▼orzfiglicbkeit  und  ZweckniSssigbeit  des  Leitfadens  f(ir 
den  Gnterricht  in  der  nautischen  Astronomie  von  Herrn 
Professor  Dr.  Schaub   in  Triest  aurmerksam  gemacht  nnd  das 
Buch   namentlich  auch  seiner  Deutlichkeit  und  strengen  Wissen- 
schaftlichkeit  wegen   allen    nautischen   Lehranstalten  empfohlen. 
Ein  deutlicher  Beweis  filr  die   Richtigkeit    unsere  Urtheils   wird 
jetst  dadnrc|i  geliefert ,   dass  von  dem  Bn^he  nnter  eUgem  Titel 
so  eben  eine  italienisch«^  Uebersetsung  .veranetaltft  worden  ist,  die 
wir  dah^r  ftwch  hier  kurs  ansnaeigen  ftlr  «lesere  PfDehfc  ballen, 
iia4  >^V  vf^  "0  mehr»  ^^\  «^Nese  Uebtrsetaimg  auch  eiaige  2a- 
sttse  .erhalten  . hat*  über  ;die  vir  Felgf i^des  bemerke».    Zuerst 
ist.^ie.nMIttf  rnaebtsTerb^ssernng«'  beigefügt  wordte;  dann 
die  vpn  Herrn  Dr.  Bremiker  in  Berlin  im  astrenemischea  Jahr- 
buche Ar  18ß7  gegebepe  Formel  für  Monddietans^n,  welche 
einei  beqyem^  Anwendung  gestattel,  wenn  der  Htihenunteracbied 
der  beiden  Gefitlrne  sehr  klein  ist|   lendlich  eise  Medifioatien 
df^r  JLiitM^^'^Ni^  Methode  sur  Aaffindnng  .der  Breite 
und  S^.ei^  d,urich  .9wei   HOhe^   aveser   Apm  Meridiane, 
welehe  M9h  deutsch  in  der  MerreichisAh^ii  MaiiMr  2Mlsekrift 
alq^edmekl  ist  nnd  hier  nu  besonderer  Beachtung  empfidileo  wird, 
ae  wie  wir  defm  fberhavpt  diese  italienisoke  Debersetsnn^  des 
eeinfm  Zwei*«  In  «negeaelebneler  Weise  «atsptedienden  Bnths 
der  Aufmtrfceaqikeit  nns^rei;  I^fiser  fliraebr  wertb  balten* 
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